SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET STROJARSTVA I BRODOGRADNJE

Bojan Tepes

Optimalno upravljanje pogonom vozila s automatiziranim
mjenjaéem

Zagreb, 2010.



Ovaj rad izrden je na Katedri za strojarsku automatiku, Zavdebtiku i automatizaciju proizvodnih
sustava, pod vodstvom prof. dr. sc. JoSka Deuci do sc. Josipa Ka&a i predan je na natjej za
dodjelu Rektorove nagrade u akademskoj godini ZR020.



POPIS OZNAKA

Oznaka

We

Jeq
Je
Js1
Is2
Jw

t

b
x(t)
u(t)
y(®)
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Matrica koeficijenata sustava
Matrica ulaza sustava

Matrica izlaza sustava

T a W

Matrica prijenosa sustava

] Funkcija cilja

@ (x(tf)) Terminalni dio funkcije cilja

F(x(t),u(t)) Podintegralni dio funkcije cilja

g(z(t),u(t)) Vektorska funkcija ograsénja tipa nejednakosti
h(z(t), u(t)) Vektorska funkcija ogradenja tipa jednakosti

b (E(tf)) Vektorska funkcija rubnih uvjeta

Ky, Tezinski koeficijent penalne funkcije ogréemja tipa jednakosti
Ky Tezinski koeficijent penalne funkcije ogréemja tipa nejednakosti
Ky Tezinski koeficijent penalne funkcije rubnih etg

H~(z) Heavisedova step funkcija

n Koeficijent brzine genja

Broj vremenskih intervala

Broj iteracija gradijentnog algoritma

Konstantna teZinska matrica kénag stanja

Konstantna teZinska matrica stanja sustava zanveijprijelaznog procesa

O v T =

Konstantna tezinska matrica upravkdn varijabli

K(t) Vremenski varijabilna matrica p@anja

K, Matrica poj&anja algebarske Riccatijeve maire jednadzbe
u(t) Novi vektor upravljanja

X(t) Vektor stanja odstupanja od referentne trajejetori
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1 UVOD

Kod uobtajenih rinih mjenj&a [8,12] vozéa upravlja radom spojke i pedale akceleratora kako b
mijenjao stupnjeve prijenosa mjetga Da bi se smanjio ukupni napor véaasve vise se uvode
automatizirani mjenjé gdje ra&unalo upravlja radom spojke i motora [4], ili panitomatski mjenjé

sa dvostrukom spojkom i sloZenijim mehatkiin sustavom [9]. O oba slaja neophodno je razviti
optimalne regulatore cjelokupnog pogona vozilaljgroi postizanja visokih voznih zéajki pogona
(dobra akceleracija), udobnosti voznje (nizak sajdvibracija) i male potroSnje (mali gubici eneggij

u spojci i motoru).

U ovom se radu predlaze sistematski postupak grgegtava optimalnog upravljanja pogonom vozila
s automatiziranim mjenfam. U prvom se koraku provodi numid optimiranje upravljgkih
varijabli momenta motora i momenta spojke primjenopieg algoritma optimalnog upravljanja
nelinearnim dinantkih sustavima [2,3]. Kriterij optimalnost sadrzitagve na konéno (unaprijed
definirano) vrijeme ukafanja, maksimalnu izlaznu brzinu vozila, minimalnebitke energije i
minimalni sadrZaj torzijskih vibracija pogona [18]z to se uzimaju u obzir ogr&enja upravljakih
varijabli i varijabli stanja, te njihovih prvih digacija.

U drugom koraku sinteze predlaZze se linearni kuaghiaoptimalni regulator (LQR) pogona, koji
ostvaruje prethodno optimirane trajektorije kutfifzina motora i klizanja spojke. Bugluda se
regulacija provodi u kordmom (unaprijed) definiranom vremenu, postavlja semenski varijantni
LQR algoritam. Radi poboljSanja kvalitete sligmja optimalnih referenci, regulator se proSiruje s
unaprijednim djelovanjima.

Sinteza optimalnog sustava upravljanja provodi aepajednostavlienom modelu pogona 2. reda.
Rezultati sinteze provjeravaju se simulacijom raumalu uz koriStenje preciznijeg modela pogona 6.
reda.



2 MATEMATICKI MODEL PROCESA

Pogon vozila kao objekta upravljanja (proces) dgpise modelom 6. reda [1] za potrebéuralnih
simulacija. Model se zatim reducira na drugi rexsthu sinteze sustava optimalnog upravljanja.

2.1 MATEMATICKI MODEL 6. REDA
Slika 2.1 prikazuje shematski prikaz pogona voZiladel obuhvéa zamasSne mase motora, vratila,
kotata i vozila, trenje spojke, ela&tiost torzijskog prigusnika vibracija i elastost poluosovine.

Glavno
Jc vratilo |
kcm Jin ! ktw Jw
Je 1 — WA
Motor
1
73— U 1
ig — i
B m B . .
em tw Ekvivalentni
Spojka  Prigusnik K:': Ekvivalentna kotag
torzijskih poluosovina
vibracija

]sl ]sZ

Sinkron

Slika 2.1 Shema pogona vozila.

Moment koji proizvede motor s unutarnjim izgaranj@menosi se na pogon vozila posredstvom
spojke. Cijeli dinantiki model moZe biti dobiven primjenom uvjeta ravrigtemomenata [11] na
razlicite ¢vorove strukture prikazane na slici 2.1.

Dinamicka jednadZba kutne brzine motasg moZe se zapisati kao

Jewe =T, — lgewe — T, (2-1)

gdje suT, moment motoral,; moment koji prenosi spojkg, je inercija motora, &, je faktor trenja
koljenastog vratila. Zbog preglednosti izostavljgeoozn&avanje eksplicithe ovisnosti pojedinih
varijabli o vremenu.

Analogno, dinaniiku jednadZbu izlazne kutne brzine spajkemoZemo zapisati kao

Jewe =Tg — kcm(ec - Hm) - lgcm(wc - wm) (2.2)

gdje jeJ. inercija spojke 6. i, 8,, suredom kutevi zakreta izlaznog vratila spojgéaivnog vratila, a
kem 1 Bem SU redom koeficijent i krutosti i priguSenja tiggkog prigusnika.

Primjenom uvjeta ravnoteze momenta na glavno eratbZzemo pisati



]eq (ig: id)(bm =kem(Oc — Om) + Bem(we — wyy)
1 [7)
—— | ktw <—m - 9w> + Bew (w—m - a)w>l (2.3)
lgld lgld lgld

gdje je ekvivalentna inercija zégnika/., dana izrazom (Slika 2.1):

1
Jeaigria) =Jm + (151 + Joz2 + ]—§> (2.4)
g La

gdje suig i iy redom prijenosni omjeri mjenja i diferencijala.

Konano, dinamtka jednadzba kutne brzine k&taw,, glasi:

: Om Wi
Jw@yw = Key 7_ Ow | + Bew 7_ Wy | — Bw®w — Tioaa (2.5)

gtd gtd

gdje jeJ,, ekvivalentna inercija kota, B, je faktor trenja iT;,,4 j€ moment tereta kata uslijed
uzduzne sile autogume. Konstantni moment teretkdin procesa ukapnja spojke(Tjpqq =
konst) pretpostavljen je zbog jednostavnosti. 1znosi patana modela nalaze se u dodatku 8.1.



2.2 MATEMATICKI MODEL 2. REDA
Pojednostavljeni matemaki model uvelike olakSava optimiranje. S tim ciljeranemaruje se
elasttnost torzijskog prigusnika vibracija i poluosovif#ika 2.1), te vrijedi

We = Wy = lglgwy,. (2.6)

UvrStavanjem (2.6) u (2.2)-(2.5) i zanemarivanjdas&nosti, te sréivanjem dobivenih jednadzbi,
cijeli pogon vozila od spojke do k@é@mmoze se prikazati jednadZbom stanja:

]v(ig; id)d)c =l — ﬂv(igrid)wc - T (2-7)
gdje je
. Jw
]v :]c + ]eq(lg; ld) + 22 (28)
i2ig
. B
.Bv(lg: ld) = .2‘,.1/2 (29)
i2ig
T
T, = ¢ (2.10)
lgld

JednadZba stanja rotacijske dinamike motora odtaja izrazom (2.1):

Jewe =T — Pewe — T (2-11)



3 OPTIMIRANJE UPRAVLJACKIH VARIJABLI

3.1 PREGLED POSTUPKA OPTIMIRANJA
Razmatra se @pvremenski kontinuirani, nelinearni problem optineg upravljanja s ogrageénjima.
Problem je prona vektor upravljanjas(t), koji ¢e minimizirati funkciju cilja Bolzinog tipa

ty

Jo =20 (&(t1)) + | Fo(x(0,u(®) dt, (3.1)

0

podvrgnutu nelinearnim vremenski kontinuiranim jadbbama dinardkog procesa (objekta
upravljanja)
x(t) = ¢(2(), u(®)), x(0) = %,, (3.2)

koja podlijeze rubnim uvjetima vektora stanja

b(2(ty)) =0, (3.3)

te ograntenjima tipa nejednakosti vektora upravljanja i we&tstanja

g(Z®),u®) =0, (3.4)

i ograntenjima tipa jednakosti ovih vektora

h(z(t),u®)) =0, (3.5)

gdje jet; konano vrijeme,X(t) je n, dimenzionalan vektor stanja(t) je vektor upravljanja,
gZ@®),u®), h(E®),u(@)) i b(?(tf)) su proizvoljne vektorske funkcije ograenja tipa
nejednakosti, jednakosti i rubnih uvjeta, respeidiv

Problem optimizacije (3.1)-(3.5) moZe se reducinatiproblem pronalaska vektora upravljanja)
koji minimizira funkciju cilja

ty

1= (&) + [ FEO.um)de (3.6)

0

koja podlijeze jednadzbama procesa (3.2), gdje je

q
FR®), u®) = Fy(R(D), u(®)) + z Kp e h2(Z(8), u())
P k=1 (3.7)
£ Ky G (RO, u)H (g (R0, u®)),
k=1



@ (2(t7)) = @ (2(t))) + ) Kni b ((2)), (3.8)
k=1
i H~(z) je negativna Heavisedova step funkcija definirieaa

0, akojez=0

H™(2) = {1, akojez <0 (3.9)

Drugi i tredi ¢lan na desnoj strani izraza (3.7) predstavlja imglietaciju ogrartenja tipa nejednakosti

i jednakosti (3.4) i (3.5), respektivho. &lb, drugi¢lan na desnoj strani izraza (3.8) je penalnha
funkcija za rubne uvjete (3.3). Tezinski koeficijepenalnih funkcijaky, i, K, i Kp i trebali bi biti
dovoljno veliki kako bi se osiguralo zadovoljavangranéenja.

Kontinuirani model procesa (3.2) s funkcijom cil{d.6) diskretizira se koriStenjem Adamsove
metode visokog reda, te se primjenjuje gradijemtietoda za minimizaciju funkcije cilja s obzirom na
vektor upravljanja [2], [3]

9]
ou® (i)

uV ) = u®@) —n® (3.10)
gdjejei=0,1,..,N—1,1=1,2,..., M, n je koeficijent brzine &nja,N je broj vremenskih intervala,
M je broj iteracija gradijentnog algoritma,ui(i) je vektor upravljanja u diskrethom vremenskom
trenutkut; = it, gdje jetr period diskretizacije.

Cjelokupni algoritam optimiranja opisan je u [213]. Za razliku od tipinog pristupa temeljenog na
nelinearnom programiranju [10], gdje su ogéenia jednadZbi procesa (3.2) ukkuna u funkciju cilja
kao ogranienja tipa jednakosti, uprawvjlee varijable i varijable stanja su tretirane kaowigae
varijable (povezane preko jednadzbi procesa), @kadkonani algoritam ima numetki efikasnu
strukturu sknu algoritmu s vremenski unazadnim propagiranjecgsa (engl. BackPropagation
Throught-Time Algorithm). Konvergencijska svojstgeadijentnog algoritma su dodatno poboljSana
koristenjem naprednih postupaka metode konjugirgnadijenta.



3.2 PRILAGODBA MATEMATICKOG MODELA

S ciliem pojednostavljenja prikaza i implementagjestupka optimiranja upravikih varijabli uzet
¢emo u obzir matemdki model pogona vozila 2. redéak nema prepreke da se optimiranje provede i
na matematkom modelu 6. reda. Rezultati optimiranja && zatim provjereni na modelu pogona
vozila punog reda.

Proces ukljdivanja spojke mora biti izvrSen u kaimom vremenu, tj. u koaom trenutku mora biti

zadovolien uvjet,(tr) = w.(t;), ili ekvivalentnowg(tr) = 0, gdje jewy; = w, — w, kutna brzina

klizanja spojke. Taj rubni uvjet mogel je zadovoljiti smatrajil ga ograntenjem tipa jednakosti na
varijablu stanja. S tim ciljem dinattki model (2.1) i (2.7) moZe se zapisati na sli¢decin:

Be 1 1

We=——We ++—T, ——T¢, (3.11)
T Je ) )
. Be :817) By 1 (1 1) 1
wg =|—7—+ ——wg+-—T, — T, +—T, (3.12)
Sl(]e A A RV WA A
Uvodeii uobicajene oznake za varijable stanja i ulazne varijable
gdje jex; = we, X, = We, X3 =T, Uy = Top, X4 = Tep i up = Ty,
model (3.11) i (3.12) moZe se preformulirati kakjedi:
: Be 1 1
Xp=—5"X + X3 — Xy, (3.13)
S A A
: Be ﬁv> By 1 (1 1) 1
Xy = + ——x;+—x X4 +—Ty, (3.14)
z(le]v LR T ) e
1 1
(2 = —— X7 +— Uy, 3.15
X3 Tx3 rul ( )
X4=u2. (316)

Vremenska derivacija momenta spojke uzeta je kax wl izrazu (3.16) kako bi se izbjeqgli
diskontinuiteti u momentu spojke i omagio ograntenje derivacije momenta spojke, te dobivanje
realnih rezultata koji odraZzavaju postojanje dirkemaktuatora spojke. 8fio, jednadzba (3.15)
odraZava dinamiku motora i oma@va ograriavanje derivacije momenta motora.

Sustav jednadzbi (3.13)-(3.16) moZzemo zapisatilikwiprostora stanja:



Be 0 1 1
- Je Je Je 0 0 0
X X1 [ ]
I Be By _Bv 1 A |8 I (I P 1
A=\ L on TUtn +1 |+ G
X3 e v v e e v X3 — 0llu, v
X 1 X4 lT J 0
4 0 0 —= 0 0 1 0
0 0 0 0
x(t) = Ax(t) + Bu(t) + ¥T,.
Patetni uvjeti dinamikog sustava su:
Weo 90 rad/s
Weo 90 rad/s
= = X 3.18
x(O) lgeweo + TL 3.34 Nm ( )
Ty, 0.64 Nm

JednadZbe (3.17) i (3.18) su specijalntajwpte formulacije modela procesa (3.2).



3.3 FORMULACIJA PROBLEMA OPTIMIRANJA

Cilj optimiranja procesa i cijelog mjera je pronalazak upravijkog vektorau(t) koji ¢ce
minimizirati funkciju cilja

tr

J= (x(tf)) +f F(x(@®),u(®))dt, (3.19)

0

za sustav opisan jednadZbama (3.17), ueime uvjete (3.18), ptiemu se komponente funkcije cilja
definiraju kao:

Loy (x(tf)) = —Ktlxl(tf) + Kblx%(tf) + szx% (tf)' (320)

F(x(®),u(t)) = Ke,uf + K, |x2(£) x4 ()]
+ Ky, (1 (8) = Xymin) *H™ (1 (£) — X1min)
+ Ky, (x3max — X3(0) H™ (X3max — x3(6))
+ Ky, (x3(t) — X3min) *H™ (x3(t) — X3pmin)
+ Ky, (Xamax = 24(0) "H™ (Xamax — x4(D))
+ Ky (24 (8) = Xamin)*H™ (x4 (t) — Xamin)
+ Ky, (X3max — %3 (t))ZH_(szmax — %3(0))
+ Ky, (3 (t) — K3min)*H™ (43 (t) — X3min)
+ Ky (Xamax — %a (t))ZH " (%4max — #2(D)
+ Ky (24 (t) = Xamin)*H™ (X4 (t) — Xamin)-

(3.21)

Rubni uvjet (3.20) znada bi kutna brzina motore, = w, (tj. brzina vozila) u kongom trenutkut,
(trenutak ukapanja) trebala biti maksimalna maggu(visoka razina svojstava), kutna brzina klizanja
spojke treba pasti na nulutu= t (x,(tr) = wg(tr) = 0) (uvjet ukaganja spojke) i derivacija kutne
brzine klizanja spojke trebasiznuti ut = t; (x,(t;) = @s(ty) = 0). Radi zadovoljavanja kriterija
.mekog“ ukaganja spojke (bez pobivanja vibracija poluosovine, [1]). Nadalje, podigtalna
funkcija (3.21) penalizira energiju disipiranu uofp (¢lan proporcionalanx,x,|) i tendenciju
oscilatornom ponasanju (kréfan proporcionalam?). Preostali izrazi podintegalne funkcije (3.21) su
ograntenja tipa jednakosti i ,aktiviraju® se u situacijanmkada varijable stanja i njihove prve
derivacije prij@u svoje grariine vrijednosti. Tako kutna brzina motorg(t) ne bi smjela pasti ispod
minimalne brzine motora,,;,, kako bi se izbjeglo ,guSenje” motora, a iznosimemta motora i
momenta spojke kao i njihovih prvih derivacija @élbi ostati unutar realnih limita (dodatak 8.2).



3.4 PODESAVANJE TEZINSKIH KOEFICIJENATA

TeZinski koeficijenti funkcije cilja (3.20)-(3.21)predstavljaju podesive parametre postupka
optimiranja, koji se podeSavaju na slijéideacin:

1.

Tezinski koeficijentk},; postavlja se na vrijednost koja je dovoljno velikase
zadovolji rubni uvjet ukljdgivanja spojkecz(tf) = 0. Istovremeno, podeSava se
tezinski koeficijent{;; kako bi se zadovoljio doniji limit brzine motoraar@lelnim
ugaianjem tezinskih koeficijenatié., i K;; moze se olakSati zadovoljavanje uvjeta
xz(tf) = 0. Ako tijekom ovog procesa iznosi momenta motoraplbjke prijeu svoje
limite potrebno je podesiti teZinske koeficijerts, i Ky,.

Tezinski koeficijentk},, postavlja se na dovoljno velik iznos kako bi séaeljio
uvjet ,mekog"* ukaganjazx, (t;) = 0.

Ukoliko iznosi derivacija momenta motora i spojkéggaiu zadana ograéenja
podeSavamo tezinske koeficijeri{g, — Ky o.

Ako moment motora pokazuje zfzgne oscilacije, pov@vamo iznos tezinskog
koeficijentaK,,, kako bi se priguSio odziv.

PodeSava se tezinski koeficijety; kako bi se maksimizirala brzina motora, a time i
vozila.

10



3.5 REZULTATI OPTIMIRANJA I SIMULACIJE

U optimizacijski program, napisan u programskomkjezC implementiran je matemaki model
pogona vozila (3.17), s petnim uvjetima (3.18) i funkcijom cilja (3.19). Rijenom optimizacijskog
programa provedeno je optimiranje upraiija varijabli (momenta motora; = T, i momenta spojke
x4 = T¢;). Optimiranje upravljekih varijabli provedeno je za nekoliko vremena ukapa spojke.

Rezultati optimiranja za razlte iznose vremena ukaégnjat; prikazani su u normiranom vremenu
t/ty na slikama 3.1-3.3. Kutna brzina motafa= w, zadrZzava se na minimalnoj brzini motaxgnyi,
sve do zavrSne faze ukamja, dok se kutna brzina spojke podiZze, u p&etnoj fazi lagano, a zatim
priblizno linearno do zavrdne faze ukapja kada se izjedtias kutnom brzinom motora i zajedno s
njom dalje linearno raste (Slika 3.1). Kutna brzinatora zadrZzava se na minimalnoj brzini Gema
dijelu odziva kako bi se minimizirala disipiranaeegija. |1z istog razloga, u petnoj fazi odziva dok
je kutna brzina klizanja, = wg = w, — w, velika, moment spojke, = T,; raste relativho sporo.
Kutna brzina klizanja spojke nakon g@tnog laganog pada zajigje gotovo linearno padati do
zavrsne faze uk&pnja kada se zbog zadovoljavanja uvjeta ,mekogpédaaja asimptotski priblizava
nultoj vrijednosti. Asimptotsko priblizavanje pdati se naglim porastom momenta motosa= T,
koji prisiljava kutnu brzinu motora da poraste isgapriblizi kutnoj brzini spojke.

Kutnia brzina motora i spojke Moment motora i spojke
100 , . . r B ————x t=045s T
' | e by .
I f — —x,t.=045s I
. : ; ; —x, = 05s |
a0 pa tf=_|].455 _____ R :_yi____ 2000 — — % tf= 058 poooo-- a
_ — —, tf—D.-!ljs : ! — i, = 06z :
2 x,t,=05s ; ﬁ — —x,t=08s i
& — —m,t=05s ' ! =) Lt=032s y '
5 R0 Sk Sl EESPEE Y T e . 180 i PO PR
= 1= Dés : /,J/{(f : ey %, tf= 0gs F i
A Y ,11,=D.6s :/ ! *E' T
£ x,t.=08s f/ . = VA ' :
E 40 o fonss é --------- R . g 100r------- 1= - n - - e T A R .
oy | : = : | :
= ' ' ! '
- e ans o S
// """"" L i Y S L )
s
0 Sl : : : 0 : : : :
a n.z 0.4 06 0.4 1 a n.z 0.4 06 0.4 1
Mortnitatio vijetme, t-ftf Mortoiranag wjetne, t.-’tf
Kutna trzita motora Kutra brzina kizanja spojke
95 : H T . T
tf=D.455 a0
% 1=05s [TV poeneee _
E 94 L=06s |l E
T t=0%s ! : —, B0
Fooal . e S R P
7Y SRS SO S SR S g
£ o E
g 9 doemmees Aommemees EARRLERELE oemeeep 7 g
= R T
S S p—
a9 H H : H 0 " " 2 :
a 0z 0.4 n& n.a 1 a 0z 0.4 n& n.a 1
Mortoirano vieme, t.-’tf. Morroirano vijerne, I:.-’tf

Slika 3.1 Rezultati optimiranja upravlja¢kih varijabli — kutne brzine i momenti motora i spojke.
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Prema dobivenim rezultatima prikazanim u normiranoemenu (Slika 3.1), vidljivo je da vrijeme
ukaganjat; nema znéajan utjecaj na dobivene oblike trajektorija kubmegine motora i kutne brzine
klizanja spojke. Takder, disipirana energija u spojci ne zavisi o vremerkaganja (Slika 3.3).
Medutim, vrijeme ukapanja ima zn&jan utjecaj na vrSne iznose momenata (Slika 3digipirane
snage (Slika 3.3), ptiemu smanjivanjem vremena ukapja rastu vrsni iznosi momenta i disipirane

snage.

Iznos minimalnog vremena uk&mja odrden je graninim vrijednostima momenta motora i
momenta spojke (Slika 3.1), kao i njihovim deriyacia (Slika 3.2). Kod vremena ukamja
tr = 0.45s derivacija momenta motora (Slika 3.2) ulazi u timi patetnoj fazi ukapanja, dok
moment spojke doseZe limit relativno rano, Sto argufava neko zn@jnije dodatno smanjenje
vremena ukafanja. Derivacija momenta motora kod svih vremenaptdnja doseZze svoj limit u
zavrSnoj fazi ukaganja zbog naglog porasta momenta motora u svrhunjepja uvjeta ,mekog*
ukagtanja (Slika 3.2).

1500

1000

a0

-500

-1000

Deerivarija momenta, due/dt [MNms]

-1400
a

Derivaciia momenta motora

0.4
Morrdrane wijetne, t.-’tf

Deerivacija momenta, du/dt [MNm/s]

1500

Derivacija motmenta spojke

1000 f-

a0

t= 045
tf= 05

[ R -

-500
1]

0B
Morrdrane wijetne, t.-’tf

Slika 3.2 Rezultati optimiranja - derivacije upravlja¢kih varijabli (momenta motora i momenta spojke).
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...........................
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3000
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2500

2000

1500

1000

a0
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Slika 3.3 Rezultati optimiranja - disipirana snagai disipirana energija u spojci.
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Rezultati optimiranja provjereni sué@alnom simulacijom procesa Sestog reda, gdje seulezne
varijable procesa koriste optimirane trajektorijgravlijatkih signala (momenta motora i momenta
spojke). Nakon ukafanja spojke moment motora se zadrZzava konstantfigt) = Te(tf), zat >
tr), dok je moment spojke sam po sebi dovoljno vebk zhdrZi spojku ukligenom (Slika 3.4).
Rezultati simulacije prikazani su na slikama (3.8.%) u nenormiranom vremenu. Kutne brzine
motora i spojke imaju oblike ghe prethodno dobivenima na modelu niZzeg reda. sngerazlika
odnosi se na strmi getni rast kutne brzine spojke., tj. strmi p&etni pad brzine klizanja spojke;
Sto je posljedica elastiosti poluosovine (Slika 3.5). Izlazna kutna brzspmojke w, ima priblizno
jednake iznose za sva vremena wkapa kod konénog trenutka ukajanja ty, dok su dosegnute
kutne brzine kod danog vremena ¢t vece kod manjih vremena ukégnjat; (bolja vozna svojstva).
Slika 3.5 pokazuje da vibracije momenta poluosoviraéon trenutka uk@anja ty imaju malu
amplitudu, Sto potviuje da je uvjet ,mekog” ukamanja zadovoljen i na modelu viSeg reda.

Kutna brzina motora 1 spojlee IWloment motora 1 spojlee
400 . 2580
o, tf=D.455 :
w0 — —wat=045s L ' '
ty=U5s ' 200 f-nmemes o S
300 : §gog b AT S ST ey
= - g N R D
g 250 E 150 F----f _____1:_______________?? ___________ i
g 200 = A — I T
- g o b-d T — _ T.,t=045s
150 =] £ : ot
g = T,t,=05s
o T t=03s
100 | ' eF f
el T, =065
f . — — T . t=0as
a0 { ot
Te, t= 0Zsz
] ] : T t=08s
n 0.5 1 1.4
t 5]
Slika 3.4 Rezultati simulacije — kutna brzina motoa i kutna brzina spojke, te moment motora i spojke.
Kutna llizatya spojle Iloment na poluasavind
100 ; 3500
: t= D45s
: - 3000
a0 b= __________+ ___________ tf—D.Ss
% , tf= Nas 250':'
=N ' t=0%Zs =
— R S £ i g
s H0 : £ 2000
& : : i
E 40 R T TP EFELEE S PP EEE PR PEE . £ 1500
f . . =
= | | 1000 -4~
o R R E L L T P PP PP PR .
' A00
a 1]
1 1.5 .
t[s] t[s]

Slika 3.5 Rezultati simulacije - kutna brzina klizanja spojke i moment na poluosovini.
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4 OPTIMALNA REGULACIJA STANJA

Rezultati optimalnog upravljanja iz poglavlja 3wigravno upotrebljivi za regulaciju mjekgjer su
osjetljivi na poremeéaje i pogreSke modeliranja (npr. u ovorenom kru@ipga se u ovom poglavlju
predlaZe realni optimalni (LQR) regulator, koji keederentne vrijednosti koristi optimalne trajekjer
optimirane u poglavlju 3.

4.1 FORMULACIJA LQR REGULATOR

Dobivene optimalne trajektorije kutne brzine motar&utne brzine klizanja spojke, za vrijeme
ukaganjat; = 0.6 s, koriste se kao referentne trajektorije prilikoptimalne regulacije stanja. Za
pratenje referentnih trajektorija koristi se linearniakiraténi regulator (LQR). Kako se ukagnje
spojke provodi unutar kotiaog vremena, predlaZze se sinteza LQR regulatokoaani vremenski
horizont, Sto ima za posljedicu vremenski promjenjpoj&anja regulatora. Sinteza LQR regulatora
izvrSiti ¢e se na pojednostavljenom modelu pogona vozilae@a,ra ispitivanje LQR regulatora
provestte se simulacijom procesa temeljenoj na modelu pmgestog reda.

Model prikazan jednadzbama (3.11) i (3.12), moZeagasati na sljede natin:

e 1 1
x1(t) = —f—xl(t) +] uq(t) —]—uz(t) (4.1)
_ Be By By 1 1 1 1
(1) = <_E + ]v) x,(t) = 2 — x2(8) +]e uy () — (] ]v> u,(t) +]v T, (4.2)

gdje jex; = we, Xy = W, Uy =Ty i uy =Ty

Sustav jednadzbi (4.1)-(4.2) daje se u prostomjsta

L]
%1 () |[ Je x1(t) IJe _J_e Iul(t)
ol - eyl J[xz(t) [ Juz@) [ ]TL' 3
Je
x(t) = Ax (t) + Bu(t) + ¥T;.
Pcetni uvjeti dinamikog procesa su:
€0 90 rad/s

x(0) = [weo] [90 rad/s]' (4.4)

Za proces prikazan jednadzbama (4.3), &pom uvjetima (4.4), treba profiaupravijaski vektor
u(t) koji minimizira sljedéi kvadrateni kriterij optimalnosti

tr

1 1
] =57 (t)sx(ty) +5 f [(x0) - Xre(®) @ (%(0) = Xyep (9) + T (ORU(D)| e, (&)

0

14



gdje jet; odabrano kon@mo vrijeme. Izborom vrijednosti matrice utjece se na vetinu kona&nog
odstupanjac(tf) (rubni uvjet), matricomQ na kvalitetu i smanjenje oscilatornosti {#nja referentne
trajektorijex,.r(t), a preko matric® utjece se na ograbenje iznosa energije upravljanja.

4.2 RICCATIJEVA MATRICNA DIFERENCIJALNA JEDNADZBA

Linearni dinamiki sustav

x(t) = Ax(t) + Bu(t), x(ty) = x,, (4.6)

gdje je x(t) € R™ vektor stanja,u(t) € R™ je vektor upravijanja, & € R™" i B € R™™ su
vremenski invarijantne (konstantne) matrice.

Cilj optimiranja je pronalazak upravileog vektorau(t) koji ¢e minimizirati kvadratini kriterij
optimalnosti

ty
J= %xT(tf)Sx(tf) + %j [xT (£)Qx(t) + uT (t)Ru(t)]dt (4.7)
0

gdje sus € R™ "™, Q@ € R™" i R € R™™ konstantne tezinske matricg je pozitivno-semidefinitna
teZinska matrica koaog stanja (rubnog uvjeta), je pozitivno-semidefinitna tezinska matrica stanja
sustava za vrijeme prijelaznog procesa,Raje pozitivho-definitna realna simetna matrica
upravljakih varijabli.

Poznato je da je rjeSenje problema optimalnog Ujairgie dano s [6]

u(t) = —R'BTK(t)x(t), (4.8)

gdje jeK(t) vremenski varijabilno rjeSenje Riccatijeve m&ig diferencijalne jednadzbe

K(t) = -K(t)A—ATK(t) + K(t)D,K(t) — Q, (4.9)
K(t;) =S, (4.10)
uz
D, = BR'BT. (4.11)

Uobicajeno se promatra sfaj kada terminalni trenutak tezi u beskemast,t; — oo, Sto dajeK (t) =

0, te se Riccatijeva matna diferencijalna jednadZba reducira na dobro pozredgebarsku
jednadzbu:

0= _KsA_ATKs‘l‘KleKS_Q, (412)

koja se numetki rieSava npr. primjenom Matlab naredige[14].
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4.3 RJESENJE RICCATIJEVE MATRICNE DIFERENCIJALNE JEDNADZBE

Ideja rjeSavanja matme diferencijalne Riccatijeve jednadzbe (4.9) umeriuvjete (4.10) svodi se na
transformaciju ove jednadZbe u Ljapunovijevu limeavektorsku jednadzbu s qainim uvjetima [5].
Najprije se Riccatijeva diferencijalna jednadzba9)4oduzme od stacionarne jednadzbe (4.12), Sto
daje

—K(t) = (K(t) — Ks)A + AT(K(t) — Ks) — K(£)D,K(t) + K<D, K. (4.13)

Jednadzba (4.13) moZe se nadalje zapisati kao

—K(t) = K1 (DA, + ATK,(t) — K1(t)D, K4 (¢), (4.14)

uz

AC =A_D1Ks, Kl(t) =K(t)_KS (415)

Koristeti jednadzbe (4.10) i (4.15), dobiva se

K,(t;) =S — K. (4.16)

Kako bi rijesili jednadzbu (4.14), pretpostavlja@jeKl(tf) invertibilna, te se uvodi matrid(t)
preko transformacije

P71(t) = K{(b). (4.17)

Diferenciranje jednadzbe (4.17), daje

K@) = -P Y()P()P~(¢). (4.18)

Supstitucijom jednadzbi (4.17) i (4.18) u jednad#hil4) dobiva se

P(t) = P(t)AT + A.P(t) — Dy, (4.19)

pri ¢emu je rubni uvjet dan s

P(t;) =(S—Kg)™. (4.20)

Uvodenjem nove vremenske varijalsie= t; — t, jednadzbe (4.19) i (4.20) transformiramo u

P(t1) = _P(t1)A£ — AP(ty) + D4, (4.21)
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P(0)=(S—-K;)™L (4.22)

JednadZba (4.21), predstavlja linearnu Lyapunouljmatrinu diferencijalnu jednadzbu s q®inim
uvjetom (4.22), koja moZze biti rijeSena primjenomoKeckerovog produkta [7,13] (vidi dodatak 8.3).

Primjenom operatora vektorizacije (dodatak 7.3)edaadzbu (4.21) dobivamo

vec (P(tl)) = —vec(P(t;)AT) — vec(A.P(t,)) + vec(D,). (4.23)

Primjenom svojstva operatora vektorizacije matri@oneckerovog produkta matrica (dodatak 7.3),
vec(AX) = (I, ® A)vec(X) i vec(XB) = (BT ® I,,,)vec(X) dobiva se

vec (P(tl)) =—(A,® I)Vec(P(tl)) -(I® Ac)vec(P(tl)) + vec(D,), (4.24)
odnosno

P,(t)=—-[A, @I+1® A]P,(t;) + (D1),, (4.25)

gdje P,(t,) i (D1),, jesu vektorski oblici za matride(t,) i D;, a® ozna&ava Kroneckerov produkt.
JednadZba (4.25) moZe se zapisati kao

P,(t)) = —A;P,(t;) — (D1)y, (4.26)

gdje je
A =[A, QI+IQ A, (4.27)

JednadZba (4.26) je linearna vektorska diferem@jgbdnadzba s petnim uvjetom (4.22), koja se
lako rjeSava simulacijom(n + 1)/2=3 linearnih diferencijalnih jednadzbi.
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4.4 REFORMULACIJA LQR PROBLEMA

Slijed€&i opis procesa prema izrazima (4.3), model pogazda/ 2. reda mozZe se zapisati u obliku

[xl(t)] a1 a12] [xl(t) [bn b12] [ul(t)] 4 [?]  x(0) = 90 rad/s

X, (¢) a21 Az21 [x,(t) by1  baalluy(t) =190 rad/s] (4.28)

x(t) = Ax (t) + Bu(t) + Y7, x(ty) = xo,
gdje sua;j, i,j = 1,2 elementi matriceéd, b;;, i,j = 1,2 elementi matricé, alI" = T, /],,. Potrebno je

pronai vektor upravljanjat(t) koji minimizira funkciju cilja

tr

1 1
J =57 (t)Sx(tr) + 5 f [(x(t) - xref(t))T Q (x(8) = xyep (1)) + uT (Ru(e) | de. (4:29)

0
Kako bi na sustav (4.28) s funkcijom cilja (4.29pgh primijeniti prethodno izloZeni postupak

dobivanja optimalnog regulatora (4.8) temeljen radelu procesa (4.6), model (4.28) zapisuje se u
obliku

Ifcl(t) _ [a11 alz] [971@)] n 1 0] [al(t) %(0) = [O rad/S] (4.30)

X, (t) Az1 A2l [X,(t) u,(t)]’ ~ 10 rad/s

() = A%(t) + B.u(t), %(0) =%,

s funkcijom cilja

f
] = %%T(tf)ﬁ(tf)% f [XT () Q%(t) + u” (t)Ru(t)]dt, (4.31)
0

gdje su uvedene supstitucije

X1(6) = x1(8) = X17ep (), Xp(£) = x5(£) — X3¢ (D),
) ) (4.32)
X1(8) = x.(8) — 5C1ref(t): X,(t) = %,(t) — 552ref(t);

i novi transformirani vektor upravljani(t). Vektor upravljanjai(t) koji za sustav (4.30) minimizira
funkciju cilja (4.31) ima slijed#@ oblik

u(t) = —R'BTK(t)X(¢). (4.33)
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Veza izméu transformiranog vektora upravijang@(t) = [i,(t) 1u,(t)]T i originalnog vektora
upravljanjau(t) = [u;(t) u,(t)]” dana je izrazima

Uy (t) = —Xpyer(t) + ar1X17er(t) + b1qu () + bypuy(0), (4.34)
Up(t) = —Xoper(t) + Q21 X17ef(t) + A Xper (£) + bpquy () + bapuy(t) + T (4.35)

Konani zakon upravljanja sadrzi unaprijedna djelovgrgavektoru referend¥ires  X2ref]”; njenoj
derivaciji, te po porend@jul:

w = (allxlref — Xiref — ﬁ1)b22 + (_a21x1ref — ApXoref T Xoper — Uy — F)b12 (4.36)
1 — ) .
(b21b12 — b11b23)

_ (@11X1rer = Xirer — U1 )ba1 + (—@a1X1rer — Qo2Xorer + Xopep + Uy — I')bys
(ba2b11 — b12bs1)

i optimalni regulator stanja (4.33) koji daje doepravljaki vektor u(t) = [4,(t) u,(t)]". Zbog
preglednosti, izbjegnuto je oztevanje eksplicitne ovisnosti o vremenu kod izraka8) i (4.37).

uZ ) (437)

Cjelokupni regulacijski sustav prikazan je blokawsldijagramom na slici 4.1.

F e . e T
x:\":.:l\.".ll xr:."lxl-.-l tL

Tk (] i) 0 (& i W+
ult) whE xit) = Ax (t) + Bult) + W7, AN,

ult) = flult))

Y

|

yit) = Cx (£) + Dult)

£
xltl

T .
= +
-lrlxl-.-l -lrz-'g ."le-.-l

—_ — T L
wit) =—R "B KH\t}¥zt \,

r

Slika 4.1 Blok shema kon#&nog zakona upravljanja.

Simulacijom rezultati prikazani na slici 4.2 patuje se da unaprijedno djelovanje, pejaje
regulatora(K(t) = 0), omogiuje taino slijeienje referentne trajektorije. No, u prisustvu detio
pocetnih stanjac(0) (ili bilo kojeg drugog porenmiaja) javlja se pogreSka skijenja (Slika 4.3).
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WVarijable stanja
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Slika 4.2 Rezultati simulacije sustav gistim unaprijednim djelovanjem K(t) na modelu procesa 2. reda s &im

pocetnim uvjetima x19 = X9 = 90 rad/s.
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Slika 4.3 Rezultati simulacije sustav gistim unaprijednim djelovanjem K(t) na modelu procesa 2. reda s netnoim

pocetnim uvjetima x1¢9 = x39 = 100 rad/s.
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4.5 PRIMJER SINTEZE OPTIMALNOG REGULATORA

Za sustav opisan sustavom diferencijalnih jedna@Z!d0) vektor upravljanjai(t) koji minimizira
funkciju cilja (4.31), ima oblik (4.33), ptiemu su teZinske matrice ciljne funkcije odabrane ka

5=[100 180]' Q:[100 280]' Rz[(l) g]

Za optimalni regulator (4.33) potrebno je odredigmenski varijabilnu matricu pdjanjaK(t).
Matricu poj&anjaK (t) dobivamo na slijed® n&tin:

Iz izraza (4.11) dobivamb,
_Mm o
Dl—[o ! (4.38)
Koristenjem jednadzbe (4.12) dobivaikig, a zatim koristenjem jednadzbe (4.115)

_[29687 -0.1311 -3.1728 0.1311

Ks = —0.1311 14.0985YV Ac = [—0.0299 —14.14161 (4.39)
Iz izraza (4.27) dobivamd; Kroneckerovim produktom
—6.3456  0.1311 0.1311 0
_ _1—0.0299 -17.3144 0 0.1311
A=A QIHI® A= _ 099 0 —17.3144  0.1311 (4.40)
0 —-0.0299 —0.0299 —28.2832
Pomau izraza (4.26) dobivamo
—6.3456  0.1311 0.1311 0 1
; _ _1—0.0299 -17.3144 0 0.1311 10
Po(®) == _50299 0 _173144 01311 | Pe@) 7o 44V
0 —0.0299 —0.0299 —28.2832 1
Primjenjujwti jednadzbu (4.22), dobivamo §e&tne uvjete
P,(0) =[-0.1422 —0.0002 —0.0002 0.0116]7, (4.42)

RjeSenjem Lyapunoviljeve diferencijalne jednadZzbe41¥} primjenom Matlab funkcijeode45
dobivamoP,(t;). RjeSenjeP,(t;) se na trivijalan nan transformira u vektoP,(t) (pri ¢emu je
t =ty — t1), a zatim inverznom vektorizacijom u matrieqt).
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Slika 4.4 a) RjeSenje jednadzbe (4.4P,(t,), te b) pretvorba P, (t{) u P,(t).

PronalaskomP(t), koriStenjem izraza (4.17) dobivani,(t), pomau kojeg primjenom
izraza (4.15) i prethodno odrenog stacionarnog pdanja K, (primjenom Matlab funkcije
Igr) dobivamo vremenski varijabilnu matricu p&gaja K(t) (Slika 4.5) Na pdetku
ukaptanja spojke(t < ty = 0.6 s), matrica pojganjaK(t) odgovara stacionarnom pognju
K. Kako se priblizava trenutak ukégmjat; = 0.6 s rastu pojaanje vremenski varijantnog
LQR regulatora kako bi se paisa preciznost regulacije, n&itw rubnog uvjetausl(tf) =0.

Fletnenti matrice pojacania
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Slika 4.5 Matrica poja¢anja K(t) (K12(t) i K»1(t) se poklapaju).

22



4.6 IMPLEMENTACIJA OPTIMALNOG REGULATORA I REZULTATI
SIMULACIJE
Dobivanjem matrice pofanja K(t) imamo sve potrebno za implementaciju optimalnaguieora

(4.33). Optimalni regulator i unaprijedno djelovamnplementirano je u Matlabu/Simulinku, kako je
prikazano na slici 4.6.

ulazhs | xlref

du refidt

¥

| dusdt
| ulazfis I xiref o=
MATLAS Pu_1 w_ge P e
| dusdt daref/dt Function fl h -
u_1="fluc_1 -+
-l
MATLAB
Function Pju_2 w_sl Pl szl
u_2=fluc 2}
hodel pogona vozila
i

F 3

hd
al = w2 - xZref Ty g waref

il
e

e = - i R B ¢ KA

MATLAB
Function

Slika 4.6 Simulacijski model u Simulinku.

Optimalni regulator ispitatemo simulacijom na procesu Sestog reda tako danjaije p&etne
uvjete

x1(0) = x99 + Axq,
x2 (0) = xzo + szo,

gdje jexi0 = x50 = 90rad/s, dok ¢e se porem@jno odstupanje od petnih uvjetadx;, = Ax,,
mijenjati. Nakon ukaganja spojke moment motora je zadrzan konstanffipit) = T,(t;),zat >
tf), dok je moment spojke dovoljno velik da zadrzijkpaskljucenom. Rezultati simulacije prikazani
su na slikama 4.7-4.9. Kutna brzina moteya= w, s porastom odstupanja od¢ptnih uvjeta sporije
se priblizava referentnoj trajektoriji ali je dolzadovoljeno préenje referentne trajektorije u zavrsnoj
fazi ukaganja. Kutna brzina klizanja spojke = w; (Slika 4.7) dobro prati referentnu trajektoriju i
odstupanje od getnih uvjet nema zrajan utjecaj na ptanje referentne trajektorije. Porastom
odstupanja od getnih uvjeta iznosi momenata (Slika 4.7) kao i mnulisipirane snage se smanjuju,
dok se iznos disipirane energije péaea (Slika 4.9). Disipirana shaga i disipirana gij@mprikazane
Su samo za vrijeme trajanja ukapja spojke(t < tf). Slika 4.8 pokazuje da oscilacije momenta
poluosovine nakon trenutka uk@mja t; imaju malu amplitudu, Sto potwje da je préenjem
trajektorija dobivenih optimiranjem uprawjah varijabli na modelu nizeg reda, zadovoljen tivje
.mekog" ukaganja i na modelu viSeg reda uz primjenu LQR prigtup
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Slika 4.7 Rezultati simulacije LQR regulacije- kutra brzina motora x; = w, i kutna brzina klizanja spojke x, = wg,
te moment motorau,; = T, i moment spojkeu, = T,,.
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Slika 4.8 Rezultati simulacije LQR regulacije - monent na poluosovini.
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Slika 4.9 Rezultati simulacije LQR regulacije - digpirana snaga i disipirana energija u spojci.
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5 ZAKLJUCAK

U radu su primijenjene napredne tehnike optimalapravijanja za rijeSavanje problema ukama
spojke automatiziranog mjer prilikom pokretanja vozila (uk&pnja u prvi stupanj prijenosa).
Najprije je primjenom algoritma optimalnog upravija iz [2,3] provedeno optimiranje uprawah
varijabli momenta motora i spojke za zadani krjtenptimalnosti, koji objedinjuje zahtjeve na
maksimalnu brzinu vozila nakon ukamja spojke, minimalno pobivanje torzijski vibracija pogona

i minimalnu disipiranu energiju u spojci. Optimaltrajekorije kutne brzine motora i kutne brzine
klizanja spojke koriStene su zatim kao referentaejable optimalnog regulatora pogona vozila
namijenjenog za iz\v@enje u realnom vremenu.

Rezultati optimiranja upravlgkih varijabli pogona pokazuju da se kutna brzindaretreba drzati na
minimalnom iznosu sve do zavrSne faze Wkaypa spojke, kako bi se smanjila dispirana enengija
spojci. U zavrSnom dijelu odziva brzina motora woagiste radi poboljSanja voznih svojstava. Nakon
pocetnog blagog pada, optimalna trajektorija kutnenerklizanja spojke ima priblizno linearni pad u
vecem dijelu odziva. Neposredno prije trenutka ulapa spojke, brzina klizanja se asimptotski
priblizava nuli, kako bi se izbjegle torzijske \éoije pogona po uk&pnju spojke. Trajektorije brzine
motora i brzine klizanja priblizno su neovisne emenu ukaganja spojke, ako se prikaZzu u vremenu
normiranom na vrijeme uk&pnja. Minimalno vrileme uka@nja ogranieno je maksimalnim
momentom spojke i motora.

Za potrebe regulacije koristen je linearni kvadratregulator (LQR) s unaprijednim djelovanjima po
referentnim i porem@jnim varijablama. Kako se regulacija odvija u ujad poznatom koraom
vremenu koje odgovora vremenu u&apja spojke, predloZzen je vremenski varijantni LQRtu
svrhu primijenjen je postupak transformacije nedime matine diferencijalne Riccatijeve jednadzbe
u linearnu Ljapunovljevu vektorsku diferencijalredpadzbum, koja se lako rijeSava simulacijom na
ratunalu i dobiva vremenski varijantni vektor p&jaja regulatora. Simulacijski rezultati pokazuju da
ovaj regulator osigurava precizno siigmje optimalnih referentnih trajektorija kutnih ima u
prisustvu poremija, uz téno vrijeme ukapanja i bez pohdivanja torzijskih vibracija pogona.
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8 DODACI

8.1 PARAMETRI MATEMATICKOG MODELA
Za sintezu i simulaciju koristeni su slij@dleealni parametri osobnog automobila srednjeciredi

Jo = 0.147 kgm?, B, = 0.03 Nms, J, = 0.004 kgm?, k., = 1500 Nm, ., = 1 Nms,
Jm = 0.008 kgm?, J; = 0.05 kgm?, J;, = 0.015 kgm?, ], = 0.0005 kgm?,
k¢, = 20000 Nm, B, = 250 Nms, 3,, = 7.32 Nms, J,, = 166 kgm?.

Prijenosni omijer i; moZemo odabrati za pet ra#ih brzina (1/0.256, 1/0.35, 1/0.5,

1/0.75, 1/0.95) i iy = 4, prijenosni omjer diferencijala. Moment terélg,, pretpostavlja se kao
konstantan i iznosi0 Nm.

8.2 IZNOSI GRANICNIH VRIJEDNOSTI VARIJABLI STANJA

Prilikom optimiranja upravlj&ih varijabli u funkciji cilja (3.19) postavljenausogranéenja na iznose
varijabli stanja (3.21). Iznosi realnih gramih vrijednosti koriStenih u optimiranju su slij&ite
X1 min = 90rad/s, x3min = 0 Nm, X3 . = 250 Nm, x4 min = 0 Nm, x4 max = 200 Nm, X3 i, =
—1000 Nm/s, %3 max = 1000 Nm/s, X4 yin = —4000 Nm/s, X4 nax = 4000 Nm/s.

8.3 KRONECKEROV PRODUKT

8.3.1 DEFINICIJA
Kroneckerov produkt matricA € R™*™ i B € RP*1 definiran je na slijed@ natin

allB b alnB
A®B = o, (6.1)
) amB -+ apmpB
tocnije
[a11b11  ai1biz 0 agibig 0 o Qinbir Qipbiz 0 Qinbyg]
ay1by1  agibyy o a11b2q e Qupbyr Qgpbyy o alanq
allbpl a11bp2 allbpq alnbpl alnbpz alnbpq
AR B =
Amib11  Amibiz amlblq e Qmpbir Qmpbiz o amnblq
Amibz1  amibyy amleq e Ampbay Qmpbap o amanq
-amlbpl amlbpz amlbpq amnbpl amnbpz amnbpq.

gdje jeA ® B € R™P*"4,
Kroneckerov produkil @ B je m X n blok matricagiji (i,j) — blok je p X g matricaa;;B.

8.3.2 SVOJSTVA
Bilinearnost i asocijativnost

Kroneckerov produkt je specijalan &hjitenzorskog produkta, tako je bilinearan i astisifin
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AQ(B+C)=A®B+A®C,
(A+B)®C=4AQRC+B®C,
(kA) ® B=AQ® (kB) = k(A ® B),

A®B)®C=AQ (B® 0),
gdje sud,B i € matrice, & je skalar.

(6.2)

Kroneckerov produkt agjenito nije komutativanA @ B i B ® A su razlgéite matrice. Mdutim,
A ® B i B ® A su permutacijski ekvivalentne, zti@a postoje permutacijske matria Q takve da

A® B =P(B® A)Q. (6.3)

Ako sud i B kvadratne matrice, tadh® B i B ® A sucak permutacijski stine, zn&i da moZzemo
uzetiP = Q7.

Svojstvo mjeSovitog produkta

Ako su matriced, B, C i D takvih dimenzija da se moZe formirati proddid i BD, tada

(A® B)(C® D) = AC ® BD. (6.4)

To je svojstvo mjeSovitog produkta, jer kombiniraidan produkt matrica i Kroneckerov produkt.
Slijedi da jeA ® B invertibilan ako i samo akd i B nisu singularne, u tom saju inverz je dan

A®B)1=41®B (6.5)
Kroneckerova suma
Ako je A € R™™, B € R™™ j I, € R¥** ozn&avak x k jedinicnu matricu, tada mozemo definirati
tzv. Kroneckerovu sumu

ADB=A4AQ1I,+1,® B. (6.6)

Za Kroneckerovu sumu matrica imamo slijéidmatricni eksponencijal

eAOB — o4 ) B, (6.7)

Nadalje, za kvadratne matricg,e R™" i B € R™ ™, vrijede slijedéa svojstva

tr(A ® B) = tr(A)tr(B),
det(A ® B) = det(A)"det(B)™,
rank(A @ B) = rank(A)rank(B),
(AR B)"=AT ® B”.

(6.8)
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8.3.3 VEKTORIZACIJA MATRICA
Vektorizacija matrica je transformacija matri¢a& R™*™ u vektorvec(4) € R™",

vec(4d) = [@11 = AmiGiz  Qmg 0 Qi o Ggp]T. (6.9)

Za operator vektorizacije vrijedi svojstvo linedrmiperatora

vec(ad + BB) = avec(A) + Bvec(B). (6.10)
Vektorizacija se&esto koristi zajedno s Kroneckerovim produktom.

Slijedeta svojstva operatora vektorizacije matrica i Krdmzovog produkta matrica koriste se za
njihovu primjenu u rjieSavanju linearnih matrih jednadzbi:

vec(AX) = (I,, ® A)vec(X),
vec(XB) = (BT ® I,,))vec(X),
vec(AX + XB) = (I, ® A+ BT ® I,,))vec(X),
vec(AXB) = (BT ® A)vec(X).

(6.11)
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9 SAZETAK

Tepes Bojan: Optimalno upravljanje pogonom vozida®matiziranim mjenjgem

Kod automatiziranih mjenga raunalo upravlja radom spojke i motora s unutarnggaranjem, kako
bi se smanjio upravliki napor vozéa, te postigle visoke vozne ziagke pogona, udobnost voznje i
niska potroSnja. Radi zadovoljenja owibsto oprénih upravlja&kih zadataka neophodno je koristiti
tehnike optimalnog upravljanja. U ovom se radu [&&el projektiranje sustava upravljanja
automatiziranim mjenjgem primjenom naprednih pristupa optimalnog upraydjaPrvo se provodi
numertko optimiranje upravljgkih varijabli pogona za zadani sveobuhvatni kijteptimalnosti.
Zatim se optimalne trajektorije kutne brzine motar&utne brzine klizanja spojke koriste kao
referentne varijable optimalnog regulatora. S abmirna kon#&ni vremenski horizont upravljanja
vezan uz konmo vrijeme ukapanja spojke, predlaze se vremenski varijantni oltiilearnog
kvadrattnog regulatora s unaprijednim djelovanjima po &féim i poreméajnim varijablama.

Klju¢ne rijeti: Optimalno upravljanje, automatizirani mjejaspojka, sinteza, linearni kvadrati
regulator
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10 SUMMARY

Bojan TepeSOptimal Control of Automotive Power Train with Aut@ted Transmission

In automated transmissions, a computer controlgltiteh and internal combustion engine, in order to
reduce the driver's control effort, and achievedydiving performance, high level of driving contfor
and low fuel consumption. With the aim to satidfiese often opposite control requirements, it is
necessary to apply optimal control techniques.his work, design of the automated transmission
control system is proposed using advanced optimairal approaches. First, numerical optimization
of the power train control variables is conductedd given comprehensive optimal criterion. Next,
the engine and clutch slip speed trajectories aesl as reference variables of an optimal feedback
controller. Since the time horizon is finite duethe finite clutch engagement time, the use ofreeti
variant for of the linear quadratic controller posed, which also includes feedforward actiorth wi
respect to reference and disturbance variables.

Keywords: Optimal control, automated transmissautch, design, linear quadratic regulator
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