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Popis simbola

∆ kona£ni diferencijalni operator

ε nagib vala

εn fazni pomak n-tog Fourierovog harmonika rad

εijk Levi�Civita tenzor permutacije

η elevacija slobodne povr²ine m

γ koe�cijent vr²nosti

γp vr²na kruºna frekvencija rad/s

λi duljina valne komponente m

F broj Fourierovih harmonika sa uklonjenim alias�efektom

ω kruºna frekvencija rad/s

ωc Nyquistova frekvencija rad/s

ωn kruºna frekvencija n-tog Fourierovog harmonika rad/s

φ potencijal brzine strujanja �uida m2/s

φ(m) m-ti red potencijala brzine strujanja m2/s

ψ povr²inski potencijal brzine strujanja m2/s

ρ gusto¢a kg/m3

a amplituda vala m

an amplituda n-tog Fourierovog harmonika

an,cn amplituda n-tog Fourierovog harmonika

C(t) konstanta Bernoullijeve jednadºbe m2/s2

ck(t) Fourierov koe�cijent k-tog harmonika m2/s

cηk Fourierov koe�cijent funkcije η(xn, t) m

cψk Fourierov koe�cijent funkcije ψ(xn, t) m2/s

d dubina �uida m

E valna energija svedena na jedinicu povr²ine J/m2
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F nelinearni dio kinemati£kog rubnog uvjeta m/s

G nelinearni dio dinami£kog rubnog uvjeta m2/s2

g gravitacijska konstanta m/s2

G(ω) op¢enita funkcija u frekvencijskoj domeni

g(t) op¢enita funkcija u vremenskoj domeni

Hi visina valne komponente m

Hs zna£ajna valna visina m

K valni broj rad/m

k redni broj to£ke diskretnog �zi£kog prostora

L duljina domene m

M red nelinearnosti

N broj diskretizacijskih to£aka

n redni broj harmonika diskretnog Fourierovog prostora

na relaksacijski eksponent

p tlak Pa

Sηη valni spektar elevacije slobodne povr²ine η m2s/rad

T osnovni period s

t vremenska varijabla s

Ta relaksacijsko vrijeme s

Tf vrijeme fokusiranja valova s

Tp vr²ni valni period s

Ts simulirano vrijeme HOS prora£una s

vi vektor brzine £estice �uida m/s2

vx brzina u smjeru osi x m/s

vy brzina u smjeru osi y m/s

vz brzina u smjeru osi z m/s

W vertikalna brzina slobodne povr²ine m2/s
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W (m) m-ti red vertikalne brzine slobodne povr²ine m/s

xi radij vektor £estice �uida m

xn diskretna prostorna koordinata m
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1 Uvod

U podru£ju brodogradnje i pomorske tehnike od velike vaºnosti su problemi vezani za dina-

miku �uida, odnosno hidrodinamiku. Razmatrana tjela su £esto sloºene geometrije u isto

tako sloºenom polju strujanja. Iz tog razloga sve ve¢u pozornost dobivaju numeri£ke metode

prora£una koje postaju sve dostupnije razvojem ra£unala. U brodogradnji i morskoj tehnici

postoji £itav niz raznovrsnih hidrodinami£kih problema. Pomorska tehnika je grana tehni£-

kih znanosti koja se bavi pu£inskim objektima. Naj£e²¢e se radi o industrijskim objektima,

preteºno za eksploataciju podmorskih nalazi²ta nafte i plina. Problem otpora broda je os-

novni brodogra�evni problem prvenstveno zbog procjene potrebne snage porivnog stroja, te

procjene i smanjenja potro²nje goriva. Osim problema otpora postoji i problem dinami£kih

svojstava broda na valovitom moru, koja se skra¢eno nazivaju pomorstvenost broda [2]. U

morskoj tehnici od ve¢eg zna£aja su problemi procjene valnih optere¢enja. Naime, za razliku

od brodova, pu£inski objekti naj£e²¢e su nepomi£ni. Prilikom oluja i uragana kapetani bro-

dova biraju rute kojima izbjegavaju izlaganje nepovoljnim vremenskim uvjetima. Pu£inski

objekti nemaju tu mogu¢nost zbog £ega su £esto izloºeni opasnijim vremenskim uvjetima.

Iscrpljenjem nalazi²ta nafte i plina u blizini obale, pu£inski objekti postavljaju se sve dalje

od obale gdje postoje bogata, neiscrpljena nalazi²ta. Vremenski uvjeti pogor²avaju se sa

odmicanjem od obale, osobito visina vjetrovnih valova. Obzirom na katastrofalne posljedice

u slu£aju havarije pu£inskih objekata, problem valnih optere¢enja plijeni sve ve¢u paºnju.

Osobito opasna je pojava ekstremnog vala. Ekstreman val naziv je za val koji je znatno

ve¢i od ostatka valova prisutnih na nekom stanju mora. To£nije, radi se o valu £ija visina

prema²uje dvostruku zna£ajnu valnu visinu stanja mora [3]. Zna£ajna valna visina je statis-

ti£ka veli£ina koja odgovara prosje£noj visini tre¢ine najvi²ih valova na nekom stanju mora

naj£e²¢e opisanim empirijskim spektrom valova [2]. Analiza rizika za pu£inske objekte obu-

hva¢a izra£un optere¢enja koja nastaju uslijed udara ekstremnog vala tokom oluje koja se

moºe o£ekivati na tom podru£ju za vrijeme eksploatacije. Ekstreman val ima karakteristiku

velike strmine zavjetrinske strane vala, koja uzrokuje visoka udarna optere¢enja konstrukcije

pu£inskih objekata. Brodovi su tako�er izloºeni optere¢enjima ekstremnih valova, te je u

povjesti dokumentiran velik broj pogibeljnih havarija uzrokovanih upravo fenomenom eks-

tremnog vala [3].

Kako bi se moglo pristupiti prora£unu valnih optere¢enja morskih objekata, potrebno je

de�nirati teorijski model vala. Postoji niz valnih teorija koje matemati£ki opisuju strujanje

valova. Najpoznatiji i najjednostavniji model je razvio G. B. Airy u 19. stolje¢u. Model

Airyevog vala je rje²enje lineariziranog problema povr²inskih valova [4]. Unato£ pojednos-

tavljenju, ovaj model se i danas £esto koristi jer je primjenjiv na velik broj problema u

brodogradnji i morskoj tehnici. Me�utim, ekstremni val nije mogu¢e opisati pomo¢u jednos-

tavnog linearnog modela. Izrazito nelinearan karakter ekstremnog vala £ini Airyevu valnu

teoriju neadekvatnom. Zbog toga se pribjegava numeri£kim rje²enjima problema, pri £emu

se iterativno dolazi do rje²enja. Jedna od metoda nelinearne propagacije valova je spek-

tralna metoda vi²ih redova (eng. Higher Order Spectrum method, skra¢eno HOS). Radi se o
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pseudo-spektralnoj metodi rje²avanja diferencijalnih jednadºbi koja je primjenjena na pro-

blem povr²inskih valova. Metoda je 1987. objavljena u dva £lanka £iji su autori nezavisno

razvili teoriju, to su G. D. Dommermuh i D. K. P. Yue (1987) [5], te West et al. (1987) [6].

Od tada do danas mnogi su autori unaprije�ivali metodu kao ²to su G. D. Dommermuth

(2000) [7], M. Tanaka (2001) [8] i Ducrozet et al. (2007) [9].
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2 Cilj rada

Kako bi se mogli provoditi prora£uni optere¢enja plovnih objekata i pu£inskih konstruk-

cija uslijed ekstremnog vala potreban je model ekstremnog vala. Obzirom da je ekstreman

val izrazito nelinearan, nije ga mogu¢e primjereno modelirati pomo¢u analiti£kih pribliºnih

rije²enja. Potrebno je dakle rje²enje nelinearnog problema, koje predstavlja model valnog

polja strujanja. Spektralna metoda vi²ih redova nelinearna je metoda koja omogu¢uje brzo

i e�kasno numeri£ko rje²avanje nelinearnog problema povr²inskih valova. Pomo¢u te me-

tode mogu¢e je opisati fenomen ekstremnog vala, £ime se podrazumijeva de�nicija strujanja

unutar vala te oblika pro�la slobodne povr²ine. Treba napomenuti da je metoda op¢enita,

odnosno omogu¢uje prora£un proizvoljnog polja valnog povr²inskog strujanja.

Cilj ovog rada je ra£unalni program koji sadrºi spektralnu metodu vi²ih redova, kako bi

se pomo¢u njega mogli rje²avati problemi nelinearnih povr²inskih valova. Osim same imple-

mentacije metode u ra£unalni program, potrebno je dokazati valjanost procedure. U ovom

radu je provjerena to£nost rezultata implementirane procedure na dva testna prora£una.

Programska procedura pisana je u programskom jeziku C++, u okruºenju softvera otvo-

renog koda OpenFOAM. OpenFOAM je softver u prvom redu namjenjen za ra£unalnu dina-

miku �uida (eng. Computational Fluid Dynamics, skra¢eno CFD). OpenFOAM sadrºi razne

matemati£ke alate koji su na raspolaganju prilikom implementacije novog modela.

U Naval Hydro OpenFOAM paketu, koji se razvija na Fakultetu strojarstva i brodo-

gadnje [10, 11], postoje alati za inicializaciju valova pomo¢u raznih teorija. Me�utim, ne

postoji alat za potpuno nelinearnu propagaciju spektra valova. Implementacija spektralne

metode vi²ih redova omogu¢ila bi realnu, to£nu i brzu inicijalizaciju ekstremnog vala u CFD

simulaciji. Na ovaj na£in implementirana metoda ujedno i ima stvarnu aplikaciju u svjetski

poznatom softveru otvorenog koda.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 3
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3 Matemati£ki model

U ovom poglavlju su opisane matemati£ke osnove implementirane metode. Najprije su pri-

kazane relacije koje op¢enito opisuju potencijalno strujanje, te su izvedene osnovne diferen-

cijalne jednadºbe koje opisuju nelinearne rubne uvjete na slobodnoj povr²ini. Matemati£ki

model povr²inskih valova pretpostavlja potencijalno strujanje �uida [4, 12]. Ova pretpos-

tavka je opravdana zbog vrlo malog utjecaja viskoznosti i vrtloºnosti na propagaciju valova.

Zatim je iznesen matemati£ki model spektralne metode vi²ih redova. Prikazane su i teorije

popratnih matemati£kih alata koji se koriste u metodi. Me�u njima su Fourierova transfor-

macija i numeri£ka integracija parcijalnih diferencijalnih jednadºbi. Zbog prikladnosti, svi

matemati£ki izrazi pisani su u indeksnoj notaciji.

3.1 Potencijalno strujanje

Potencijalnim strujanjem se naziva strujanje £ije se polje brzine moºe u potpunosti opisati

funkcijom potencijala brzine [13]. Potencijal brzine je matemati£ki pojam, te predstavlja

skalarno polje £iji gradijent predstavlja polje brzine strujanja. Osnovna pretpostavka nuºna

za opisivanje strujanja potencijalnim strujanjem je svojstvo bezvrtloºnosti, neviskoznosti i

nestla£ivosti.

Da bi se polje brzine strujanja moglo opisati potencijalom brzine strujanja potrebno je

zadovoljiti dva uvjeta. Prvi uvjet je jednadºba kontinuiteta koja slijedi iz zakona o£uvanja

mase. Za nestla£ivu teku¢inu jednadºba kontinuiteta glasi:

∂vi
∂xi

= 0, (1)

gdje je vi = f(xi, t) vektor brzine strujanja, xi je radij vektor, dok t predstavlja varijablu

vremena. Obzirom da se radi o potencijalnom strujanju, vektor brzine strujanja moºe se

izraziti pomo¢u potencijala brzine strujanja:

vi =
∂φ

∂xi
, (2)

gdje je φ = f(xi, t) potencijal brzine strujanja. Uvr²tavanjem jednadºbe (2) u jednadºbu (1)

dobiva se izraz:

∂2φ

∂x2
i

= 0. (3)

Jednadºba (3) naziva se Laplaceova jednadºba [13]. Laplaceova jednadºba mora biti zado-

voljena u cijeloj promatranoj domeni, te osigurava solenoidalnost strujanja.

Drugi uvjet koji mora biti zadovoljen je uvjet bezvrtloºnosti. Drugim rije£ima, polje

brzine potencijalnog strujanja mora biti bezvrtloºno:

Fakultet strojarstva i brodogradnje 4
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εijk
∂vk
∂xj

= 0, (4)

gdje je εijk permutacijski tenzor [14]. Svojstvo bezvrtloºnosti moºe se lako dokazati koriste¢i

svojstvo potencijala brzine. Primjerice za ravninu (x, y) vrijedi:

∂vx
∂y

=
∂2φ

∂y∂x
,

∂vy
∂x

=
∂2φ

∂x∂y
. (5)

Obzirom da vrijedi:

∂2φ

∂y∂x
=

∂2φ

∂x∂y
, (6)

moºe se pomo¢u jednadºbe (5) dobiti:

∂vx
∂y
− ∂vy
∂x

= 0. (7)

Izraz (7) pretstavlja rotaciju polja brzine u ravnini (x, y). Isto se moºe pokazati i za ostale

dvije ravnine [4].

3.2 Formulacija problema povr²inskih valova

Matemati£kim modelom valova na slobodnoj povr²ini nastoji se opisati promjena slobodne

povr²ine u vremenu, te polje brzine u volumenu teku¢ine. Fizikalno, povr²inski valovi nas-

taju kada vanjski utjecaj poremeti poloºaj slobodne povr²ine, nakon £ega sile gravitacije

i povr²inske napetosti nastoje vratiti slobodnu povr²inu u prvobitno stanje. Tako nastaje

harmonijska pojava titranja slobodne povr²ine [12]. Obzirom na veli£inu valova koji su od

vaºnosti u problemima brodogradnje i morske tehnike, utjecaj sila povr²inske napetosti se

zanemaruju. Sile povr²inske napetosti su zna£ajne za valove £iji je period manji od 0.25 s

[15]. Za valove £iji je period ve¢i od 0.25 s, dominanta sila je sila gravitacije. Vjetrovni

valovi, koji su tema ovog rada, uobi£ajeno imaju period od 0.25 s do 30 s.

U ovom razmatranju koristi se Kartezijev pravokutni koordinatni sustav £ija (x, y) rav-

nina de�nira horizontalnu plohu. Pozitivna strana osi z usmjerena je prema gore odnosno

od morskog dna prema slobodnoj povr²ini. Ishodi²te koordinatnog sustava postavljeno je na

neporeme¢enu slobodnu povr²inu. Na slici 1 prikazan je koordinatni sustav.

Matemati£ki model povr²inskih valova mora zadovoljiti £etiri osnovna uvjeta [4]:

1. Laplaceova jednadºba (3),

2. Rubni uvjet na morskom dnu,

Fakultet strojarstva i brodogradnje 5
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Slika 1: Prikaz koordinatnog sustava.

3. Dinami£ki rubni uvjet slobodne povr²ine,

4. Kinemati£ki rubni uvjet slobodne povr²ine.

Laplaceova jednadºba predstavljena je u poglavlju 3.1. Ova jednadºba osigurava o£uva-

nje mase te mora biti zadovoljena u cijelom volumenu teku¢ine.

Rubni uvjet na morskom dnu naziva se i rubnim uvjetom nepromo£ivosti dna. On pro-

pisuje da je brzina u smjeru normale na povr²inu morskog dna jednaka nuli. Ukoliko je dno

horizontalno i ravno, njegova normala ima smjer osi z. Rubni uvjet na morskom dnu glasi:

vz

∣∣∣∣
z=−d

=
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=−d

= 0, (8)

gdje je d dubina, de�nirana kao vertikalna udaljenost od morskog dna do neporeme¢ene

slobodne povr²ine.

Dinami£ki rubni uvjet slijedi iz pretpostavke da je tlak na slobodnoj povr²ini posvuda

jednak atmosferskom tlaku, te da je konstantan. Ovom pretpostavkom zanemaruje se utjecaj

povr²inske napetosti. Na samoj slobodnoj povr²ini postavlja se Bernoullijeva jednadºba:

∂φ

∂t
+

1

2
(vi vi) + gz +

p

ρ
= C(t), (9)

gdje je g gravitacijska konstanta, p je atmosferski tlak, ρ je gusto¢a teku¢ine, i C(t) je kons-

tanta Bernoullijeve jednadºbe. Obzirom da se polje brzine ra£una kao gradijent potencijala

φ, konstantne vrijednosti u jednadºbi (9) ne utje£u na rezultat, te ¢e biti izostavljeni iz

daljnjeg razmatranja. Ako se u jednadºbi (9) brzina strujanja izrazi preko potencijala brzine

strujanja prema izrazu (2) dobiva se kona£ni oblik dinami£kog rubnog uvjeta:

Fakultet strojarstva i brodogradnje 6
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∂φ

∂t
+

1

2

(
∂φ

∂xi

∂φ

∂xi

)
+ gz = 0. (10)

Kinemati£ki rubni uvjet propisuje da je vertikalna brzina gibanja £estice koja se nalazi

na slobodnoj povr²ini jednaka brzini promjene same slobodne povr²ine. Ovaj uvjet slijedi iz

£injenice da ne postoji protok kroz slobodnu povr²inu, ²to se moºe zapisati kao:

vz =
Dη

Dt
, (11)

gdje je η = η(x, y, t) funkcija elevacije slobodne povr²ine. Dη/Dt je materijalna derivacija

[13]. Materijalna derivacija pretstavlja promjenu veli£ine polja u Eulerovom referentnom

sustavu. Eulerov referentni sustav je sustav koji se ne giba sa £esticom, ve£ se £estice

teku¢ine gibaju kroz koordinatni sustav. Kako bi pratili promjenu veli£ine polja u to£ki koja

se ne giba sa £esticama teku¢ine, moramo osim promjene u vremenu u obzir uzeti i promjenu

u prostoru:

D

Dt
=

∂

∂t
+

∂

∂xi

∂xi
∂t
. (12)

Obzirom da je vz = dz/dt jednadºba (11) prelazi u:

dz

dt
=
∂η

∂t
+
∂η

∂xi

∂xi
∂t

=
∂η

∂t
+ vx

∂η

∂x
+ vy

∂η

∂y
+

�
�
��

0

vz
∂η

∂z
. (13)

Obzirom da vrijedi η 6= f(z), zadnji £lan u jednadºbi (13) jednak je nuli. Kona£ni oblik

kinemati£kog rubnog uvjeta dobije se primjenom izraza (2):

dz

dt
=
∂η

∂t
+
∂φ

∂x

∂η

∂x
+
∂φ

∂y

∂η

∂y
, (14)

²to se moºe zapisati i kao:

dz

dt
=
∂η

∂t
+

(
∂φ

∂x
,
∂φ

∂y

)
·
(
∂η

∂x
,
∂η

∂y

)
. (15)

Obzirom da su jednadºbe (10) i (15) rubni uvjeti na slobodnoj povr²ini, potencijal brzine za

koji se one rje²avaju treba biti evaluiran za z = η(x, y, t). Potencijal na slobodnoj povr²ini

bit ¢e ψ(x, y, t) = φ(x, y, η(x, y, t), t). Ako se u jednadºbe (10) i (15) uvrsti potencijal na

slobodnoj povr²ini ψ, one poprimaju sljede¢i oblik:
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∂ψ

∂t
+ gη +

1

2

(
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y

)2

− 1

2

(
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=η

)2(
1 +

(
∂η

∂x
,
∂η

∂y

)2
)

= 0, (16)

∂η

∂t
+

(
∂ψ

∂x
,
∂ψ

∂y

)
·
(
∂η

∂x
,
∂η

∂y

)
− ∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=η

(
1 +

(
∂η

∂x
,
∂η

∂y

)2
)

= 0. (17)

Jednadºbe (16) i (17) su nelinearne parcijalne diferencijalne jednadºbe koje de�niraju

rubne uvjete na slobodnoj povr²ini. Njihovo rje²enje su funkcije potencijala brzine φ(x, y, z, t)

i elevacije slobodne povr²ine η(x, y, t). Rje²avanje tih dviju jednadºbi je glavni cilj HOS me-

tode. Pomo¢u tih jednadºbi rje²enje napreduje u vremenu. U ovom radu implementirana

je metoda za jednu dimenziju Fourierovog prostora, tj. za dvije dimenzije �zi£kog prostora.

Drugim rje£ima pretpostavlja se da su sve veli£ine konstantne u smjeru osi y. Kona£ni oblik

jednadºbi dinami£kog i kinemati£kog rubnog uvjeta tada glasi:

∂ψ

∂t
+ gη +

1

2

(
∂ψ

∂x

)2

− 1

2
W 2

(
1 +

(
∂η

∂x

)2
)

= 0, (18)

∂η

∂t
−W

(
1 +

(
∂η

∂x

)2
)

+
∂ψ

∂x

∂η

∂x
= 0. (19)

gdje je W vertikalna brzina slobodne povr²ine:

W =
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=η

. (20)

3.3 Fourierova transformacija

Veli£ine koje variraju periodi£no mogu se predstaviti kao superpozicija harmonijskih kom-

ponenti [16]. Provo�enjem frekvencijske analize signala neke veli£ine u vremenu dobivaju

se amplitude harmonijskih komponenti. Superpozicijom harmonijskih komponenti moºe se

rekonstruirati prvotni signal periodi£ne veli£ine. Glavna prednost harmonijske analize je

potreba za znatno manje informacija za opisivanje neke pojave. Umjesto cijelog vremenskog

signala veli£ine, potrebno je znati samo amplitude pojedinih harmonijskih komponenti. Broj

harmonijskih komponenti je proizvoljan, te teoretski moºe biti beskona£an.

Fourierova transformacija je operacija kojom se veli£ina opisana u vremenskoj domeni

transformira u veli£inu opisanu u frekvencijskoj domeni. Op¢enito, funkcija g(t) postaje

G(ω), gdje je t vrijeme u sekundama, dok je ω kruºna frekvencija izraºena u radijanima po

sekundi.

Za razumijevanje Fourierove tranformacije potrebno je razumjeti pojam Fourierovog niza.

Fourierov niz je suma harmonijskih funkcija £ije su frekvencije cjelobrojni vi²ekratnici os-

novne frekvencije. Osnovna frekvencija odgovara osnovnom periodu ponavljanja pojave T ,
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odnosno ona iznosi ω = 2π/T . Jedan od oblika zapisivanja Fourierovog niza jest:

g(t) = a0 +
+∞∑
n=1

an sin(nωt+ εn), (21)

gdje a0 predstavlja srednju vrijednost, n je indeks harmonijske komponente Fourierovog

niza, dok su an amplitude pojedinih harmonika. εn je fazni pomak n-tog harmonika. Za

numeri£ku implementaciju puno je pogodniji eksponencijalni zapis Fourierovog reda pomo¢u

kompleksnih amplituda. U eksponencijalnom obliku izraz (21) glasi:

g(t) =
+∞∑

n=−∞

cneinωt, (22)

gdje su cn imaginarne amplitude harmonika. Kod ovakvog oblika zapisivanja, informacija o

faznom pomaku sadrºana je u kompleksnoj amplitudi.

Fourierova transformacija je postupak ra£unanja amplituda i faznih pomaka pojedinih

harmonika iz funkcije koja je de�nirana u vremenu. Fourierov niz je suma harmonika £ije su

frekvencije vi²ekratnici osnovne frekvencije. Fourierova transformacija je integral harmonika

u beskona£nom rasponu frekvencija. Drugim rije£ima, Fourierova tranformacija je poop¢enje

Fourierovog niza [16]. Izraz za Fourierovu transformaciju koji odgovara jednadºbi (21) glasi:

g(t) =

∫ ∞
0

G(ω) sin(ωt+ ε(ω)) dω, (23)

gdje je G(ω) Fourierov par funkcije g(t). Glavni problem Fourierove transformacije je pro-

nalazak funkcije G(ω). Izraz koji odgovara jednadºbi (22) glasi:

g(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

G(ω)e−iωt dω, (24)

Postupak inverzne Fourierove transformacije je postupak ra£unanja funkcije u vremen-

skoj domeni g(t) iz njenog Fourierovog para u frekvencijskoj domeni G(ω). U ovom radu

se koristi konvencija predznaka pri kojoj eksponent ima pozitivan predznak za Fourierovu

transformaciju (25), te negativan za inverznu Fourierovu transformaciju (24) [17]. Fourierova

transformacija tada glasi:

G(ω) =

∫ ∞
−∞

g(t)eiωt dt. (25)
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Kada nije poznata kontinuirana funkcija u vremenu g(t), ve¢ samo diskretne vrijednosti

funkcije na jednakim vremenskim razmacima, tada se koristi diskretna Fourierova transfor-

macija [16]. U numeri£kim prora£unima se redovito koristi diskretna Fourierova transforma-

cija obzirom na diskretnu narav ra£unala.

U diskretnoj Fourierovoj transformaciji vrijeme t i kruºna frekvencija ω poprimaju dis-

kretne vrijednosti:

ωn = n
2π

T
, n = −N/2, ..., N/2 , (26)

tk = k
T

N
, k = 0, 1, 2, ..., N − 1 . (27)

gdje su n i k redni brojevi to£aka diskretne mreºe u frekvencijskoj odnosno u vremenskoj

domeni. N je broj to£aka na mreºi. Integrali u izrazima (24) i (25) prelaze u sume:

g(tk) =
1

N

N/2−1∑
n=−N/2

G(ωn)e−i2πnk/N , (28)

G(ωn) =

N/2−1∑
k=0

g(tk)e
i2πnk/N . (29)

U izrazu (28) raspon sume je do N/2− 1 kako bi broj sumanata odgovarao broju to£aka na

mreºi. Time se ispustio £lan N/2, me�utim zbog simetrije on je jednak £lanu −N/2 [17].

U HOS metodi Fourierova transformacija provodi se kako bi se signal u prostoru prikazao

u frekvencijskoj domeni. Dakle umjesto varijable vremena t, bit ¢e varijabla prostora x.

Kruºna frekvencija ω prelazi u valni broj K:

Kn = n
2π

L
, n = −N/2, ..., N/2 , (30)

xk = k
L

N
, k = 0, 1, 2, ..., N − 1 . (31)

gdje je L duljina domene koja se obuhva¢a Fourierovom transformacijom, te odgovara os-

novnom periodu T .

Najpoznatija i naj²ire kori²tena metoda za ra£unalnu provedbu diskretne Fourierove tran-

sformacije je tzv. brza Fourierova transformacija (eng. Fast Fourier Transform, skra¢eno

FFT) [17]. FFT smanjuje broj operacija potrebnih za diskretnu Fourierovu transformaciju

sa O(N2) na O(N log2N). Vi²e detalja o FFT algoritmu moºe se na¢i u [17]. U ovom radu

se tako�er koristi FFT algoritam za provedbu diskretne Fourierove transformacije.
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3.4 Spektralna metoda vi²ih redova za nelinearnu propagaciju va-

lova (HOS)

Izravno numeri£ko rje²enje jednadºbe (18) i (19) zahtjeva iterativni postupak zbog neline-

arnog karaktera jednadºbi. Za svaki vremenski korak u kojemu se nastoji dobiti rje²enje

za φ i η potrebno je vi²e puta izra£unati obje jednadºbe kako bi rje²enje konvergiralo do

prihvatljivo malog odstupanja u odnosu na prethodnu iteraciju. Ovakav pristup je mogu¢,

me�utim iziskuje velik broj ra£unskih operacija. HOS je metoda u kojoj se jednadºbe ne

rje²avaju iterativno, ve¢ se rje²enje pretpostavlja kao Fourierov niz te se ra£una do kona£nog

reda nelinearnosti. Prvi koji su objavili HOS metodu 1987. godine bili su Dommermuth &

Yue [5] i West et al. [6]. Navedeni autori do²li su nezavisno do gotovo identi£ne metode

za nelinearnu propagaciju valova. Od tada su objavljeni mnogi radovi u kojima je metoda

nadopunjavana i modi�cirana, primjerice Tanaka [8] i Ducrozet et al. [9].

HOS je pseudo�spektralna metoda rje²avanja nelinearnih diferencijalnih jednadºbi (16)

i (17). Pseudo�spektralne metode koriste se za rje²avanje parcijalnih diferencijalnih jed-

nadºbi £ije je rje²enje periodi£no [18]. Glavna karakteristika pseudo-spektralne metode je

da se prostorne derivacije ra£unaju u Fourierovom (spektralnom) prostoru, gdje se mogu

izra£unati vrlo jednostavno i to£no. Me�utim vremenska integracija jednadºbe se provodi u

�zi£kom (vremenskom) prostoru.

Za duboku vodu moºe se pretpostaviti rje²enje potencijala u obliku Fourierovog niza u

obliku:

φ(x, z, t) =
∑
k

ck(t)e
KkzeiKkx, (32)

gdje su ck(t) Fourierovi koe�cijenti, te je Kk valni broj odgovaraju¢eg harmonika. Ovdje

treba uo£iti da indeks k Fourierovih koe�cijenata ck(t) odre�uje valni broj kojemu koe�cijent

odgovara. Argument t je naznaka da se koe�cijenti mijenjaju u vremenu, za razliku od izraza

(28). Valni broj se odre�uje kao:

Kk =
2πk

L
. (33)

U jednadºbama (18) i (19) pojavljuju se prostorne derivacije potencijala brzine ψ. Odre-

�ivanje horizontalne derivacije potencijala pomo¢u izraza (32) vrlo je jednostavno u Fouri-

erovom prostoru. Me�utim, odre�ivanje vertikalne derivacije potencijala brzine na slobodnoj

povr²ini zahtjeva poznavanje funkcije potencijala φ u cijelom volumenu. Funkcija potencijala

zatim bi se trebala derivirati obzirom na varijablu z, te evaluirati na to£noj slobodnoj povr-

²ini η. Dakle, radi se o Dirichletovom problemu gdje je potrebno prona¢i funkciju potencijala

brzine φ u domeni £ija granica ima kompliciran oblik η(x, t). Kako bi se pojednostavnio ovaj

problem, funkcija potencijala brzine razvija se u Taylorov red oko z0 = 0, uzimaju¢i u obzir

da je varijabla z zamijenjena funkcijom slobodne povr²ine z = η(x, t) [8]. Na ovaj na£in se

Dirichletov problem sveo na granicu jednostavnog oblika za koju vrijedi z = 0:
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φ(x, η, t) = ψ(x, t) =
∞∑
i=0

ηi

i!

∂i

∂zi
φ(x, 0, t). (34)

Vertikalna brzina se tada moºe izraziti kao:

W (x, t) =
∂φ

∂z

∣∣∣∣
z=η

=
∞∑
i=0

ηi

i!

∂i+1

∂zi+1
φ(x, 0, t). (35)

Izraz (35) linearizira problem. Kako bi dobili rje²enje za vi²e redove nelinearnosti, pretpos-

tavljamo razvoj potencijala brzine φ u perturbacijski red obzirom na mjeru nelinearnosti.

Pogodna mjera nelinearnosti za povr²inske valove je nagib vala ε = Ka [12] gdje je K valni

broj dok je a amplituda vala. Razvoj potencijala u perturbacijski red glasi:

φ(x, z, t) = φ1 + εφ2 + ε2φ3 + ... =
M∑
m=1

φ(m), (36)

gdje jeM red nelinearnosti do kojega se vr²i prora£un. Redovi nelinearnosti ve¢i odM bit ¢e

zanemareni, dok je red nelinearnosti proizvoljan. Razvojem svakog reda potencijala brzine

strujanja φ u Taylorov red prema izrazu (34) dobije se:

ψ(x, t) =
M∑
m=1

M−m∑
i=0

ηi

i!

∂i

∂zi
φ(m)(x, 0, t). (37)

Nepoznanice u jednadºbi (37) su pojedini redovi potencijala na slobodnoj povr²ini φ(m).

Oni se odre�uju tako da se u jednadºbi (37) izjedna£avaju £lanovi istog reda nelinearnosti

obzirom na ε, kao ²to je pokazano u sljede¢em izrazu:

φ(1) = ψ(x, t),

φ(2) = −η ∂
∂z
φ(1),

φ(3) = −η ∂
∂z
φ(2) − 1

2
η2 ∂

2

∂z2
φ(1),

φ(4) = −η ∂
∂z
φ(3) − 1

2
η2 ∂

2

∂z2
φ(2) − 1

3!
η3 ∂

3

∂z3
φ(1),

...,

φ(m) = −
m−1∑
i=1

ηi

i!

∂i

∂zi
φ(m−i); m = 2, 3...,M. (38)

Redovi se odre�uju obzirom na red nelinearnosti η i φ(m). Treba primjetiti da se unutarnja

suma izraza (37) sumira do redaM−m, nakon £ega se £lanovi Taylorovog reda (35) odbacuju.

Taylorovi £lanovi iznad reda M −m izazvali bi gubitak konzistentnosti obzirom na odabrani

red nelinearnosti M . Kada su poznati redovi potencijala brzine φ(m) moºe se izra£unati
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vertikalna brzina slobodne povr²ine W . Prema West et al. [6] vertikalna brzina se tako�er

razvija u perturbacijski red, te se pojedini redovi ra£unaju koriste¢i redove potencijala φ(m):

W (1) =
∂

∂z
φ(1),

W (2) =
∂

∂z
φ(2) + η

∂2

∂z2
φ(1),

W (3) =
∂

∂z
φ(3) + η

∂2

∂z2
φ(2) +

1

2
η2 ∂

3

∂z3
φ(1),

W (4) =
∂

∂z
φ(4) + η

∂2

∂z2
φ(3) +

1

2
η2 ∂

3

∂z3
φ(2) +

1

3!
η3 ∂

4

∂z4
φ(1),

...

W (m) =
m−1∑
i=0

ηi

i!

∂(i+1)

∂z(i+1)
φ(m−i); m = 1, 2, ...,M. (39)

Kona£no se vertikalna brzina dobiva sumiranjem pojedinih redova vertikalne brzine:

W (x, t) =
M∑
m=1

W (m). (40)

Mogu¢nost odabira reda nelinearnosti M omogu¢uje �eksibilnost prora£una ovisno o po-

trebi. Prednost HOS metode je to ²to nije potrebno vi²e iteracija po vremenskom koraku,

te mogu¢nost kori²tenja FFT-a ²to zna£ajno ubrzava provo�enje diskretne Fourierove tran-

sformacije i ra£unanje prostornih derivativa.

West et al. [6] predloºili su pristup rje²avanja jednadºbi (18) i (19) na na£in da se odrºi

konzistencija redova nelinearnosti. Naime, uslijed mnoºenja pojedinih £lanova dolazi do po-

ve¢anja reda nelinearnosti na na£in da svi £lanovi u kona£nici nisu istog reda nelinearnosti

ε. Kako bi se odrºala konzistentnost reda nelinearnosti, suma vertikalne brzine u izrazu (40)

provodi se do niºeg stupnja nelinearnosti. Red nelinearnosti do kojeg ¢e se suma provesti

ovisi o redu nelinearnosti £lana s kojim se vertikalna brzina mnoºi. Kvadrat vertikalne brzine

se tako�er tretira na sli£an na£in, te se moºe zapisati kao:

W 2(x, t) =
M∑
m=1

W (m)W (M−m), (41)

U ovom radu je implementirana konzistencija obzirom na red nelinearnosti, me�utim imple-

mentiran je i pristup koji su predloºili Dommermuth & Yue (1987) [5], u kojemu se sume

ne skra¢uju. Razlika u tretiranju £lanova vi²ih redova ujedno je i jedina razlika izme�u pris-

tupa predloºenog u [6] i [5]. Mijenjanjem ulaznih parametara prora£una mogu¢e je izabrati

izme�u dva pristupa.
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4 Numeri£ki model

Program OpenFOAM je kori²ten kao podloga za implementaciju HOS metode. OpenFOAM

sadrºi algoritme koji su potrebni za provedbu HOS metode, kao ²to je primjerice algoritam

za brzu Fourierovu transformaciju (FFT), te algoritmi za numeri£ku integraciju parcijalnih

diferencijalnih jednadºbi. FFT i algoritmi za numeri£ku integraciju parcijalnih diferencijalnih

jednadºbi u OpenFOAM su implementirani prema [17]. Tema ovog poglavlja je prvenstveno

numeri£ka procedura metode te inicijalizacija HOS simulacije. Ukratko je predstavljen i

problem alias-efekta te procedura numeri£ke integracije obi£nih diferencijalnih jednadºbi.

4.1 Numeri£ka procedura

Procedura zapo£inje sa diskretnim potencijalom brzine na povr²ini ψ i funkcijom eleva-

cije slobodne povr²ine η koji su poznati iz prethodnog vremenskog koraka ili iz po£etnih

uvjeta. Diskretne vrijednosti postavljene su na jednako razmaknute to£ke u �zi£koj do-

meni n = 1, 2, ...N . To£ke su ekvidistantno postavljene uzduº domene duljine L. Razmak

izme�u to£aka je tada ∆x = L/N . Kada su ψ i η na raspolaganju, moºe se pristupiti sek-

vencijalnom ra£unanju redova potencijala brzine prema izrazu (38). Pri tome se prostorne

derivacije ra£unaju u Fourierovom prostoru. Svaki se red potencijala φ(m) brzom Fouriero-

vom transformacijom preslikava u Fourierov prostor. Fourierova transformacija pojedinog

reda potencijala φ(m) potrebna je kako bi se odredili £lanovi za izra£un sljede¢eg reda po-

tencijala φ(m+1). �lanovi svakog reda potencijala sadrºe vertikalne derivacije prethodnih

redova potencijala. Nakon ²to se prora£unaju prostorne derivacije u Fourierovom prostoru,

one se inverznom Fourierovom transformacijom preslikavaju u �zikalni prostor te se mnoºe

s odgovaraju¢om potencijom funkcije η. Diskretna Fourierova transformacija je ozna£ena

sa F(f), dok je inverzna Fourierova tranformacija ozna£ena sa F−1(f). Koriste¢i jednadºbu

(16), vertikalna derivacija potencijala brzine se op¢enito moºe zapisati kao:

∂jφ

∂zj
=

∂j

∂zj

(∑
k

ck(t)e
KkzeiKkx

)
=
∑
k

ck(t)K
j
k e

KkzeiKkx. (42)

Sa stanovi²ta numeri£ke implementacije, jednadºba (38) moºe se zapisati kao:
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φ(1) = ψ(xn, t),

φ(2) = −η F−1

{∑
k

c
(1)
k (t)Kk e

iKkxn

}
,

φ(3) = −η F−1

{∑
k

c
(2)
k (t)Kk e

iKkxn

}
− 1

2
η2 F−1

{∑
k

c
(1)
k (t)K2

k e
iKkxn

}
,

...

φ(m) = −
m−1∑
j=1

ηj

j!
F−1

{∑
k

c
(m−j)
k (t)Kj

k e
iKkxn

}
; m = 2, 3, ...,M , (43)

gdje je c(m−j)
k (t) Fourierov koe�cijent reda potencijala m− j, k-te harmonijske komponente

Fourierove sume. c
(m−j)
k (t) dobije se provedbom FFT-a na (m − j)-tom redu potencijala

brzine, £ije su vrijednosti poznate na to£kama prostorne mreºe:

c
(m−j)
k (t) = F

{
φ(m−j)(xn, t)

}
. (44)

Redovi potencijala brzine ra£unaju se kako bi se mogao nastaviti prora£un redova vertikalne

brzine slobodne povr²ine W prema izrazu (39). Jednadºba (39) moºe se zapisati kao:

W (1) = F−1

{∑
k

c
(1)
k (t)Kk e

iKkxn

}
,

W (2) = F−1

{∑
k

c
(2)
k (t)Kk e

iKkxn

}
+ η F−1

{∑
k

c
(1)
k (t)K2

k e
iKkxn

}
,

W (3) = F−1

{∑
k

c
(3)
k (t)Kk e

iKkxn

}
+ η F−1

{∑
k

c
(2)
k (t)K2

k e
iKkxn

}
,

+
1

2
η2 F−1

{∑
k

c
(1)
k (t)K3

k e
iKkxn

}
,

...

W (m) =
m−1∑
j=0

ηj

j!
F−1

{∑
k

c
(m−j)
k (t)K

(j+1)
k eiKkxn

}
; m = 1, 2, ...,M , (45)

Inverzne diskretne Fourierove tranformacije koje se pojavljuju u izrazu (45) ve¢ su provedene

u izrazu (43), osim za zadnji red vertikalne brzine W (M). Za zadnji red vertikalne brzine

potrebno je zasebno provesti Fourierove transformacije. Prilikom provedbe sekvencijalnog

postupka prema izrazu (43), pojedine inverzne Fourierove transformacije koje predstavljaju

vertikalne derivacije potencijala brzine se spremaju za potrebe prora£una redova vertikalne

brzine W .
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Kada su poznati redovi vertikalne brzine W moºe se pristupiti izra£unu pojedinih £la-

nova diferencijalnih jednadºbi (18) i (19). Prostorne derivacije funkcije slobodne povr²ine

η i povr²inskog potencijala brzine ψ ra£unaju se u Fourierovom prostoru. Do ove to£ke

prora£una nije bilo potrebno provesti Fourierovu transformaciju funkcije elevacije slobodne

povr²ine η zbog £ega se ovdje treba provesti. Fourierova transformacija povr²inskog poten-

cijala slobodne povr²ine ψ provedena je prije provo�enja izraza (43) za potrebe prora£una

drugog reda potencijala brzine φ(2). Nakon ²to su prostorni derivativi izra£unati, inverznom

Fourierovom transformacijom preslikavaju se u �zi£ki prostor te se mnoºe s odgovaraju¢im

£lanovima. Dinami£ki i kinemati£ki rubni uvjet, jednadºbe (18) i (19), mogu se zapisati kao:

∂ψ(xn, t)

∂t
= −g η(xn, t)−

1

2

(
F−1

{∑
k

cψk (t) iKk e
iKkxn

})2

+
1

2
F−1

{
M∑
m=1

W (m)W (M−m)

}

+
1

2
F−1

{
M−2∑
m=1

W (m)W (M−m)

}(
F−1

{∑
k

cηk(t) iKk e
iKkxn

})2

,

(46)

∂η(xn, t)

∂t
=

M∑
m=1

W (m) +

(
M−2∑
m=1

W (m)

)(
F−1

{∑
k

cηk(t) iKk e
iKkxn

})2

− F−1

{∑
k

cψk (t) iKk e
iKkxn

}
F−1

{∑
k

cηk(t) iKk e
iKkxn

}
,

(47)

gdje su cψk (t) i cηk(t) Fourierovi koe�cijenti dobiveni Fourierovom transformacijom diskretnih

vrijednosti ψ(xn, t) i η(xn, t). Slika 2 prikazuje dijagram toka implementiranog koda HOS

metode za jedan vremenski korak.

Zadnji korak algoritma prikazanog na slici 2 provodi se pomo¢u jedne od metoda nume-

ri£ke integracije obi£nih diferencijalnih jednadºbi.
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diskretne vrijed-
nosti funkcija

ψ(xn, t) i η(xn, t)
iz prethod-
nog koraka ili
po£etnih uvjeta

izra£unaj redove
povr²inskog
potencijala

brzine φ(m) (43)

izra£unaj redove
vertikalne brzine

W (m) (45)

izra£unaj £lanove
desne strane jed-
nadºbi (46) i (47)

izra£unaj (46) i
(47) za sljede¢i
vremenski korak

t+ ∆t

Slika 2: Dijagram toka algoritma HOS metode.

4.2 Inicijalizacija HOS simulacije

Pokretanje prora£una nelinearne propagacije valova pomo¢u HOS metode zahtjeva po£etne

uvjete traºenih funkcija potencijala brzine φ i elevacije slobodne povr²ine η. Potrebno je de-

�nirati vrijednosti tih funkcija u po£etnom trenutku na diskretnom broju to£aka N . Drugim

rije£ima, treba poznavati φ(xn, t = 0) i η(xn, t = 0), gdje su xn = x1, x2, ..., xN diskreti-

zacijske to£ke �zi£ke domene. Vrijednosti φ(xn, t = 0) i η(xn, t = 0) moraju biti takve da

tako�er zadovoljavaju rubne uvjete (18) i (19), zbog £ega ovaj problem nije trivijalan. Naj-

jednostavnije rje²enje koje se moºe postaviti kao po£etni uvjet je linearno rje²enje rubnih

uvjeta slobodne povr²ine. Obzirom da se radi o rje²enju lineariziranog problema rubnih

uvjeta slobodne povr²ine [12], u op¢em slu£aju takvo rje²enje ne zadovoljava jednadºbe (18)

i (19). Prema Dommermuthu [7], linearno rje²enje kao po£etni uvjet uzrokuje nestabilnosti
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prora£una, koje su ve¢e ²to se linearno rje²enje vi²e razlikuje od nelinearnog. Nestabilnosti

uzrokuju visokofrekventni parazitski harmonici koji se u tom slu£aju razviju prije prirod-

nog razvoja nelinearnih harmonika [7]. Kako bi izbjegao taj problem, Dommermuth [7] je

predloºio vremensku relaksaciju jednadºbi (18) i (19), koja omogu¢uje stabilnu konvergen-

ciju do nelinearnog rje²enja. Zahvaljuju¢i vremenskoj relaksaciji mogu¢e je koristiti linearno

rje²enje kao po£etni uvjet. Vremenskom relaksacijom utjecaj nelinearnih £lanova jednadºbi

(18) i (19) na ukupno rje²enje postepeno se pove¢ava na po£etku prora£una. Na taj na£in

nelinearni harmonici rastu postepeno i stabilno. Relaksacija se provodi na na£in da se svi

nelinearni £lanovi u rubnim uvjetima na slobodnoj povr²ini (18) i (19) mnoºe sa ekspoenci-

jalnom funkcijom vremena:

∂ψ

∂t
+ gη = G

(
1− e−( t

Ta
)
na
)
, (48)

∂η

∂t
−W (1) = F

(
1− e−( t

Ta
)
n)
, (49)

gdje je Ta relaksacijsko vrijeme, dok je na relaksacijski eksponent. Prema preporuci Dommer-

mutha [7], relaksacijsko vrijeme Ta treba biti barem jednako periodu vala najve¢eg perioda

u simulaciji, kako bi se izbjegle nestabilnosti vi²ih frekvencija tj. valnih brojeva. G i F su

nelinearni dijelovi jednadºbi (18) i (19):

G = −1

2

(
∂ψ

∂x

)2

+
1

2

(
M∑
m=1

W (m)W (M−m)

)

+
1

2

(
M−2∑
m=1

W (m)W (M−m)

)(
∂η

∂x

)2

,

(50)

F = −W (1) −
M∑
m=1

W (m) +

(
M−2∑
m=1

W (m)

)(
∂η

∂x

)2

− ∂ψ

∂x

∂η

∂x
. (51)

Postoji cijeli niz analiti£kih rje²enja rubnih uvjeta na slobodnoj povr²ini za monokromat-

ske valove [12]. Najjednostavnija rje²enja su linearna, me�utim postoje i slabo nelinearna

rje²enja kao ²to su Stokesovi valovi. Rje²enja koja uklju£uju vi²e valnih komponenti redo-

vito su linearna, obzirom da je potrebna superpozicija harmonika. Naj£e²¢e se radi o tzv.

valnim energetskim spektrima [2], koji se skra¢eno nazivaju valnim spektrima. Valni spektar

je funkcija koja opisuje gusto¢u raspodjele energije vala u ovisnosti o frekvenciju vala [4].

Op¢enita diskretizacija valnog spektra glasi:
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Sηη(ωn) ·∆ω =
ωn+∆ω∑
ωn

1

2
η2
an(ω), (52)

gdje je Sηη(ωn) iznos valnog spektra za frekvenciju ωn, koja predstavlja diskretnu vrijednost

frekvencije za koju se odre�uje valni spektar. ∆ω je frekvencijski korak koji ovisi o broju

frekvencija ωn i frekvencijskom rasponu spektra. ηan je amplituda harmonika. Pomo¢u jed-

nadºbe (52) mogu¢e je, uz poznatu funkciju spektra Sηη(ωn) izra£unati amplitude pojedinih

harmonika za proizvoljnu �no¢u diskretizacije frekvencijskog prostora. Fazni pomak pojedi-

nih harmonika ra£una se uz pretpostavku jednolike distribucije vjerojatnosti faznog pomaka

[4]. Elevacija slobodne povr²ine ra£una se kao superpozicija pojedinih harmonika:

η(x, t) =
n∑
i=1

ηai cos(kix− ωi + εi), (53)

gdje je ki valni broj i-tog harmonika, ωi je frekvencija te je εi fazni pomak. Postoji cijeli niz

analiti£kih funkcija koje opisuju spektre valova [4]. Takve funkcije dobivene su mjerenjima

signala elevacije slobodne povr²ine u naravi. Pomo¢u funkcije spektra valova moºe se dobiti

linearno rje²enje koje odgovara realnom stanju valova na moru, te se takvo rje²enje moºe

koristiti kao po£etni uvjet HOS simulacije.

4.3 Uklanjanje alias�efekta

Alias�efekt je poznata pojava koja se javlja prilikom diskretne Fourierove transformacije [16].

Uslijed diskretizacije dolazi do ograni£enja minimalne i maksimalne frekvencije harmonika

koje su raspoznatljive na diskretnoj mreºi. Analiti£ki izraz za Forurierovu transformaciju

(25) de�niran je kontinuirano za cijelu domenu transformacije. Obzirom da se uzorkovanjem

postiºe kona£na rezolucija to£aka u �zikalnoj domeni, postoji grani£na frekvencija iznad koje

nije mogu¢e posti¢i razlu£ivost. Grani£na frekvencija naziva se Nyquistova frekvencija [17]

te je odre�ena izrazom:

ωc =
π

∆
, (54)

gdje je ∆ razmak izme�u uzoraka. Svaka periodi£na pojava koja ima frekvenciju vi²u od

kriti£ne uzrokovati ¢e alias�efekt. Ukoliko postoje pojave koje imaju frekvenciju vi²u od

kriti£ne, one ¢e mijenjati vrijednosti niºih frekvencija £iji su vi²ekratnik:

G(ωn) = Ĝ(ωn) +
m=+∞∑
m=−∞

Ĝ(ωn+Nm), (55)
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gdje je G(ωn) de�niran u izrazu (28), dok je Ĝ(ωn) rezultat beskona£ne sume Fourierovog

niza:

Ĝ(ωn) =
+∞∑
k=0

g(tk)e
i2πnk/N . (56)

U HOS metodi pojavljuju se umno²ci funkcija u nelinearnim rubnim uvjetima (18) i

(19), te u sekvencijalnom prora£unu redova potencijala brzine (38) i vertikalne brzine slo-

bodne povr²ine (39). Kada se mnoºe trigonometrijske funkcije jednake frekvencije, nastaju

harmonici £ija je frekvencija dvostruko ve¢a od njihove. Prema izrazu (55), harmonici koji

su vi²ekratnici frekvencije harmonika koji su unutar podru£ja koje je razlu£eno diskretnom

mreºom u frekvencijskoj prostoru, uzrokovat ¢e alias�efekt na harmonicima niºih frekven-

cija £iji su vi²ekratnik. Dakle, mnoºenjem dvaju harmonijskih funkcija neizbjeºno dolazi do

alias�efekta ukoliko se provodi Fourierova transformacija umno²ka. Ista pojava se javlja kod

potenciranja harmonijskih funkcija.

Postoje razne metode sprje£avanja alias�efekta. Jedna od najra²irenijih metoda je "zero�

padding" metoda. U "zero�padding" metodi se frekvencijska domena pro²iruje u odnosu na

potrebnu frekvencijsku domenu. Domena se pro²iruje toliko da se se relevantni harmonici

vi²ekratnih frekvencija na�u unutar pro²irene domene. Fourierovi koe�cijenti za pro²ireni

dio domene se uvijek prisilno postavlja na nulu. Na ovaj na£in postiºu se dva u£inka: sprje-

£ava se alias�efekt na relevantne frekvencije obzirom da su harmonici vi²ekratnih frekvencija

razlu£eni diskretnom mreºom, te se sprije£ava utjecaj alias�efekta harmonika izvan frekven-

cijske domene na harmonike vi²ekratnih frekvencija. Ovaj pristup je mogu¢ zahvaljuju¢i

£injenici da je mogu¢e, obzirom na matemati£ke operacije koje se provode, unaprijed odre-

diti podru£je frekvencija koje ¢e imati alias�efekt na relevantne harmonike. U HOS metodi

se prilikom sekvencijalnog ra£unanja redova potencijala brzine (38) i vertikalne brzine slo-

bodne povr²ine (39) u zadnjem redu pojavljuje £lan ηM−1 koji mnoºi vi²estruku derivaciju

potencijala brzine. Radi se dakle o M umnoºaka, te se obzirom na to postavlja uvjet za

odstranjivanje alias�efekta:

N =
M + 1

2
NF, (57)

gdje je NF broj harmonika u Fourierovom prostoru s kojih se ºeli odstraniti gre²ka alias�

efekta, te je N broj to£aka mreºe u �zi£koj domeni. Frekvencijska domena se stoga pro²iri

na N to£aka, te se Fourierovi koe�cijenti za koje vrijedi |n| > NF postavljaju na nulu. Ovo

pravilo naziva se polovi£no pravilo [18].
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4.4 Numeri£ka integracija obi£nih diferencijalnih jednadºbi

Obi£ne diferencijalne jednadºbe proizvoljnog reda uvijek se mogu svesti na vi²e diferencijal-

nih jednadºbi prvog reda [17]. Obzirom da se u slu£aju HOS metode javlja upravo obi£na

diferencijalna jednadºba prvog reda u vremenu, ovdje ¢e biti pokazana integracija jednadºbe

prvog reda. Iako su jednadºbe (18) i (19) parcijalne diferencijalne jednadºbe vi²ih redova

zavisne o vi²e varijabli, one postaju obi£na diferencijalna jednadºba ovisna o vremenu nakon

postupka ra£unanja ostalih £lanova. Postupak ra£unanja prostornih derivacija i njihovih

umnoºaka obja²njen je u prethodnim potpoglavljima. Ako sve poznate £lanove jednadºbi

(18) i (19) stavimo na desnu stranu jednadºbi te ozna£imo zajedni£kom kraticom dobije se:

∂ψ

∂t
= DSJψ, (58)

∂η

∂t
= DSJη, (59)

gdje su DSJψ i DSJη kratice za desnu stranu jednadºbi (18) i (19). Desne strane jednadºbe

su u trenutku vremenske integracije poznate veli£ine, te su nepoznanice u gornjim izrazima

funkcija potencijala brzine na povr²ini ψ i funkcija elevacije slobodne povr²ine η. Op¢enito,

obi£nu diferencijalnu jednadºbu moºemo zapisati kao:

dy

dx
= f(x, y), (60)

gdje je f(x, y) desna strana jednadºbe koja predstavlja derivaciju funkcije y(x). Najjednos-

tavnija metoda numeri£ke integracije jednadºbi je Eulerova metoda [17]. Umjesto in�nitezi-

malnih diferencijalnih operatora d uvode se kona£ni diferencijalni operatori ∆:

yn+1 − yn
∆x

= f(xn, yn), (61)

odnosno:

yn+1 = yn + ∆x f(xn, yn). (62)

Izraz (62) predstavlja osnovnu Eulerovu formulu numeri£ke integracije obi£nih diferencijalnih

jednadºbi. Eulerova formula je nesimetri£na, tj. rje²enje se nalazi za korak ∆x sa informaci-

jom o derivaciji samo na po£etku tog intervala. Gre²ka koja se pritom pojavljuje je drugog

reda O(∆x2), me�utim, gre²ka koja se nagomila tokom uzastopnih integracija je reda O(∆x).

Eulerova metoda je najjednostavnija te je time i najneto£nija. Naprednije metode znatno
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su stabilnije i to£nije. Jedna od najpoznatijih metoda numeri£ke integracije je Runge-Kutta

metoda. Runge-Kutta metoda moºe biti drugog ili vi²eg reda, gdje se broj reda odre�uje u

odnosu na gre²ku. Metoda drugog reda zasniva se na dva koraka evaluacije prirasta funkcije

y(x). U prvom koraku se odre�uje prirast funkcije metodom prvog reda kao u izrazu (62),

dok se u drugom koraku ra£una prirast funkcije obzirom na derivaciju funkcije u to£ki koja

je na pola prirasta dobivenog u prvom koraku. Zbog toga se ova metoda naziva jo² i metoda

srednje to£ke [17]. Zapisano jednadºbama, postupak glasi:

k1 = ∆xf(xn, yn),

k2 = ∆xf(xn +
1

2
∆x, yn +

1

2
k1),

yn+1 = yn + k2. (63)

Naj£e²¢e se koristi Runge-Kutta £etvrtog reda, me�utim postoje i metode vi²ih redova. Kako

bi se pobolj²ala e�kasnost metode, uvode se razna pobolj²anja. Cilj je metoda numeri£ke

integracije koja uz ²to manje ra£unskih operacija postiºe ²to ve¢u preciznost. Osnovna

modi�kacija omogu¢uje prilagodbu veli£ine koraka ∆x. Korak se tako prilago�ava ovisno

o brzini promjene rezultata. Kada je promjena funkcije manja, dovoljan je ve¢i korak i

obrnuto [17]. U ovom radu se za vremensku integraciju jednadºbi (61) i (62) koristi Runge-

Kutta petog reda s prilagodljivim korakom, pri £emu se koriste Cash-Karpovi parametri za

procjenu gre²ke. �itatelj se upu¢uje na [17] za vi²e detalja o naprednim metodama numeri£ke

integracije.
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5 Validacija implementiranog algoritma

U ovom poglavlju je potvr�ena to£nost i preciznost implementirane HOS metode. U svrhu

validacije implementirane metode, napravljene su dva testna prora£una. U prvom testnom

prora£unu ispitana je to£nost algoritma na monokromatskom propagiraju¢em valu. Prora£un

je iniciran linearnim rje²enjem te su rezultati uspore�eni s Dommermuthom [7]. U drugom

prora£unu provjerena je to£nost pri propagaciji spektra valova. Rezultati su uspore�eni s

viskoznim rezultatima koje su objavili Lupieri et al. [1].

5.1 Propagacija monokromatskog vala

Izvr²ena je propagacija monokromatskog povr²inskog vala te je razvoj nelinearnosti uspore-

�en s nelinearnim Stokesovim rje²enjem za monokromatski val [19]. Istu usporedbu proveo

je Dommermuth [7] £ime je potvrdio valjanost sheme vremenske relaksacije pokazane u po-

glavlju 4.2.

Kao po£etni uvjet kori²teno je linearno rje²enje monokromatskog propagiraju¢eg vala

poznato kao Airyev val, ili Stokesov val prvog reda [12]. Linearno rje²enje dobiveno je line-

arizacijom rubnih uvjeta na slobodnoj povr²ini (18) i (19). Linearno rje²enje se nelinearnom

propagacijom pomo¢u HOS-a razvija do reda nelinearnosti M . Razvijaju se nelinearni vi²i

harmonici te su uspore�eni do osmog reda. Trend konvergencije pojedinih harmonika je

tako�er provjeren te uspore�en s rezultatom Dommermutha [7].

Dommermuth je svoje ispitivanje proveo na valu strmine Ka = 0.1 i valnog broja K = 1

²to daje amplitudu vala a = 0.1 m. Promatrao je brzinu konvergencije vi²ih harmonika uz

razli£ite relaksacijske parametre. Kori²teni relaksacijski parametri su: relaksacijsko vrijeme

Ta = 8λ, relaksacijski eksponent na = 4. λ je duljina Airyevog vala. Za provedbu ovog pro-

ra£una kori²tena je formulacija koju su predloºili Dommermuth & Yue [5] gdje se ne koristi

konzistentnost reda nelinearnosti 3.4.

Val je propagiran tokom 100 valnih perioda, odnosno 200 s. Na slici 3 prikazan je razvoj

vi²ih harmonika. Slika 3a prikazuje amplitude harmonika u po£etnom trenutku simulacije,

gdje jo² nije do²lo do razvoja vi²ih harmonika. Vidljiv je samo jedan harmonik propisan

linearnom valnom teorijom. Slika 3b prikazuje razvijene vi²e harmonike koji su rezultat ne-

linearne propagacije vala tokom 100 perioda. Vidljiva su jo² dva vi²a harmonika dok ostali

nisu vidljivi zbog male vrijednosti. U Tablici 1 prikazane su vrijednosti amplituda pojedinih

harmonika te su uspore�eni sa Stokesovim rje²enjem. Premda gre²ka raste za ve¢e harmo-

nika, ona ostaje prihvatljivo mala. Relativna gre²ka de�nirana je kao ε = (ηiA− ηiHOS)/ηiA,

gdje je ηiA amplituda i-tog analiti£ki dobivena amplituda harmonika, dok je ηiHOS ampli-

tuda harmonika dobivena HOS metodom. Najve¢a relativna gre²ka za osmi harmonik iznosi

0.109%. Na slici 4 prikazana je konvergencija pojedinih harmonika. Slika 4a prikazuje ko-

nvergenciju objavljenu u [7], dok slika 4b prikazuje konvergenciju dobivenu implementiranim

HOS algoritmom.
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(a) Spektar u trenutku t = 0 s.
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(b) Spektar u trenutku t = 200 s.

Slika 3: Razvoj vi²ih harmonika.

Tablica 1: Usporedba HOS rezultata i nelinearog Stokesovog rje²enja.

Red Amplituda harmonika, m Relativna gre²ka, %
Stokesovo rje²enje HOS rezultat

1 9.9870520×10−2 9.9870524×10−2 4.34×10−6

2 5.0594125×10−3 5.0594197×10−3 1.43×10−4

3 3.8584235×10−4 3.8584342×10−4 2.78×10−4

4 3.4929691×10−5 3.4929838×10−5 4.20×10−4

5 3.4769679×10−6 3.4769678×10−6 -3.26×10−6

6 3.6763951×10−7 3.6763189×10−7 -2.07×10−3

7 4.0531740×10−8 4.0530830×10−8 -2.24×10−3

8 4.6076934×10−9 4.6026818×10−9 -1.09×10−1
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Table 1
The mean and r.m.s. fluctuations for Ta=8T0 and n=4

m Exact Ām Ãm

0 0 −0.12244608×10−9 0.13235511×10−11

1 0.99870520×10−1 0.99870521×10−1 0.11767001×10−7

2 0.50594125×10−2 0.50594021×10−2 0.13368102×10−6

3 0.38584235×10−3 0.38584076×10−3 0.20438680×10−7

4 0.34929691×10−4 0.34929474×10−4 0.27777014×10−8

5 0.34769679×10−5 0.34769122×10−5 0.37040564×10−9

6 0.36763951×10−6 0.36762101×10−6 0.83649145×10−10

7 0.40531740×10−7 0.40530871×10−7 0.11093826×10−9

8 0.46076934×10−8 0.46111506×10−8 0.10416757×10−9

according to Ãm ∼ (Ta)
−n. As a result, the r.m.s. fluctuations can be made arbitrarily small by either increasing Ta

or n. Increasing Ta increases the period of adjustment. Increasing n reduces the rate of adjustment.
Table 1 shows the mean and r.m.s. fluctuations for Ta=8T0 and n=4. Fig. 3 shows the corresponding modal

amplitudes as a function of time. For the first harmonic, the mean of the spectral solution agrees with the exact
Stokes solution to seven significant digits. For the eighth harmonic, the spectral solution has three significant digits
of accuracy. The r.m.s. fluctuations for all of the modal amplitudes are less than 10−7. The absolute error of the
mean elevation (Ā0) is O(10−10). As Table 1 and Fig. 3 show, the adjustment procedure automatically generates all
of the nonlinear bound harmonics up to eighth order, the order of the spectral approximation. In the next section,
the application of the adjustment procedure to more complex wave–wave interactions is illustrated.

3.2. Free waves

A wave interacting with another wave can lead to a nonlinear transfer of energy between Fourier modes. They are
sometimes called free modes because their dispersive nature distinguishes them from locked modes. The nonlinear
transfer of energy is a third-order effect for gravity waves and a second-order effect for capillary waves. Various
theories are available for calculating wave–wave interactions, including mode-coupling [3], Schrodinger theory [4],
and Zakharov formulations [5].

A Benjamin–Feir instability [11] provides a basis to study how adjustment affects wave–wave interactions.
The initial growth rate and the long-term evolution are studied. The results of high-order spectral theory with

Fig. 3. Adjusted Stokes wave simulation: Ta=8T0 and n=4.(a) Dommermuth [7].
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(b) HOS rezultat.

Slika 4: Konvergencija pojedinih harmonika.
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Gre²ke u Tablici 1 dokazuju valjanost implementiranog HOS algoritma. Usporedba na

Slici 4 pokazuje vrlo sli£an trend konvergencije pojedinih harmonika. Iz ovog se testnog

prora£una moºe zaklju£iti da je implementirana metoda valjana i dovoljno to£na.

5.2 Propagacija valnog spektra

Lupieri et al. [1] proveli su istraºivanje u kojem su promatrali promjene spektra valova

uslijed propagacije u viskoznom prora£unskom modelu. Valove su propagirali u softveru

za ra£unalnu dinamiku �uida (CFD) OpenFOAM. Valni spektar koji su zadali na po£etku

domene ima komponente jednakih valnih strmina Ka, stoga se radi o linearnom jednoliko

strmom valnom spektru. Linearno rje²enje koje je kori²teno kao po£etni uvjet dobije se

izrazom (53). Fazni pomak εi odre�en je na na£in da se ostvari pozitivna superpozicija svih

komponenti na ºeljenoj lokaciji CFD domene. Luperi et al. ispitali su £etiri razli£ita slu£aja

u kojima su mijenjali strminu valnih komponenti spektra. Dva slu£aja u kojima je strmina

ve¢a, na mjestu superpozicije odnosno fokusiranja valova, postiºu strminu koja je ve¢a od

kriti£ne strmine. Kriti£na strmina iznosi pribliºno H/λ = 1/7 [19], te za nju nastupa lom

valnog brijega. Lupieri et al. [1] mjerili su spektar valova Fourierovom transformacijom

signala elevacije slobodne povr²ine koji su mjerili na vi²e mjesta uzduº domene. Na Slici 5

prikazana je shema CFD domene u kojoj je provedena simulacija u [1]. Oznaka "wave maker"

ozna£ava generator valova. U ovom slu£aju generator valova je simuliran kao pomi£an zid

koji periodi£nim gibanjem izaziva generaciju valova. Oznaka "absorbing zone" predstavlja

tzv. relaksacijsku zonu u kojoj se postepeno prigu²uju valovi. Prigu²ivanje valova se provodi

da bi se sprije£ila re�eksija valova o straºnji zid domene, ²to bi nepovoljno djelovalo na

rezultate.
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that no specific spectral knowledge of the incident wave have to be required. These methods read 
very efficient for high frequency waves just providing the beach length longer than the typical 
wavelength of the incident waves [11,12]. Furthermore, the method ensures high absorption 
efficiency whatever the spectral content of the incident waves may be, therefore can be acceptable 
also for non-monochromatic waves. 

For viscous flows, an artificial viscosity is introduced into the momentum equation 1 (see eqn. 
9), so that the energy is dissipated in a given region [13]. An additional source term added in the 
governing equations is expressed in the form of ߥௗሺݔሻݑ where ߥௗሺݔሻ	is the artificial viscosity as a 
function of space: 

ߩ ቆ
ݑ߲
ݐ߲

+ ݑ
ݑ߲
ݔ߲

ቇ = −
߲
ݔ߲

+ ߤ	
߲
ݔ߲

ቆ
ݑ߲
ݔ߲

+
ݑ߲
ݔ߲

ቇ+ ܨ +  ݑሻݔௗሺߥ

An ideal case is showed in Fig. 1 where the wave train in the domain results damped in the 
absorbing region (in gray). The artificial viscosity starts from zero at some given location in the 
domain and smoothly increases to its final value at the outlet. The function must be sufficiently 
smooth so that reflections do not occur at the beginning of the sponge layer. 

 
Figure 1. Schematic representation of the sponge layer model for the absorption of waves 

5. Results and Discussion 

In this study, 4 simulations have been run. In this preliminary investigation, the turbulence 
model has been switched off, putting the maximum care in the treatment of the free surface and 
leaving to a further investigation the problem of introducing the turbulence where/when necessary. 
The shape of the amplitude spectrum introduced with the piston wave-maker in each simulation is 
such that every frequency component has the same steepness ൫H �ൗ ൯

i
=const. (linear assumption). 

The 4 simulations differ from each other for the value of the steepness, ൫H �ൗ ൯
i
=

1

715
, 

1

400
, 

1

300
, 

1

210
, 

from now on, cases a), b), c), d) respectively. ൫H �ൗ ൯
i
=

1

715
, 

1

400
 correspond to a not breaking wave at 

focusing whereas ൫H �ൗ ൯
i
= 

1

300
, 

1

210
 correspond to wave breaking events. The length and water depth 

of the basin are 40.0 m and 0.525 m respectively. The focusing station is at ݔො	= 12 m. The 
frequency range is such that the highest frequency (i=Nf) corresponds to a wave length of 1m. The 
intermediate frequencies are evenly spaced in 57 steps and the lowest frequency is such that  ݅ ≥
24. Fig. 2 shows the input amplitude spectrum for the cases a) and c) only, i.e ൫H �ൗ ൯

i
=

1

715
, 

1

300
. 

As far as the frequency analysis (FA) of the wave elevation is concerned, special care has 
been given to the selection of the time window of the FA at the generic station along the basin, in 
order to keep only the stationary part of the wave train and to neglect the transients given by the 
wave generation, wave front envelope and wave reflection. If ∆ݐ = ேܶ

6⁄  and ݔ = ݔ + ݊ ∙  ݔ) ݔ∆

is a starting abscissa of analysis), the time series of the elevation at ݔ is periodic over a time 
window given by ܲ = ܰ ⋅ ܶ and the start time of the window is here given by 

,ݐ = ிைௌݐ − 10 ⋅ ேܶ
+

௫ି௫ಷೀೆೄ
ಿ

 

(9) 

(10) 

Slika 5: Domena CFD simulacije kori²tena u [1].

Lupeiri et al. [1] su provodili Fourierovu transformaciju signala u vremenu, zbog £ega je

dobiveni spektar valova izraºen u odnosu na kruºnu frekvenciju. U prora£unu HOS metodom

provodi se Fourierova transformacija kojom se preslikava signal u prostoru u domenu valnih

brojeva. U CDF simulaciji propagacije valova, kao i u eksperimentu u bazenu, nelinearnosti

se u valovima razvijaju propagacijom valova kroz prostor. Me�utim u HOS prora£unu ne-

linearnosti se razvijaju u cijeloj prostornoj domeni u vremenu. Iz tog razloga nije mogu¢e

napraviti kvantitativnu usporedbu dobivenih rezultata. Valni spektar koji je rezultat HOS

prora£una predstavljen je u prostoru valnih brojeva K u rad/m, dok je spektar dobiven
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preslikavanjem signala iz vremenske u frekvencijsku domenu predstavljen u prostoru kruºne

frekvencije ω u rad/s. Iako je mogu¢e provesti Fourierovu transformaciju vremenskog signala

dobivenog HOS prora£unom mjere¢i signal elevacije slobodne povr²ine u jednoj to£ki, niti

takav rezultat ne bi bio usporediv. Naime, relaksacijsko vrijeme potrebno da se stabilno

razviju nelinearnosti u HOS prora£unu znatno je ve¢e od vremena koje je bilo potrebno da

valovi koji su generirani na po£etku CFD domene dosegnu to£ku mjerenja. Drugim rije£ima,

mjerenje spektra nije mogu¢e provesti u istim uvjetima. Iz navedenih razloga provedena je

kvalitativna usporedba. Rezultati dobiveni HOS simulacijom prevedeni su iz domene valnih

brojeva u domenu kruºne frekvencije pomo¢u disperzijske jednadºbe dobivene iz linearnog

modela. Disperzijska jednadºba je jednadºba koja povezuje valni broj i frekvenciju vala [4].

Za linearno rje²enje disperzijska jednadºba glasi:

ω2 = Kg tanh(Kd), (64)

gdje je ω kruºna frekvencija vala, K valni broj, g gravitacijska konstanta i d dubina domene.

Kori²tenjem disperzijske jednadºbe linearnog rje²enja na nelinearno rje²enje HOS simulacije

izlazi se iz podru£ja valjanosti disperzijske jednadºbe (64). Me�utim, obzirom da se radi o

kvalitativnoj usporedbi, smatra se da ¢e disperzijska jednadºba linearnog rje²enja dati do-

voljno to£an razultat.

Valni spektri koji se koriste kao po£etni uvjet generirani su tako da im sve harmonij-

ske komponente imaju jednake strmine Hi/λi, gdje su Hi i λi valna visina te valna du-

ljina pojedine komponente i. �etiri su slu£aja strmine komponenata ispitana: Hi/λi =

1/715, 1/400, 1/300 i 1/210. Valne komponente su ekvidistantno postavljene u prostoru

valnih brojeva obzirom da se u HOS metodi �zi£ki i Fourierov prostor diskretiziraju ekvi-

distantnim to£kama. Spektar valova sastoji se od 57 komponenti, ²to je u skladu s [1]. Na

Slici 6 prikazan je primjer spektra koji je kori²ten kao po£etni uvjet.
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Slika 6: Primjer spektra za strmine vala Hi/λi = 1/715.
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Parametri vremenske relaksacije HOS simulacija postavljeni su ovisno o slu£aju strmine.

Op¢enito, ²to su o£ekivane nelinearnosti valnog polja koje se simulira ve¢e, to je potrebno

dulje vrijeme relaksacije. Razlog tomu je ve¢a razlika linearnog rje²enja koje se koristi kao

po£etni uvjet u odnosu na kona£no nelinearno rje²enje. Drugim rije£ima, potrebno je vi²e

vremena da se stabilno razviju nelinearnosti jer one imaju ve¢i utjecaj [7]. Kao ²to je

spomenuto u Poglavlju 3.4, mjera nelinearnosti je strmina vala ε = Ka. Iz tog razloga moºe

se pretpostaviti da je za strmiji valni spektar potrebno dulje vrijeme relaksacije. U Tablici

2 su prikazani glavni HOS parametri za sve £etiri provedene simulacije. Nx je broj to£aka

diskretizacije u �zi£kom prostoru, M je red nelinearnosti HOS prora£una, Ta je vrijeme

relaksacije, dok je Tf vrijeme fokusiranja. Iz tablice je vidljivo da je za zadnji slu£aj strmine

bilo potrebno znatno produljiti vrijeme relaksacije, te je shodno bilo potrebno i pomaknuti

vrijeme fokusiranja. Naime, vrijeme fokusiranja mora se odviti nakon relaksacije kako ne bi

do²lo do gubitka nelinearnih utjecaja. Duljina domene kori²tena u svim simulacijama je 72.3

m, ²to odgovara duljini od 18 valnih duljina najduºeg vala. Usporedba rezultata je prikazana

na Slikama 7 do 10.

Tablica 2: Parametri HOS simulacije.

Hi/λi 1/715 1/400 1/300 1/210
Nx 1024 1024 1024 2048
M 6 6 6 10
Ta, s 25 25 25 60
Tf , s 35 35 35 80
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(b) HOS rezultat.

Slika 7: Usporedba valnog spektra, slu£aj Hi/λi = 1/715, t = 37 s.
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Slika 8: Usporedba valnog spektra, slu£aj Hi/λi = 1/400, t = 37 s.
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Slika 9: Usporedba valnog spektra, slu£aj Hi/λi = 1/300, t = 37 s.

Obzirom da se radi o usporedbi simulacija neviskoznog i viskoznog modela strujanja, us-

poredba rezultata je zadovoljavaju¢a. Za slu£aj strmine Hi/λi = 1/715 i 1/400 valni spektri

su vrlo sli£ni. U svim slu£ajevima HOS simulacija javljaju se izraºene komponente vi²ih

frekvencija ²to se podudara s rezultatima Lupieri et al. [1]. Prema Lupieri et al. nisko�

frekvencijske komponente koje se pojavljuju u viskoznim simulacijama odgovaraju drugoj

vlastitoj frekvenciji numeri£kog bazena u kojem je provedeno ispitivanje. Vlastita frekvencija

bazena je frekvencija vala za kojeg dolazi do rezonantne pojave osciliranja slobodne povr²ine
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Figure 3a-d.  Contour plot of the amplitude spectrum along the direction of propagation of waves (left) and 

amplitude spectrum at focusing ݔො	= 12 m (right), for increasing component 

steepness	൫H �ൗ ൯i
=
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715
	ሺaሻ, 

1

400
ሺbሻ, 
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Figure 4. Wave profile at 4 time steps around the focusing event for ൫H �ൗ ൯i

=
1

715
 (not breaking). The red dots 

correspond to OpenFOAM® simulations. The blue line corresponds to the superposition of linear waves. 
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(b) HOS rezultat.

Slika 10: Usporedba valnog spektra, slu£aj Hi/λi = 1/210, t = 84 s.

u bazenu. Obzirom da u HOS simulaciji ne postoje kruti krajevi domene, u HOS simulaci-

jama ne dolazi do pojave nisko�frekventnih harmonika. Ovakav rezultat je o£ekivan. Strmina

vala, koja se javlja na mjestu fokusiranja za spektre strmine komponenti Hi/λi = 1/300 i

1/210, odgovara strmini koja prelazi kriti£nu strminu. U tim se simulacijama o£ekuje pojava

loma valnog brijega. Razlike rezultata u ta dva slu£aja strmine ne²to su ve¢e, kao ²to se

moºe vidjeti na Slikama 9 i 10. Najizraºenija valna komponenta i kvantitativno dobro odgo-

vara rezultatima viskoznih simulacija kod oba slu£aja, kao i visoko�frekventne komponente.

Me�utim, u HOS simulacijama se pojavljuju i izraºene srednje�frekventne komponente, koje

nisu prisutne u viskoznim simulacijama. Ve¢em odstupanju rezultata zasigurno doprinosi

lom brijega vala koji se pojavljuje u dva strmija slu£aja. Naime, HOS metodom nije mo-

gu¢e opisati lom valnog brijega iz razloga ²to funkcija elevacije slobodne povr²ine η(x, t)

prestaje biti jednozna£na. U CFD simulaciji, kao i u naravi, prilikom loma valova dolazi

do disipacije energije uslijed izraºenih viskoznih pojava [20]. Takav utjecaj lomljenja valova

nije zastupljen u HOS simulaciji obzirom da se HOS zasniva na idealiziranom modelu ne-

viskoznog strujanja. Kada se tokom HOS prora£una pojavi lom valnog brijega tada dolazi

do divergencije rje²enja. Prema Dommermuth & Yue [5], divergenciju uzrokuju visokofrek-

ventni valovi £iji je rast esponencijalni. Filtriranjem visokih frekvencija tokom Fourierove

transformacije mogu¢e je provesti HOS simulaciju unato£ lomu valnog brijega. Filtriranjem

se u svakom vremenskom koraku amplitude visokofrekventnih valnih komponenti postavljaju

na nulu, £ime se sprije£ava njihov daljnji rast. Na ovaj na£in HOS simulacija tako�er gubi

dio valne energije, jer se uklanja dio energije koji tijekom simulacije prelazi u komponente

visokih frekvencija. Zahvaljuju¢i �ltriranju, opona²a se gubitak energije koji postoji u stvar-

nosti tokom loma valova. Gubitak energije prikazan je na Slici 11, gdje je prikazan omjer

valne energije mjerene tokom vremena u pojedinim simulacijama E i teoretske valne energije
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Et. Teoretska valna energija je energija po£etnog valnog spektra. Valna energija odre�ena je

na temelju linearnog modela, prema kojemu je ukupna valna energija svedena na jedini£nu

povr²inu jednaka [4]:

E =
1

2
η2
a ρg, (65)

gdje je ηa amplituda vala, ρ gusto¢a �uida te g gravitacijska konstanta. Na Slici 11 moºe se

vidjeti da ve¢i gubitak energije nastupa za valne spektre sa ve¢om strminom valnih kompo-

nenata. Ovakav rezultat je o£ekivan obzirom da pove¢anjem strmine vala dolazi do inten-

zivnijeg lomljenja valnog brijega.
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Slika 11: Promjena valne energije u HOS simulaciji.
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6 Primjer CFD simulacije s inicijalizacijom vala pomo¢u

HOS metode

U ovom poglavlju provedena je pokazna CFD simulacija ekstremnog vala koji nailazi na

horizontalan kvadar. Ekstremni val koji je simuliran inicijaliziran je pomo¢u HOS metode.

Pomo¢u HOS modela prona�en je doga�aj ekstremnog vala gdje je kao po£etni uvjet kori²ten

realan spektar valova.

6.1 Pronalaºenje ekstremnog vala

Ekstremni valovi su slu£ajne pojave te na njihov nastanak utje£e puno raznovrsnih uzroka

[3], kao ²to su morske struje, batimetrija (kon�guracija dna), atmosferski tlak, brzina vje-

tra i drugo. Vjerojatnost pojave ekstremnog vala iznosi oko 10−8 [3]. Sve okolnosti pod

kojima nastaju ekstremni valovi nisu u potpunosti razja²njene. Naj izraºeniji uzrok njiho-

vog nastanka je pozitivna superpozicija velikog broja valnih komponenti prema izrazu (53).

Propagacijom spektra valova HOS metodom na pojavu ekstremnog vala u obzir se uzimaju

i nelinearne interakcije valnih harmonika, koje su zanemarene u linearnom modelu kojeg

predstavlja izraz (53). Naj²ire prihva¢ena de�nicija ekstremnog vala de�nira ekstreman val

kao val £ija visina prema²uje zna£ajnu valnu visinu pripadnog spektra valova za najmanje

dva puta. Zna£ajna valna visina Hs je statisti£ka veli£ina kojom se opisuje stanje mora,

ona predstavlja srednju vrijednost visine tre¢ine najvi²ih valova nekog stanja mora [2]. Kao

²to je spomenuto u Poglavlju 4.2, energetski spektri valova predstavljaju raspodjelu valne

energije u odnosu na kruºnu frekvenciju vala. Energetskim spektrom stanje mora je u potpu-

nosti de�nirano. Na temelju dugoro£nih mjerenja valova razvijeni su mnogi analiti£ki izrazi

koji opisuju energetski spektar valova. Jedan od takvih modela spektra valova je JONSWAP

spektar [4]. JONSWAP spektar prilago�en je podru£ju sjevernog mora. Karakteristika JON-

SWAP spektra je relativno strmi vrh, odnosno izraºena dominantnost uskog frekvencijskog

raspona. JONSWAP spektar je odre�en pomo¢u dvije varijable, zna£ajne valne visine Hs

i vr²ne perioda vala Tp. Tp je period vala za koji valni spektar Sηη(ω) poprima najve¢u

vrijednost. Izraz za JONSWAP spektar glasi:

Sηη(ω) =
320H2

s

T 4
p

ω−5 exp

(
−1950

T 4
p

ω−4

)
γA , (66)

gdje su:
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γ = 3.3 , koe�cijent vr²nosti,

A = exp

−( ω
ωp
− 1

σ
√

2

)2
 ,

ωp =
2π

Tp
, vr²na kruºna frekvencija,

σ =

0.07 za ω < ωp,

0.09 za ω > ωp.
(67)

Kako bi se de�nirao ekstreman val potrebno je provesti dugi HOS prora£un. Tokom

HOS prora£una traºe se valovi £ija visina prema²uje zna£ajnu valnu visinu za dva puta.

Drugim rije£ima, HOS prora£un provodi se dovoljno dugo i na dovoljno velikoj domeni da

postoji velika vjerojatnost pojave ekstremnog vala. HOS prora£un je inicijaliziran pomo¢u

linearnog rje²enja dobivenog JONSWAP spektrom. Odabrani parametri Hs i Tp kori²teni za

JONSWAP spektar odgovaraju parametrima koje su koristili Ducrozet et al. [9]. Vrijednosti

parametara su: Hs = 5.1 m i Tp = 9.1 s. Dijagram spektra valova koji je kori²ten za

inicijalizaciju HOS prora£una prikazan je na Slici 12. Parametri koji su kori²teni u HOS

prora£unu tako�er su odre�eni u skladu s prora£unom provedenim u [9], te su navedeni u

Tablici 3. Ts je oznaka za vrijeme koje je simulirano u HOS prora£unu, te je Tr potrebno

vrijeme prora£una. Duga£ka simulacija je nuºna kako bi u njoj do²lo do pojave ekstremnog

vala, koji ima relativno malu vjerojatnost pojavljivanja.
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Slika 12: Dijagram po£etne spektralne gusto¢e valova.
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Tablica 3: Parametri HOS simulacije ekstremnog vala.

Lx Nx M Ts Tr
11480 m 2048 8 10000 s 3000 s

Tokom HOS simulacije pojavilo se vi²e ekstremnih valova. Na Slici 13 prikazan je primjer

pojave ekstremnog vala u prostornom signalu elevacije slobodne povr²ine. Obzirom da je

zna£ajna valna visina Hs = 5.1 m, val prikazan na Slici 13 moºe se smatrati ekstremnim,

po²to visina prikazanog vala iznosi oko 13 m. Visina je de�nirana kao razlika uzastopnog

valnog brijega i valnog dola. Ovaj val je odabran za inicijalizaciju CFD simulacije.
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Slika 13: Pojava ekstremnog vala u HOS domeni, vrijeme t = 3120 s.

6.2 CFD simulacija

U prethodnom poglavlju pomo¢u HOS metode prona�en je doga�aj ekstremnog vala. Da bi

se pomo¢u tog rje²enja inicijalizirala CFD simulacija potrebna je funkcija elevacije slobodne

povr²ine η(x, t) i polje brzine strujanja vx(x, z, t) i vz(x, z, t). Polje brzine ra£una se pomo¢u

potencijala brzine φ kao ²to je obja²njeno u Poglavlju 3.1. Rje²enje HOS metode je elevacija

slobodne povr²ine η(xn, t) i povr²inski potencijal brzine strujanja ψ(xn, t). Kako bi se dobilo

polje brzine strujanja u cijelom volumenu teku¢ine, potrebno je izra£unati potencijal brzine

strujanja φ(x, z, t) u cijelom volumenu teku¢ine. Za teku¢inu kona£ne dubine pretpostavljeno

rje²enje potencijala sli£no je izrazu (32) te glasi [12]:

φ(x, z, t) =
∑
k

ck(t)
cosh (Kk (z + d))

cosh(Kkd)
eiKkx, (68)
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obzirom da je povr²inski potencijal ψ(x, t) = φ(x, z = η(x, t), t) gdje je z = η(x, t) zamijenjen

sa z = 0, po²to se proveo razvoj u red oko z = 0. Dakle ψ(x, t) = φ(x, 0, t), odnosno:

ψ(x, t) =
∑
k

ck(t)e
iKkx, (69)

Gledaju¢i izraze (68) i (69) o£ito je da se koriste isti Fourierovi koe�cijenti ck(t). Fourierovi

koe�cijenti ck(t) su poznati, te se mogu koristiti kako bi se do²lo do potpunog polja poten-

cijala brzine strujanja φ(x, z, t). Kako bi se od rje²enja ψ(x, t) do²lo do rje²enja u volumenu

φ(x, z, t) potrebno je pojedine Fourierove harmonike pomnoºiti s razlomkom u izrazu (68).

Komponente brzine vx(x, z, t) i vz(x, z, t) ra£unaju se deriviranjem potencijala brzine:

vx(x, z, t) =
∑
k

ck(t)iKk
cosh (Kk (z + d))

cosh(Kkd)
eiKkx,

vz(x, z, t) =
∑
k

ck(t)Kk
sinh (Kk (z + d))

cosh(Kkd)
eiKkx. (70)

Polje brzine koje je potrebno za inicijalizaciju vala u CFD simulaciji potpuno je de�nirano

izrazima (70). Pomo¢u rje²enja HOS prora£una u bilo kojem trenutku moºe se inicijalizirati

CFD prora£un. Kori²teni Naval Hydro paket u programu OpenFOAM koristi model dvo-

faznog, viskoznog strujanja sa mogu¢no²¢u modeliranja turbulencije. Polje brzine i elevacija

slobodne povr²ine se iz valne teorije name¢e u CFD simulaciju u djelovima domene koji se na-

zivaju relaksacijskim zonama. Ulazna relaksacijska zona postavlja se na po£etak domene, te

se u njoj postepeno prelazi sa nametnutog rje²enja iz valne teorije na rje²enje koje nudi CFD

prora£un. Vi²e detalja o CFD simulacijama valova koriste¢i relaksacijske zone, te primjer

takve simulacije moºe se na¢i u [21]. U CFD simulaciji moºe se do¢i do nelinearnog rje²enja

strmijih valova linearnom inicijalizacijom, me�utim takav pristup je vrlo skup obzirom na

potrebno vrijeme prora£una. HOS nudi rje²enje valnog polja strujanja koje je nelinearno,

te je stoga potrebna puno manja numeri£ka domena za CFD simulaciju, te kra¢e simulirano

vrijeme. To zna£ajno smanjuje potrebno vrijeme prora£una. Spregom HOS metode i CFD

simulacije otklanjaju se nedostatci obje metode, te se objedinjuju njihove prednosti. Nedos-

tatak HOS metode je nemogu¢nost potpunog opisa slamanja vala. Dakle, nelinearno rje²enje

HOS metode moºe se koristiti za inicijalizaciju CFD simulacije, u kojoj se moºe nastaviti

nelinearna propagacija sa utjecajem vrtloºnosti i viskoznosti, te se moºe opisati lom vrha

vala.

Kako bi se vrijeme CFD simulacije svelo na minimum, zapo£eta je u trenutku neposredno

prije nailaska ekstremnog vala na horizontalni kvadar. Iz istog razloga veli£ina CFD domene

svedena je na minimum, te iznosi svega 300 m u ondosu na duljinu domene od 11480 m

u HOS prora£unu. Na Slici 14 prikazan je izgled domene u po£etnom trenutku simulacije.

Domena predstavlja vertikalnu ravninu koja je de�nirana sa osi x i y, kako je prikazano na

slici 1. Plavom bojom ozna£eno je podru£je domene u kojemu se nalazi voda, dok je crvenom

bojom ozna£en zrak. Provedena je dvodimenzionalna simulacija, uz pretpostavku da su sve
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promjene u smjeru osi koja je okomita na vertikalnu ravninu zanemarive. Dvodimenzionalna

simulacija znatno je manje zahtjevna obzirom na vrijeme prora£una, ²to je pogodno obzirom

na ograni£ene ra£unalne resurse koji su bili na raspolaganju za izradu ovog rada. Na desnoj

strani domene vidljiv je ekstremni val, £iji je smjer propagacije s lijeva na desno. Slika 15

prikazuje polje brzine ekstremnog vala u po£etnom trenutku simulacije. Polje brzine zadano

je pomo¢u jednadºbi (70).

Slika 14: Domena CFD simulacije u po£etnom trenutku.

Slika 15: Polje brzine ekstremnog vala u po£etnom trenutku.

U CFD simulaciji je simulirano 40 sekundi �zikalnog vremena. Ekstremni val na kvadar

nailazi oko dvadesete sekunde simuliranog vremena. Pro�l vala i polje brzine prilikom naila-

ska vala na kvadar i prelaska vala preko istog prikazano je na Slikama 16. Slike su vremenski

razmaknute 0.5 s.

Ova simulacija demonstrira mogu¢nost aplikacije HOS metode za inicijalizaciju valova u

CFD-u. Kao ²to je prije napomenuto, osobito podru£je interesa je inicijalizacija ekstremnog

vala u CFD simulaciji, obzirom da ova metoda pruºa znatno skra¢enje potrebne CFD simu-

lacije. Druge metode iniciranja ekstremnog vala zahtjevaju ve¢u prora£unsku domenu zbog
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potrebe razvoja nelinearnosti valnih komponenti kojima se ekstremni val inicira. Pomo¢u

HOS metode ekstreman val u CFD simulaciji inicira se rje²enjem koje je rezultat neline-

arne interakcije valnih komponenata i njihove nelinearne propagacije. Ovom simulacijom

je potvr�ena valjanost na£ina evaluacije polja brzine pomo¢u HOS rje²enja. Sama pravilna

propagacija vala potvrda je valjanosti polja brzina i elevacije slobodne povr²ine.

(a) T = 20 s (b) T = 20.5 s

(c) T = 21 s (d) T = 21.5 s

(e) T = 22 s (f) T = 22.5 s

Slika 16: Prikaz prelaska ekstremnog vala preko prepreke.

Fakultet strojarstva i brodogradnje 37



Inno Gatin Spektralna metoda za nelinearnu propagaciju povr²inskih valova.

7 Zaklju£ak

U ovom radu prikazana je implementacija numeri£ke metode za nelinearnu propagaciju povr-

²inskih gravitacijskih valova. Radi se o spektralnoj metodi vi²ih redova koja koristi pseudo�

spektralni pristup rje²avanja parcijalnih diferencijalnih jednadºbi. Algoritam numeri£ke pro-

cedure napisan je u programskom jeziku C++, u softveru slobodnog koda OpenFOAM.

OpenFOAM je specijalizirani softver za ra£unalnu dinamiku �uida (eng. "Computational

Fluid Dynamics", CFD).

Pokazan je osnovni matemati£ki model idealnog strujanja na kojem se temelji mate-

mati£ki model propagiraju¢ih povr²inskih valova. Problem povr²inskih valova de�niran je

dinami£kim i kinemati£kim rubnim uvjetima na slobodnoj povr²ini. Kinemati£ki i dinami£ki

rubni uvjet na slobodnoj povr²ini su nelinearne parcijalne diferencijalne jednadºbe i pret-

stavljaju predmet rje²avanja spektralne metode za nelinearnu propagaciju valova. Ukratko

su prikazane osnove Fourierove transformacije te je detaljno opisan matemati£ki model spek-

tralne metode vi²ih redova za nelinearnu propagaciju povr²inskih valova.

Numeri£ka implementacija matemati£kog modela spektralne metode vi²ih redova detaljno

je prikazana. Inicijalizacija HOS prora£una provodi se pomo¢u linearnog rje²enja dinami£kog

i kinemati£kog rubnog uvjeta, pri £emu se postepeno prelazi na nelinearno rje²enje pomo¢u

relaksacijske sheme. Problem alias�efekta ukratko je obja²njen te je predstavljen na£in od-

stranjivanja njegovih nepovoljnih utjecaja na rezultat prora£una. Ukratko su obja²njene

osnove numeri£ke integracije obi£nih diferencijalnih jednadºbi.

To£nost implementiranog algoritma dokazana je na dva testna prora£una. U prvom pro-

ra£unu provedena je propagacija monokromatskog vala te je prikazan razvoj nelinearnosti.

Nelinearne komponente uspore�ene su s egzaktnim rje²enjem. Poklapanje rezultata je vrlo

dobro, ²to potvr�uje ispravnost algoritma. U drugom prora£unu prikazana je usporedba

propagacije spektra valova s HOS metodom i CFD simulacije. Provedena je kvalitativna

usporedba te je pokazano da dolazi do istog grupiranja valnih harmonijskih komponenti.

Ovime je pokazano da HOS metoda to£no propagira spektar valova, tj. da dolazi do odgo-

varaju¢e nelinearne interakcije me�u harmonicima.

Obzirom da je glavna svrha implementacije nelinearne metode propagacije valova mo-

gu¢nost inicijalizacije realisti£nog polja valova u CFD simulaciji, na kraju rada prikazan je

primjer takve simulacije. Najprije je pomo¢u realisti£nog valnog spektra iniciran HOS pro-

ra£un u kojem je prona�en doga�aj ekstremnog vala. Pomo¢u rje²enja doga�aja ekstremnog

vala inicirana je CFD simulacija. Simuliran je udar vala u horizontalan kvadar uz lom vala.

Ovom simulacijom predstavljena je mogu£nost aplikacije implementiranog nelinearnog val-

nog modela za probleme u brodogradnji i pomorskoj tehnici.

Kona£no se moºe zaklju£iti da je implementacija spektralne metode vi²ih redova za neli-

nearnu propagaciju valova uspje²an. Rezultati predstavljeni u ovom radu dokazuju valjanost

algoritma. U daljnjem radu vr²it ¢e se nadogradnja implementirane metode na dvije di-

menzije Fourierovog prostora. Dvodimenzionalni Fourierov prostor omogu¢uje opisivanje

trodimenzionalnog polja valova. Ekstremni valovi su u stvarnosti trodimenzionalne pojave
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te na njih utje£e prostorna superpozicija valnih komponenti. Ovaj rad tako predstavlja

osnovu za daljnju nadogradnju nelinearnog modela valova.
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Saºetak

Provedena je numeri£ka implementacija nelinearne spektralne metode vi²ih redova (eng.

"Higher Order Spectrum", HOS) za propagaciju povr²inskih valova. Prikazana je matema-

ti£ka pozadina metode i prate¢i matemati£ki alati. Numeri£ka procedura na temelju koje

je metoda implementirana je detaljno predstavljena. Razlog implementacije metode je pr-

venstveno inicijalizacijai realisti£nog valnog polja u simulacijama ra£unalne dinamike �uida

(eng. "Computational Fluid Dynamics", CFD). To£nost metode provjerena je na dva testna

prora£una. U prvom prora£unu provedena je usporedba nelinearne propagacije monokromat-

skog vala s analiti£kim rezultatima. U drugom prora£unu uspore�ena je propagacija spektra

valova s rezultatima viskoznog prora£una. Obje usporedbe pokazuju da je implementirani

algoritam dovoljno precizan za inºenjersku upotrebu. Na posljetku je prikazana simulacija

ra£unalne dinamike �uida u kojoj je simuliran ekstreman val za £iju se inicijalizaciju koristila

implementirana HOS metoda.

Klju£ne rije£i: Spektralna metoda vi²ih redova, nelinearni povr²inski valovi, ra£unalna dina-

mika �uida.
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Summary

Numerical implementation of nonlinear Higher Order Spectral method (HOS) for propaga-

tion of surface waves is presented in this work. Mathematical background and accompanying

mathematical tools are presented. Numerical procedure on which the implementation is ba-

sed is explained in detail. The purpose of this work is e�cient coupling with Computational

Fluid Dynamics (CFD) tools. The validity of the implemented method is tested on two cases.

The �rst case presents the comparison of nonlinear monochromatic wave train propagation

with analytical results. In the second test case, wave spectrum is propagated with HOS.

The modi�cation of the spectrum is compared to results obtained by fully nonlinear viscous

�ow solver. Both test cases show good agreement and prove the validity and accuracy of the

implemented model. Finally, a CFD simulation of freak wave impact on a �xed structure is

carried out. The freak wave is initialized using HOS solution.

Key words: Higher order spectral method, nonlinear surface waves, computational �uid

dynamics.
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