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1 Uvod

U Einsteinovoj opc¢oj teoriji relativnosti prostor i vrijeme dobivaju potpuno novo znacenje postajuéi dinamicki
entiteti teorije, te se ne pojavljuju vise kao pozornica na kojoj se odvijaju dogadaji, ve¢ se i sami zakrivljuju.
Njihova dinamika je potpuno odredena raspodjelom mase i energije u nekom sustavu, te stoga mozemo reéi
da masa i energija zakrivljuju prostor i vrijeme (prostorno-vremenski kontinuum). Jednadzba koja opisuje

navedeno je Einsteinova jednadzba polja [1]:

1
R, — §gWR =8rG1T,,. (1)

Jedna od najintrigantnijih posljedica opée teorije relativnosti su rjeSenja koja opisuju postojanje tzv. cr-
votocina. Crvotocina ili Einstein-Rosenov most je takvo rjesenje ¢ija geometrija grotlom povezuje dvije asimptot-
ski ravne regije prostor-vremena [2], dakle topolosko svojstvo prostor-vremena ¢ije rjesenje predstavlja precicu
izmedu potencijalno dvije vrlo udaljene prostorno-vremenske tocke. Hipotetski mozemo zakriviti prostor tj.
stvoriti tunel (precicu) oko Zemlje tako da nam npr. galaksija Andromede koja je udaljena 2.5 milijuna svje-
tlosnih godina bude udaljena na svega nekoliko kilometara. Pretpostavimo da postoji 2D prostor i cesticu koja
se moze kretati samo po plohi, te ga zamisljamo uronjenog u 3D prostor. Uzmimo sada geometriju crvotocCine,
te odaberemo jedan vremenski trenutak i azimutalni kut § = 7/2, tada mozemo vizualizirati crvoto¢inu kao

plohu koja omeduje tunel u 3D kao §to je prikazano na Slici 1.

Slika 1: Crvotocina b(r) = konstanta



U teoriji javljaju se dvije vrste crvotocina [3]:
1. Crvotocine koje povezuju dvije nezavisne asimptotski ravne regije
2. Crvotocine koje povezuju dva dijela iste asimptotski ravne regije

Za prvu vrstu se cesto kaze da povezuje dva svemira, dok druga povezuje dva dijela istog asimptotski ravnog
podruéja. Ovakva terminologija definira svemir jednostavno kao relativno velik asimptotski ravan prostorno-
vremenski kontinuum [3].

Do danas jo$ nije opazanjima potvrdeno postojanje crvotoCine iako je njezina geometrija dobro definirana.
U Einsteinovoj opéoj teoriji relativnosti crvotocina moze biti stvorena jedino egzotiénom materijom [2], tj.
materijom koja ne postuje standardne energijske uvjete. Niti jedna poznata materija u makroskopskim uvjetima
ne pokazuje narusenja tog tipa. Takvi efekti mogu se posti¢i obiénom materijom ali samo na mikroskopskoj
razini gdje kvantni efekti podupiru takve pojave [4] [5] [6].

Medutim, pokazuje se da ako se jednadzbe Einsteinove opce teorije relativnosti modificiraju, kao $to je slucaj
u teorijama gravitacije tipa f(R), uvjet potrebe egzoti¢ne materije za crvoto¢inu se u odredenim situacijama
moze izbjeéi. To pitanje je zanimljivo stoga Sto su prijedlozi modificiranja Einsteinove opée teorije relativnosti
motivirani sasvim nezavisnim problemom potrebe objasnjenja ubrzane ekspanzije svemira.

U ovom radu promatrat ¢emo crvotocine i problem zadovoljenja slabog energijskog uvjeta (WEC) [7] u
teoriji gravitacije tipa f(R). Pri tome neéemo uzimati dodatne pretpostavke koje ograni¢avaju opéenitost,
a u literaturi se standardno koriste radi pojednostavljivanja jednadzbi. Takoder rjeSenja ¢emo promatrati u
kontekstu relevantnih kozmoloskih modela tipa f(R), a ne uzimajuéi za f(R) proizvoljne funkcije prilagodene
problemu koji se promatra, $to je uglavnom bio pristup veéine autora.

U poglavlju (2) prikazujemo geometriju crvotocine koja je jednaka u opéoj teoriji relativnosti i gravitaciji tipa
f(R), upoglavlju (3) definiramo energijske uvjete, u (4) prikazujemo crvotoéine u gravitaciji tipa f(R) i izvodimo
odgovarajuée jednadzbe, te diskutiramo odabir odredenih modela za funkciju f(R), te u (5) prikazujemo i

analiziramo dobivena rjeSenja za razli¢ite modele i izbore parametara.



2 Geometrija crvotocCine

Geometrija nekog prostor-vremena dana je metrikom, a ona za crvoto¢inu ima oblik:

1
b(r)

T

d52 — _62‘P(7')dt2 + de =+ 7"2(d02 + Sin2 9d¢2) (2)

ili u tenzorskom obliku zadana preko metrickog tenzora:

. 0 1%& 0 0
g 0 0 2 0
0 0 0 r2sin’0

gdje je (r) funkcija crvenog pomaka, a b(r) funkcija oblika [2]. Funkcije ¢(r) i b(r) su proizvoljne funk-
cije radijalne koordinate r koja nemonotono ide od beskonacnosti do minimalne vrijednosti ro u grotlu pa
nastavlja do beskonacnosti. Za r = ro = b(rg) = ¢ §to je koordinata grotla koja je singularna u metrici, tj.
metrika poprima beskona¢nu vrijednost. Bez obzira §to metrika divergira u grotlu, svojstvena udaljenost mora

biti asimptotski ravna iz ¢ega slijedi da integral mora biti realan i ne divergirati izvan grotla [2]:

" dr
I(r) = i/m Wierore (3)
taj je uvjet dan s:
1—=0b(r)/r > 0. (4)

Nadalje, daleko od grotla u oba radijalna smjera metrika mora biti asimptotski ravna pa slijedi uvjet b(r)/r — 0
kako I — +oo [2].

Jedno od fundamentalnih svojstava metrike crvotocine jest to sto po definiciji mora imati minimum u r, taj
uvjet dan je (b(r) — b(r)'r)/b*> > 0 [2], gdje je b(r)" = db/dr, (u daljnjem tekstu crtica iznad funkcije oznacava
derivaciju po njezinom argumentu). Drugi zahtjev koji nameéemo jest prakti¢ne prirode, tj. zahtijevamo da
crvotoéina bude prohodna $to zna¢i da nema horizonta. Tada treba biti zadovoljen uvjet da ¢(r) bude konacan
po cijelom prostoru.

Kako bismo imali sva geometrijska svojstva crvotocine, potrebno je izracunati Riccijev tenzor i Riccijev
skalar, te iz njih izracunati Einsteinov tenzor koji povezuje masu i energiju (tenzor energije i impulsa) s ge-
ometrijom takve tvari. Potrebno je definirati afinu konekciju ili Christoffelov simbol '/, da bismo izracunali

Riccijev tenzor:
1
A = igua(gau,k + Joru = Guro)- (5)

Za metriku crvotocine jedini neis¢ezavajuéi Christoffelovi simboli jesu:

b(r)
v = 1 ,2¢(r) 1— T = N S
nw=ce(r)e ( r ) rr 2(1 — b(:))( r r2 r

b
I = —rsin®9(1 — @), It =Tt =o(r), IV, =—sindcos,

pe tr



cos v

1 1
v _ Y _ = Y _Te _ = Y _ 1Y _
Frﬁ_rﬁr_r? Frap_rgpr_TV Fgaﬂ_]‘—‘ﬁtp_sinﬁ'

Iz danih Christoffelovih simbola mozemo izra¢unati Riccijev tenzor definiran na sljedeéi nacin:

R, =1y, . -T., +I5. 10, 1% % (6)

LUK WK,V pET pv pUT K"

Slijede komponente Riccijevog tenzora:

R = 01 = gty gty - B ey = My 20 @
Rur = )" = ol + — gy (L - MOy ®
Roo = 5 o)) + ol o) ), ©
Ry, = Rggsin® 0. (10)
Potreban nam je Riccijev skalar koji je definiran na sljedec¢i nacin:
R=g¢""R,, (11)

pa slijedi:

R =210t + 200221 ) D e e

T 2
o220 = M gy - A0 PSP, 0y

Na slikama 2. i 3. prikazujemo dva primjera geometrija crvotoc¢ina koje ¢emo istrazivati u gravitaciji tipa

f(R).

0

Slika 2: Crvotocina b(r) = =

r
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Slika 3: Crvotocina b(r) = /=



3 Energijski uvjeti

U rjeSavanju jednadzbi moguca su dva pristupa: iz Einsteinovih diferencijalnih jednadzbi uz prisutnost materije
T (tenzor energije i impulsa) izracunaju se komponente metrike g, ili se iz zadane metrike g, izracuna
materija koja podrzava njezin odabir. No bez obzira na valjanost takve procedure materija mora ipak zadovoljiti
neke fizikalne uvjete poznate iz iskustva. Takve zahtjeve na materiju nazivamo energijskim uvjetima. U ovom

radu rijec je o tenzoru energije-impulsa za anizotropni sfernosimetri¢ni idealni fluid koji je oblika [15]:

p 0 0 0
g |0 P 00
0 0 p O
0 0 0 p

gdje je p gustoca energije, p, radijalni tlak, a p; transverzalna komponenta tlaka. Sferna simetrija zahtijeva
jednakost dviju neradijalnih komponenti tenzora energije i impulsa. Energijske uvjete koje mozemo zahtijevati

za takav tenzor jesu [8]:

1. Null energijski uvjet (NEC)

Za bilo koji vektor sa svojstvom k,k* = 0,
T k'E” > 0. (13)
Slijedi da za tenzor energije-impulsa anizotropnog sfernosimetri¢nog idealnog fluida vrijedi:

Vi, p+p; > 0. (14)

2. Slabi energijski uvjet (WEC)

Za bilo koji vektor sa svojstvom U,U* < 0,
T, U*U" > 0. (15)

Fizikalno gledano T, U*U" je gustoa energije mjerena od strane bilo kojeg promatraca koji se giba
sporije od brzine svjetlosti s ¢etvero-brzinom U*, u terminima tenzora energije-impulsa anizotropnog

sfernosimetri¢nog idealnog fluida imamo:

p>0 Vi, p+p; > 0. (16)

3. Jaki energijski uvjet (SEC)

Za bilo koji vektor sa svojstvom U,U*" < 0 vrijedi nejednakost,

T
(T — §gw)U“U” > 0. (17)

Gdje je T trag tenzora energije-impulsa. Za tenzor energije-impulsa anizotropnog sfernosimetri¢nog ide-

alnog fluida vrijedi,
Vi, p+pi>0, p+ > p;i > 0. (18)



Za geometriju crvotocine ovi energijski uvjeti bivaju svi naruseni [2], medutim to nije slucaj za modificiranu

teoriju gravitacije tipa f(R).



4 Crvotocine u gravitaciji tipa f(R)

U ovom radu crvotocine ne¢emo analizirati polazeéi od standardne opce teorije relativnosti, ve¢ u kontekstu tzv.
gravitacije tipa f(R). To pitanje je zanimljivo iz potrebe da se modeli koji su poznati iz opée teorije relativnosti
prouce u kontekstu alternativne teorije gravitacije radi usporedbe rezultata. No, to pitanje je takoder zanimljivo
i zbog moguénosti da nova teorija izbjegne narusavanje slabog energijskog uvjeta (WEC) koje prati crvotocine u
opc¢oj teoriji relativnosti. Odnosno, moguce je da upravo modifikacije jednadzbi ostvare preduvjet za nastanak
crvotocine koja bi bila u skladu s uvjetom kojega zadovoljava poznata materija.

Kod gravitacije tipa f(R) rije¢ je o skupu modela na ¢ijem se istrazivanju veoma intenzivno radi nakon ot-
kri¢a ubrzane ekspanzije svemira 1998. godine, a koje je uslijedilo nakon prou¢avanja supernova tipa Ia [9] [10].
Ti modeli predstavljaju alternativnu teoriju standardnom kozmoloskom modelu i njegovim pretpostavkama. Os-
novne pretpostavke standardnog kozmoloskog modela su to¢nost jednadzbi opée teorije relativnosti, opis tvari
pomocu idealnog fluida i uvodenje tzv. kozmoloske konstante, odnosno tamne energije, kako bi se dodatnim
matematickim ¢lanom objasnila ubrzana ekspanzija (gravitacijsko privlacenje mase u svemiru samo po sebi bi
vodilo na usporenu ekspanziju svemira) [11]. Jedan je od glavnih konceptualnih problema tog pristupa, odnosno
standardnog kozmoloskog modela u cjelini, Sto kozmoloska konstanta predstavlja ¢lan koji je dodan naknadno
bez zadovoljavajuée teorijske motivacije, iskljucivo u cilju podudaranja teorije s eksperimentalnim podacima.
Pokusaji razjasnjavanja predlozenog mehanizma na temelju kvantne teorije polje doveli su do poznatog nepo-
dudaranja od 120 redova veli¢ina [12]. To pitanje postaje utoliko problemati¢nije ako uzmemo u obzir udjele
sastava svemira prema standardnom kozmoloskom modelu : 4% odgovara obitnoj barionskoj materiji, 20%
tamnoj materiji, te 76% tamnoj energiji [13]. Dakle 96% grade svemira je postulirano samo na temelju nepo-
dudaranja ranije teorije, koja je ukljuc¢ivala samo barionsku tvar, s rezultatima opazanja. Gravitacija tipa f(R)
nastoji objasniti ubrzanu ekspanziju svemira bez uvodenja ikakvih dodatnih ¢lanova, mijenjajuéi jednadzbe
gibanja za gravitaciju. To se postize modificiranjem integrala djelovanja za gravitacijsko polje, nad kojim se
onda provodi varijacijski postupak i izvode modificirane jednadzbe teorije. Standardni integral djelovanja za

doprinos gravitacijskog polja u opéoj teoriji relativnosti ima oblik [14] :

1
SeEn = %/\/—QRCZA‘% (19)

pri cemu je R Riccijev skalar, k = 877G, a g je determinanta metrickog tenzora. U gravitaciji tipa f(R) taj se

integral djelovanja modificira na sljede¢i nacin :

S = o / V=af(R)d'z, (20)

pri cemu je f(R) neka proizvoljna funkcija Riccijevog skalara. Vidljivo je da navedena modifikacija ima prednost
Sto je opcenitija, odnosno $to ukljucuje standarni oblik kao svoj posebni slu¢aj, no s druge strane u praksi on
dovodi do znatnog kompliciranja jednadzbi. Provedbom varijacijskog postupka * polazeéi od jednadzbe (20), te
dodajuéi integral djelovanja doprinosa materije, koji ostaje jednak kao i u opéoj teoriji relativnosti, dobivamo

sljedeée jednadzbe:
df(R) 1 df

RMUW - §g;wf(R) - (Vuvu - g;wv VU)E =

Uvodimo oznake fr = df /dR i ekvivalentno za vise derivacije po Riccijevom skalaru, te promatramo ¢emu je

kT, (21)

lvidjeti dodatak



jednako djelovanje kovarijantnih derivacija i kovarijantnog d’Alembertovog operatora V2V, na f(R):

vuvufR = vu(fRRvuR) = fRRR(v;LR)(vVR) + fRRv,uvuR (22)
VoVofr=9g""V,V.[r = g“”fRRR(VMR)(V,,R) + frRrVV,R. (23)
Tako dobivamo :
1
fRRuu - ifg,“, + 3fRRR(VNR)(VVR) - fRRV,LVVR + gMVfRRV"VUR = k‘TMy. (24)

Kontrahiranjem ¢itave jednadzbe s metrickim tenzorom dobivamo jednadzbu:

1

ViV =7 {kT — frR+2f = 3frrr9" (V. R)(V,R)}. (25)

IRR
Sada zelimo odrediti jednadzbu za Einsteinov tenzor G, = R, — %Rg,w koja ée nam biti od kljuéne vaznosti u
nasoj analizi crvotoc¢ina. U tu svrhu (24) Riccijevog tenzora izrazavamo preko Einsteinovog tenzora i Riccijevog

skalara prema navedenoj jednadzbi i dobivamo:

1

GHV:E

1 1
(kTuu - §fRRguV + ifgm/ + vqufR - guuvavafR)- (26)
Ponovno koristimo izraze (22) i (23), te kovarijantni d’Alembertov operator Riccijevog skalara izrazavamo preko

jednadzbe (25). Tako dobivamo jednadzbu za Einsteinov tenzor:

Gy = fiR{ FanV VR + frrn(VuR)(VuR) — 22 (Rfn + f + 2KT) + Ty ). (27)

Na temelju posljednje jednadzbe za modificirani Einsteinov tenzor pristupit ¢emo analizi crvotocine.

Prilikom prou¢avanja crvotocina u gravitaciji tipa f(R) uobicajeno je zbog znatnog pojednostavljivanja jed-
nadzbi postaviti dodatan uvjet da je funkcija crvenog pomaka ¢(r) konstantna [15] [16]. Takav uvjet na o(r),
koji se bez dodatnih opravdanja pretpostavlja unaprijed, nije opravdan, te da se temeljni parametri crvotocine
ne bi na ovakav na¢in smjeli umjetno ogranicavati. Kao sto je vidljivo u poglavlju 5.3.4 karakter ¢(r) uvelike
utjece na oblik rjeSenja i ne moze se zanemariti. Takoder, buduéi da o njemu ovisi rjeSenje modificiranih Einste-
inovih jednadzbi crvotocine, o ¢(r) ovisi i zadovoljenje slabog energijskog uvjeta u odredenom sluc¢aju, o ¢emu
¢e vise rijeci biti kasnije.

Izrazi za Einsteinove tenzore crvotocine, kao i za Christoffelove simbole i Riccijev skalar, koji su izvedeni ranije,
karakteriziraju samo metriku problema ¢iji se opis nije promijenio, te oni stoga ostaju jednaki. UvrStavajuéi
ih u (27) dobivamo cetiri vezane diferencijalne jednadzbe crvotocine u gravitaciji tipa f(R), pri ¢emu su zbog
sferne simetrije problema jednadzbe za kutne doprinose jednake. Materiju opisujemo tenzorom energije-impulsa

anizotropnog idealnog fluida :

Ty = (p+2)ULUs + PiGuw + (Pr — Pt) XX (28)

gdje je U cetverovektor brzine, p gustoda energije, p; i p, tlakovi, a x* = /1 — b(r)/rd*. Moramo odrediti kova-
rijantne derivacije Riccijevog skalara u odgovaraju¢im jednadzbama, na temelju osnovne definicije kovarijantne
derivacije:

V.ViR(r) = V,0;R(r) = 00, R(r) — TNO\R(r) = =T, 0, R(r), (29)



te ekvivalentno za ostale jednadzbe:
V,V,R(r)=R"(r) - T7,0,R(r) (30)

VoVoR(r) = —Tpe0.R(r). (31)

Uvrstavajuéi navedene izraze, kao i komponente Einsteinovog tenzora i Christoffelovih simbola u jednadzbe (27)
uz odabir k = 1, te sredivanjem izraza, kona¢no dolazimo do modificiranih Einsteinovih jednadzbi za metriku

crvotocine :

PO an( = ") R 06! 0) + S (RO + 1)+ 520+ 200412, (32)
)+ 22NN M) R b V6D
r3 T 2 r? T
(33)
+anr(r) 210~ " (R )+ 20+ 20— 2m),
MOy Vb ) V=
(-2 2TT_M¢()+W()+ W "

= I YO py L RO+ S0+,

T T

Primijetimo da se u R(r) zapravo nalaze ¢(r) i b(r) u skladu s izrazom (12). Time jednadzbe (32 - 34) pred-
stavljaju nelinearne vezane diferencijalne jednadzbe Getvrtog stupnja za ¢(r) i b(r). Medutim, za komponente
tenzora energije-impulsa jednadzbe (32 - 34) predstavljaju sustav algebarskih jednadzbi koje, usprkos svojoj
slozenosti, imaju analiticko rjesenje. U naSem radu u odredenim modelima gravitacije tipa f(R) promatramo
rjeSenja za komponente tenzora energije i impulsa istrazujuéi razlic¢ite funkcije koje opisuju parametar crvenog
pomaka ¢ i oblika crvotocine b(r). To je zapravo jednako odgovoru na problem - polazeéi od toga kako cr-
votoc¢ina mora izgledati odrediti od kakve materije mora biti izgradena.

U ranijim radovima koji se bave crvoto¢inama u gravitaciji tipa f(R) [15] [16] funkcija f(R) se nerijetko tretira
kao nepoznanica za koju se rjesava diferencijalna jednadzba, odnosno trazi se takav njezin oblik koji bi zadovo-
ljavao odredene uvjete, ili se pak za nju uzimaju neke jednostavne proizvoljne funkcije, prilagodene problemu
koji se promatra. Takav pristup nije zadovoljavajuéi jer konkretni oblik f(R) predstavlja karakteristiku same
teorije i ne moze se koristiti kao arbitraran parametar u analizi konkretnog problema unutar teorije. To vrijedi
utoliko vise ukoliko se radi o analizi crvotocine, daleko od bilo kakve moguénosti eksperimentalne provjere na
temelju koje bi se eventualno mogli postaviti neki uvjeti na f(R). Stoga smatramo da se u odnosu na problem
crvotocine oblik f(R) mora zadati nezavisno i unaprijed, te na nac¢in da obeéava podudaranje s eksperimental-
nim podacima na razini sunéevog sustava i kozmoloske evolucije. Stoga crvotocine promatramo u nekoliko f(R)
modela koje daju zadovoljavajuca rjeSenja na standardne testove koje mora ispunjavati alternativna teorija
gravitacije [17] [18] [19] [20]:

e MJW model [21]
f(R)=R—BR,In(1+ Rﬂ)’ (35)

*

pri ¢emu su 8 i R, slobodni pozitivni parametri teorije

e model Starobinskog [22]
R? _
FR) = R+ AR[(1+ (55)7" — 1], (36)

*
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kao i u [17] za parametre odabiremo vrijednosti A = 11 ¢ = 2, a R, variramo oko vrijednosti 4.17 (radimo

u jedinicama u kojima je Hubbleov parametar Hy = 1)

e Eksponencijalna gravitacija [23]

f(R)=R—R,JR—\1—-eB), (37)

R = R/R., a ostali parametri su ekvivalentni onima u ranije navedenim modelima

Posebno ¢e nas zanimati zadovoljavanje slabog energijskog uvjeta u konkretnim f(R) modelima, te za
odredeni izbor funkcija o(r) i b(r). Potrebno je posebno istaknuti kako to pitanje nije vise toliko jednos-
tavno kao u opcoj teoriji relativnosti gdje je G, = k1), iz cega G, k*k” < 0 direktno vodi na naruSavanje
slabog energijskog uvjeta, odnosno na : T, k*k¥ < 0; pri ¢emu su k*,k" proizvoljni vektori sa svojstvom
ktk, < 0. Uvjet T, k*k” < 0 se moze ekvivalentno napisati u obliku p < 0 i p + p, < 0, uzimajuéi u obzir
(28). U modelima tipa f(R) izraz za Einsteinov tenzor se modificira i ima oblik (27). Sada dodatni ¢lanovi
koji se pojavljuju omogucavaju da bude zadovoljeno G, k*k” < 0, ali i da bude o¢uvan slabi energijski uvjet :
p >01ip+p. > 0. Takva rjeSenja predstavljaju crvotocinu za ¢ije postojanje nije potreban nikakav egzoticni
materijal, ve¢ je ona ostvarena upravo na temelju ¢lanova u odnosu na koje se gravitacija tipa f(R) razlikuje
od f(R) = R, tj. opce teorije relativnosti. Naravno, navedeni uvjeti nece biti zadovoljeni opéenito, ve¢ samo za

odredeni izbor funkcija ¢(r) i b(r) u pojedinim varijantama f(R) modela.

11



5 RjeSenja i diskusija rezultata

U ovom, glavnom poglavlju rada istrazujemo tri relevantne grupe modela koji uz odgovarajuéi izbor parametara

i p(r) (crveni pomak), b(r) (funkcija oblika) vode na moguénost postajanja crvotocine bez egzotiéne materije.

5.1 MJW model

Za MJW model uzete su sljedeée geometrijske konfugaricije crvotocine:
1. b(r) = \/ro/r, ©(r) =In(ro/r +1)
2. b(r) = e, o(r) =In(ro/r+1)
3. b(r)=¢"70, o(r) = Vro/r

Funkcija Riccijevog skalara u MJW modelu dana je:

S(R) = R—BR. (1 + 2, (38)
gdje su, kao Sto je navedeno, S i R, slobodni parametri teorije. Uzete su sljedeée vrijednosti za navedene
parametre 8 =3, 8 =4, 8 =5,1 R, =4, R, = 5, te je pokazano ponaSanje gustoce (Slika 4), (Slika 6), (Slika
8), te slabi energijski uvjet (Slika 5), (Slika 7), (Slika 9) za kombinacije tih parametara. Iz dobivenih rezultata
vidljivo je da za sve tri konfiguracije crvotocine, te za sve odabrane parametre teorije, dobivamo gustoé¢u energije
pozitivnu po cijelom prostoru (Slika 4), (Slika 6), (Slika 8), te zadovoljenje je slabog energijskog uvjeta (WEC)
(Slika 5), (Slika 7), (Slika 9). Zakljuéujemo da MJW model podupire egzistenciju odabranih crvotocina za

navedene slobodne parametre teorije.
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5.1.1

b(r) = /ro/ry ¢ =In(rg/r + 1)

p=3, Ru=

B=4, Re=

=5, Ru=

B=5, Ru=

4

4

5

40

5019

Slika 4: PonaSanje gustode energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = /ro/r,

o(r) =In(rg/r + 1)

Slika 5: Ponasanje p 4+ p, (drugi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r)

In(ro/r + 1)

B=4,Re=t
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5.1.2  b(r) =e' 70, o =In(ro/r +1)

_ =3, Re=4

R B=4,Re=4

E— B=5,Re=4

_— B=5,R+=5

Slika 6: PonaSanje gustoce energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = elf%,

p(r) =In(ro/r +1)

prtp
B
A\
\ =3, Rs=4
\
\
6
—_— p=4,Ru=t
\
\
4k \ _— B=5, Re=4
\
\\ —_— 5. Ra=5
2 \
N
S
10 15 20 25 30 35 40 45 501,

Slika 7: PonaSanje p + p, (drugi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = e "o, p(r) =
In(ro/r + 1)
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5.1.3  b(r)=¢'"70, o= \/ro/r

=3, Ru=t

=4, Ro=d

B=5,Re=4

=5, Re=5

a5

Slika 8: Ponasanje gustoce energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = e 7o,

o(r) = /ro/r

Slika 9: Ponasanje p + p, (drugi dio Slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg

15
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5.2 Model Starobinskog

Za model Starobinskog uzete su crvotocine oblika:
1. o(r) =ln(r/ro) + 1, o(r) = /ro/r
2. b(r) =In(r/ro) + 1, @(r) = (ro/r)*/*

3. b(r) =+/r/r0, ©(r) =In(y/ro/r +1)

Funkcija Riccijevog skalara u modelu Starobinskog ima oblik:

2

f(R)=R+ AR.[(1+ (R

) U (39)

Ovdje su kao i u [17] odabrane vrijednosti za parametre A\ = 1 i ¢ = 2, a R, variramo oko vrijednosti 4.17
(radimo u jedinicama u kojima je Hubbleov parametar Hy = 1). Konkretno, uzete su vrijednosti R, = 3.17,
R, =4.171 R, = 5.17. Na slikama (Slika 10), (Slika 12), (Slika 14) pokazano je ponaSanje gustoce energije za
razne vrijednosti parametra R,. Vidljivo je kako je gustoca energije pozitivnha po cijelom prostoru. Slucaj u
kojem promatramo slabi energijski uvjet (Slika 11), (Slika 13), (Slika 15) pokazuje da taj uvjet nije zadovoljen
za takve crvotocine uz taj izbor slobodnih parametara teorije i sve funkcije oblika i crvenog pomaka koje smo
promatrali. Ovaj model i dalje zahtijeva pretpostavku o egzoti¢noj materiji koja bi podupirala postojanje
crvotocine ili jednostavno treba odbaciti egzistenciju tako odabranih crvotocina za model Starobinskog, osim

eventualno za vrlo specifican izbor funkcija oblika i crvenog pomaka, no koje nismo razmatrali.

5.2.1 b(r) =In(r/ro) + 1, p = +/1o/T

E— R#=3.17

Slika 10: Ponasanje gustoce energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = In(r/rq)+1,

p(r) =+/ro/r
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Slika 11: Ponasanje p + p, (drugi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = In(r/rg) + 1,

(r) = /ro/r
5.2.2 b(r)=1In(r/ro) +1, ¢ = (7“0/7")1/4

0.4

— R+=3.17

Slika 12: Ponasanje gustoce energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = In(r/r¢)+1,
o(r) = (ro/r)*/*
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_— R4=3.17

_— Ru=4.17

_— R+=5.17

Slika 13: Ponasanje p + p, (drugi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = In(r/rg) + 1,
(1) = (ro )1/

5.2.3 b(r) =+/r/ro, ¢ =In(y/ro/r +1)

Slika 14: Ponasanje gustoce energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = +/r/ro,
p(r) = n(/rufr +1)

18



_— R4=3.17

_— R+=4.17

_— R4=5.17

70 75 50r1g

Slika 15: Ponasanje p + p, (drugi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = \/r/rg, @(r) =

In(\/ro/r +1)

5.3 Model Eksponencijalne gravitacije

U modelu Eksponencijalne gravitacije uzete su crvotocine oblika:

1. b(r) = \/ro/r, ©(r) =In(ro/r +1)

r

0, p(r) =In(ro/r +1)
3. b(r) = Le' 770, (r) = L\/r/ro

Za model Eksponencijalne gravitacije funkcija Riccijevog skalara dana je:

2. b(r)=e'"

f(R)=R—R.[R-\1-e )], (40)

gdje je R = R/R,, a A i R, su slobodni parametri teorije. Promatrali smo ponasanje gustoce energije i slabi
energijski uvjet za kombinacije parametara A = 1.5, A = 2.5, R, = 2, R, = 4. Rezultati su zanimljivi s obzirom
da za prvu crvotoéinu tipa b(r) = /ro/r, @(r) = In(re/r + 1) i tre¢u crvotoéinu tipa b(r) = %elf%, o(r) =
%m dobivamo zadovoljenje oba uvjeta, dakle gustoéa energije i slabi energijski uvjet je zadovoljen za
sve odabrane parametre teorije (Slika 16), (Slika 17), (Slika 20), (Slika 21) dok u slucaju druge crvotocine
b(r) = el 77, o(r) = In(rg/r + 1) moguéa je samo u slucaju kad je A = 2.5 1 R, = 4 (Slika 18), iako je za sve
ostale parametre p 4+ p, > 0 zadovoljen (Slika 19).
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5.3.1  b(r) =+/ro/r, p=In(ro/r +1)

0.8

Slika 16: Ponasanje gustoée energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = \/7"07/7"7
p=In(ro/r+1)

A=15, Re=2

A=15,Re=4

1=2.5, Re=2

Slika 17: Ponasanje p + p, (drugi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = \/ro/7, ¢ =
In(re/r + 1)
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5.3.2 b(r) =e' 70, p=In(ro/r +1)

e A=15,Re=2

—_— 1=2.5, Re=d

e 1=15,Re=2

e 1=2.5, Re=d

Slika 18: Ponasanje gustoce energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = e Trt),
o =In(re/r +1)

E— A=15, Re=2

E— 1=25, Re=d

Slika 19: PonaSanje p + p, (drugi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = el T, o =

In(ro/r + 1)
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©=3/r/ro

5019

pevp
25

Slika 20: PonaSanje gustoce energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r)

_ 1 1=
=5e "o,

A-15,Re=2

A=L5,Re=4

1=255, Re=2

1=25,Re=4

5010

1—

0, P =
22



5.3.4 Usporedba ¢(r) = konstanta i ¢(r) =In(rg/r + 1)

U modelu eksponencijalne gravitacije mozemo prikazati dramatican utjecaj crvenog pomaka o(r).

Naime,

uzmemo li crvotocinu geometrije b(r) = e!~"/70, (r) = In (rq/r + 1) dobivamo zadovoljenje slabog energijskog
uvjeta, dok uzmemo li crvotocinu tipa b(r) = e!~"/™ ¢(r) = 1, dakle kada je () konstanta, slabi energijski

uvjet nije zadovoljen. Zanimljiv je slu¢aj u drugom djelu slabog energijskog uvjeta, gdje je oc¢ito da se one

razlikuju na kvalitativnoj razini. Slike 22. i 23. pokazuju usporedbu tih rezultata.

P

b(r)=el""/"0, g(r)=In(1/r+1)

Slika 22: Ponasanje gustoée energije (prvi dio slabog energijskog uvjeta) u ovisnosti o r/rg za b(r) = e' ="/,

o(r)=In(ro/r+1)ib(r)=e""/m or)=1

b(n=el""/10, y(n=In(1/r+1)

b(n=e!""/10, p(n=1)

Slika 23: PonaSanje p + p, (drugi dio slabog energijskog uvjeta) u
In (ro/r + 1) i b(r) = e!="/70, p(r) =1

ovisnosti
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or/ro za b(r)
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6 Zakljucak

Proucavali smo problem ispunjenja slabog energijskog uvjeta kod crvotoé¢ina u gravitaciji tipa f(R). Pri tome
smo se koncentirali iskljuc¢ivo na modele koji su relevantni u smislu zadovoljavanja standarnih kozmoloskih i
gravitacijskih testova za alternativnu teoriju gravitacije. Konkretno, radilo se o MJW modelu, modelu Staro-
binskog, te eksponencijalnoj gravitaciji. Prilikom izvodenja gravitacijskih jednadzbi za proucavanje navedenog
problema nastojali smo zadrzati najveéu moguéu opcenitost i izbjeé¢i neke standardne uvjete na parametre cr-
votocine. Analiza dobivenih rezultata pokazala je zadovoljavanje Slabog energijskog uvjeta, odnosno moguénost
izgradnje crvotocine bez egzoti¢ne materije, za svaki izbor parametara crvoto¢ine u MJW modelu, za dva izbora
promatranih parametara i poseban slucaj slobodnog parametra modela u eksponencijalnoj gravitaciji, te niti
jedan od razmotrenih izbora parametara u modelu Starobinskog. Kao nastavak ovog rada bilo bi zanimljivo
istraziti stabilnost pojedinih rjesenja, te rjeSenja u crvotoc¢inama koje su vremenski ovisne i bez sferne simetrije,

buducu da predstavljaju rjesenja s odredenom fenomenoloskom tezinom.
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9 Dodatak : Varijacijski postupak za gravitaciju tipa f(R)
Varirajuéi integral djelovanja za gravitacijsko polje po metrici dobivamo dva doprinosa :

0SEH = —/6\/7]( R)d*z /6R \/7d4 (41)
Najprije promatramo prvi doprinos varijaciji. Za ra¢unanje varijacije determinante metrike rabimo identitet

In(g) = Tr(In(g,.)) Iz varijacije izraza proizlazi (1/g)0g = " dgu.-

Za prvi doprinos stoga dobivamo:

-1 1
nuv 4. nv 4
| s gt its = [ 5gaig” (R

= —5/\/—99W59””f(3)d4$
pri ¢emu je iskoriSten identitet ¢““g,n = Jy, odnosno njegova varijacija iz koje u nasem slucaju proizlazi
Gu0g"’ = —g"”6g,,. Sada promatramo drugi integral u izrazu (41) uocavajuéi kako se u svrhu Riccijev skalar

moze prikazati kao R = g"¥ RR,,,, ¢ime se taj integral razdvaja na dva Clana:

/ 59" R, ( )F dz + / 5R#Ug“”%\/jgd4x. (43)

Prvi ¢lan u (43) je ve¢ izrazen kao varijacija po metrici, stoga je naredni korak razmotriti drugi ¢lan u kojem je
sadrzana varijacija po Riccijevom tenzoru. Uzimamo u obzir kako je Riccijev tenzor kontrakcija Riemannovog

tenzora, R,, = R}, . te varijaciju Riemannovog tenzora raspisujemo kao varijaciju Christoffelovih simbola, u

PN
skladu s definicijom Riemannovog tenzora:

—T,0T%

SRy, = OAOT, — 0,01}, + 0Ty, 10, + T3 6%, — 6T I 2 (44)

Al
Varijacija Christoffelovog simbola je zapravo razlika dviju konekcija, te je u skladu s definicijom kovarijantne
derivacije,V,V, = 0, + I';;,V?, razlika dviju konekcija razlika odgovarajucih kovarijantnih derivacija, odnosno
dobro definiran tenzor. Stoga je moguce promotriti kovarijantu derivaciju varijacije

Christofelovog simbola:

VAdL,, = 9\0T, + 13,017

m |

A A
—T%,6T), —T%,0T3,. (45)

pu

Dobili smo dio ¢lanova koji se pojavljuje u (44), drugi dio dobiva se ekvivalentno kao V,,(Sfﬁu, te se varijacija

Riemannovog tenzora moze prikazati kao njihova razlika, odnosno
SRy, = Vadly, — V0, (46)
Stoga je drugi integral u (43) jednak
A v ( ) 4
/{V,\(SFW —V, 0T ut 9 5oV —gd (47)

Da bismo mogli nastaviti potreban nam je izraz za varijaciju Christoffelovog simbola, a njega ra¢unamo na

temelju definicije I'g, = %g“"{gﬁgﬁ + 9vo,8 — 9py,0; Prije toga izraz (47) mozemo prikazati u prikladnijem
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obliku koristeéi kompatibilnosti metrike i preimenujuéi indekse po kojima se vrsi kontrakcija:
df (R)
v ST o STA 4
/Vg{g” ory, —g" 5F>\u} iR V—gd*z. (48)
Sada racunamo varijaciju Christoffelovog simbola:

oLy, = 569 PLGupw + Guou — Guvp}t + 99 P{0G1pw + 09vp,u — 09uvp}- (49)

Koristeci se osnovnim izrazom za kovarijantnu derivaciju, parcijalne derivacije varijacije metrike mozemo iskazati
preko kovarijantnih derivacija: 69, = V09, + I‘,‘fpégw + I‘f#&gw, te slicno za ostale ¢lanove. Uvrstavajucih
ih u (49) dobivamo:

oL, = 559 PGupw + Gvon — Guvpt + 99 P{Vuogu + ZFfM(Sg,,(p + Vubgup = Vpbgun}- (50)

Kao i do sada, zelimo promotriti varijaciju po metrici s gornjim indeksima, zbog ¢ega koristimo identitet
0Gu = —g#(z,g,,nég(b”, direktno dobiven iz ranije koriStenog g¢,,0g"" = —g""dg,.,. Koristedi taj identitet u
(50), koriste¢i kompatibilnost metrike, kontrahirajuéi odgovarajuée matrice metrike, te raspisujuéi prvi élan u

varijaciji pomoc¢u Christoffelovog simbola dobivamo :

5F;w =dg Pgd)pl“fjl, — ingygsgd’ — §gu¢vu5g¢
1 op oy] ¢ op
=597 91690V 009" +1,09069 (51)
1 g o g
*E(guqbvv(;gd) +gu¢vp59¢ - g,u¢gm]v 5g¢n)'

Koristedi ovaj izraz za raspisivanje ¢lanova koji se pojavljuju u (48), kontrahiranjem odgovarajuéih tenzora

metrike i oduzimanjem navedena dva ¢lana kona¢no dobivamo integral u obliku :

[ Totgu ) - Drie L =gt (52)

Dobiveni integral mozemo dalje razviti kao :

d, d
[ Tell0u v 09™) = Va3 ke~ [(00,9°(00™) — Vadg Vvt (53)

Na prvi integral u (53) mozemo primjeniti Stokesov teorem
/ V. Vi —gd"x = / n, Vi —~d" ', (54)
b )

gdje je m, normala na rubnu hiperplohu 0%, %j pripadna inducirana metrika. Prvi integral u (53) je time

dakle preostaje samo drugi integral kojeg ponovno rastavljamo :

d, dj
[omug TR gt = — [0 60 00 L) -va067 V. ) =gt
@

(55)
o f v oA 4
/(gWV Vgﬁég V,\Vg—dRég W—gdz.
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Kod prvog ¢lana ponovno primjenjujemo Stokesov teorem i zahtijevamo da varijacija na grani¢noj plohi is¢ezava,
te stoga preostaje samo drugi ¢lan u (55). Sada prikupljamo sve izracunate doprinose varijaciji integrala
djelovanja (doprinos u (42), prvi ¢lan u (43) i drugi ¢lan u (55) i trazimo ekstremnu tocku, tj.zahtijevamo da

ukupna varijacija iS¢ezava. Na taj nacin dobivamo modificiranu Einsteinovu jednadzbu u vakuumu:

df (R) df

1
R0 =3 ar " (56)

guuf<R) - (vuvu - QWVUVU)
Kako bismo dobili potpunu modificiranu Einsteinovu jednadzbu za gravitaciju tipa f(R) dodajemo jos standarni

¢lan djelovanja za materiju : S = Sgpg + Sarar, uz standardno definiranje tenzora energije-impulsa 7),, =

—2—L_95maT kopaéno proizlazi:

v —g 5guu

df (R 1 d
R[LVM - *g,uuf(R) - (vuvu - guuvav0)£ =
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10 Sazetak

Petar Pavlovi¢ i Marko Sossich

Crvotocine u gravitaciji tipa f(R) i otuvanje slabog energijskog uvjeta

U naSem radu prouc¢avamo crvotocine u gravitaciji tipa f(R) — teoriji koja generalizira i modificira jednadzbe
opce teorije relativnosti. Istrazeno je viSe rjeSenja gravitacijskih jednadzbi koje smo izveli u razlic¢itim modelima
gravitacije tipa f(R). Veéina dobivenih rjeSenja iskljucuje potrebu postojanja egzotiéne materije, koja je pri-
sutna u standardnoj opéoj teoriji relativnosti. Za razliku od do sada uobi¢ajenog pristupa problemu ne uvodimo
nikakve dodatne pretpostavke u svrhu pojednostavljivanja jednadzbi, te funkciju f(R) ne tretiramo proizvoljno,
vec¢ kao karakteristiku teorije koja mora biti odredena na temelju zahtjeva konzistentnosti s opazanjima na razini
suncéevog sustava i kozmoloske evolucije.

Kljucne rijeci: opéa teorija relativnosti, crvotocina, gravitacija tipa f(R), slabi energijski uvjet, egzoti¢na ma-

terija

11  Summary

Petar Pavlovi¢ i Marko Sossich
Wormholes in f(R) Theory of Gravity and Weak Energy Condition

In our work we analyze wormholes in the context of f(R) gravity — theory that generalizes and modifies
equations of general theory of relativity. Several solutions of derived gravitational equations in different f(R)
models are examined. Most of the solutions imply no need for exotic material, which is present in the standard
general theory of relativity. Our approach differs from the one that has been common in respect that we don’t
take any additional assumptions to simplify the equations, and we don’t treat f(R) as arbitrary functions, but
rather as a characteristic of the theory that has to be evaluated on the basis of consistency with observations
for Solar system and cosmological evolution.

Key words: general theory of relativity, wormhole, f(R) gravity, Weak Energy Condition, exotic matter
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