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1 Uvod

Problem egzaktne rekonstrukcije poligona pomo¢u kompleksnih mome-

nata traºi da, ukoliko znamo odre�eni broj kompleksnih momenata poligona

P , tj. vrijednosti ∫∫
P

zkdz, k ∈ N0,

na jedinstven na£in odredimo vrhove tog poligona.

Na ovo je pitanje pozitivno odgovoreno � rezultati koje daju Davis [3, 5]

²ezdesetih i sedamdesetih godina pro²log stolje¢a te, u op¢enitom slu£aju,

Milanfar, Verghese, Karl i Willsky [19] sredinom 1990-tih pokazuju da je

to mogu¢e ukoliko znamo prvih 2n − 2 kompleksnih momenata n-terokuta.

Dano je i nekoliko algoritama [6, 7] na tu temu, od kojih se izdvaja Pronyjeva

metoda [13] kao jednostavan i brz na£in rekonstrukcije. No, neka su pitanja,

bitna za prakti£ne primjene, ostala do sada nedovoljno istraºena, a napose

se isti£e problem prepoznavanja broja vrhova poligona iz kompleksnih mo-

menata, ukoliko ga a priori ne znamo. Tako�er, rje²enja dobivena Pronyje-

vom metodom su osjetljiva [10, 2] na kori²tenje kona£ne aritmetike. Stoga

se postavlja pitanje mogu¢nosti njenog modi�ciranja, sa ili bez poznavanja

dodatnih informacija o objektu.

Nakon kra¢eg uvoda i navo�enja poznatih £injenica, pri £emu nalazimo

kontraprimjer za dokaz Propozicije 2. iz [19], predlaºemo dva pobolj²anja

Pronyjeve metode. Prvo, dokazujemo da se poligon moºe rekonstruirati i iz

vrijednosti znatno ve¢e klase integrala oblika∫∫
P

f(z)kdz, k ∈ N0,

iz £ega spomenuti teorem za kompleksne momente slijedi kao korolar.

Nadalje, uz odre�ene ograde, odgovorit ¢emo na pitanje odre�ivanja broja
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vrhova iz integrala potencija, pa stoga i iz kompleksnih momenata, te ¢emo

pruºiti jednostavnu metodu za otkrivanje broja vrhova putem pridruºene

Hankelove matrice.

Poslije tog se rezultata vra¢amo Pronyjevoj metodi za kompleksne mo-

mente te ocjenu od 2n− 2 momenata zna£ajno pobolj²avamo za slu£aj poli-

gona koji pokazuju neku vrstu simetrije (od posebnog se prakti£nog interesa

£ine centralno simetri£ni poligoni). U tu svrhu predlaºemo konkretan algo-

ritam za rekonstrukciju, ponovno baziran na Pronyjevoj metodi, koji iskori-

²tava na²u bolju ocjenu te na taj na£in zna£ajno ubrzava i pove¢ava to£nost

Pronyjeve metode. Uz to, dajemo i jednostavnu propoziciju koji pomaºe pri

odre�ivanju kandidata za simetri£ni poligon.

Zavr²avamo s nekim rezultatima vezanima uz prakti£ne primjene. Jasno

je da je nemogu¢e odrediti u kojim ¢e to£no slu£ajevima metoda zbog nu-

meri£kih problema pogrije²iti. Ipak, dokazat ¢emo nekoliko tvrdnji iz kom-

pleksne analize i teorije matrica koje pomaºu pri stvaranju intuicije o tome

kada Pronyjeva metoda radi, a kada ne. Na primjerima pokazujemo i da je

ta intuicija u skladu sa stvarnim ograni£enjima algoritma. Na kraju, na²e

rezultate predstavljamo na izabranom skupu stvarnih primjera, ne²to sloºe-

nijih nego u dosada²njim radovima (npr. [19, 7]), te uz integrale generirane

potencijama eksponencijalne funkcije i identitete.
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2 Matemati£ka pozadina i dosada²nji rezultati

Prije no ²to po£nemo s navo�enjem dosada²njih rezultata na ovu temu,

potrebno je precizno de�nirati objekte s kojima radimo.

De�nicija 1. Za n ≥ 3, poligon je ure�ena n-torka (z1, z2, . . . , zn) ∈ Cn

koja zadovoljava sljede¢e uvjete:

(i) Svi zj, j ∈ {1, 2, . . . , n}, su me�usobno razli£iti.

(ii) Za j, k ∈ {1, 2, . . . , n}, k 6= j, vrijedi

(zj, zj+1) ∩ (zk, zk+1) =


{zj} : k = j − 1

{zj+1} : k = j + 1

∅ : ina£e

.

(iii) Za j ∈ {1, 2, . . . , n}, to£ke zj−1, zj i zj+1 nikada nisu kolinearne.

Da bi se izbjegla konfuzija izme�u stranica poligona i mnoºenja komplek-

snih konjugata, duºine ozna£avamo pomalo nestandardnom oznakom (·, ·).

Tako�er, ovdje, a i svuda u daljnjem tekstu, prirodno identi�ciramo vrhove

modulo n: zn+j ≡ zj.

De�nicija 2. Ure�enu n-torku koja zadovoljava prva dva uvjeta De�nicije

1., ali ne i tre¢i, nazivamo degenerirani poligon.

Napomena 1. Me�usobno identi�ciramo sljede¢ih n poligona: (z1, z2, . . . , zn),

(z2, z3, . . . , zn, z1), . . ., (zn, z1, . . . , zn−1).

Primijetimo da pro²la napomena govori da u poligonu niti jedan vrh ne

tretiramo kao po£etni. No, kao ²to pokazuje sljede¢a usporedba, to ne zna£i

da je poligon u potpunosti odre�en samo skupom vrhova � poredak je bitan.

Specijalno, poligone (z1, z2, . . . , zn) i (zn, zn−1, . . . , z1) tako�er ne identi�ci-

ramo kao isti poligon, pa se poligoni razlikuju i po orijentaciji.
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Slika 1: Razli£iti poligoni s jednakim vrhovima

Napomena 2. Kompleksan integral funkcije f po dijelu ravnine ome�enom

stranicama1 (z1, z2), (z2, z3), . . . , (zn, z1) poligona P ozna£avamo, prirodnim

zlorabljenjem notacije, s ∫∫
P

f(z)dz.

Prije uvo�enja pojma kompleksnih momenata, navodimo rezultat koji

motivira njihovo kori²tenje. Ideju daje Newton-Leibnizova formula.

Primjer 1. Neka su a, b ∈ R, a 6= b nepoznati. Znamo da za sve funkcije f

klase C1 vrijedi ∫ b

a

f ′(x)dx = f(b)− f(a),

pa uvr²tavanjem f(x) ≡ x i f(x) ≡ x2 dobivamo∫ b

a

1dx = b− a,
∫ b

a

2xdx = b2 − a2.

O£ito je da, ako znamo vrijednosti dva integrala slijeva, na jedinstven na£in

moºemo odrediti a i b.

Sli£an rezultat, uz uvo�enje druge derivacije, vrijedit ¢e u kompleksnoj

ravnini.

1Primijetimo da je orijentacija poligona ovdje bitna zbog predznaka integrala.
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2.1 Integriranje analiti£ke funkcije po poligonu

Kako je najavljeno, sljede¢i teorem predstavlja osnovu teorije rekonstruk-

cije vrhova poligona iz kompleksnih momenata. Prvotno ga objavljuje Davis

[3] na temelju Motzkin-Schoenbergove formule [24] za trokute, no uz ograni-

£enje na konveksne poligone. Stoga njegov dokaz ispu²tamo u korist znatno

elegantnijeg i op¢enitijeg dokaza [19] Milanfara, Verghesea, Karla i Willskyja

iz 1995.

Teorem 1. Neka je P = (z1, z2, . . . , zn) poligon, a f funkcija koja je anali-

ti£ka na P .2 Tada vrijedi∫∫
P

f ′′(z)dz =
n∑
j=1

ajf(zj),

pri £emu su aj, j ∈ {1, 2, . . . , n} neovisni o funkciji f i iznose

aj =
2Dj

(zj − zj+1)(zj − zj−1)
,

a Dj je de�nirano s

Dj =
i

4

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zj−1 zj−1 1

zj zj 1

zj+1 zj+1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Dokaz. Koriste¢i Greenov teorem u C [29] te Cauchy-Riemannove uvjete za

analiti£ke funkcije, dobivamo:∫∫
P

f ′′(z)dz =
i

2

∫
∂P

f ′(z)dz,

gdje ∂P ozna£ava rub od P, a dz = dx− idy. Ozna£imo stranice poligona sa

s1,s2,. . . ,sn, pri £emu sj povezuje vrhove zj i zj+1. Nadalje, pretpostavimo

2Ovdje i kasnije se radi o blagom zlorabljenju notacije: s P ozna£avamo zatvoreni dio

ravnine ome�en stranicama poligona P .
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da su vrhovi poligona poredani u smjeru obrnutom od kazaljke na satu te

de�nirajmo z0 = zn i zn+1 = z1.

Iskoristimo li izraz za jednaºbu pravca kroz dvije razli£ite to£ke u komplek-

snoj ravnini, vrijedit ¢e:∫∫
P

f ′′(z)dz =
i

2

n∑
j=1

∫
sj

f ′(z)dz =
i

2

n∑
j=1

(αj−1 − αj)f(zj),

gdje je αj =
zj−zj+1

zj−zj+1
, j ∈ {0, 1, . . . , n} te α0 = αn. Uz oznake kao u iskazu

teorema, laganim ra£unom dobivamo:

i

2
(αj−1 − αj) =

2Dj

(zj − zj+1)(zj − zj−1)
, j ∈ {0, 1, . . . , n}.

Slijedi tvrdnja teorema.

Korolar 1. Koe�cijenti aj iz gornjeg teorema su razli£iti od 0.

Dokaz. Dokaz je o£it, budu¢i da je, uz oznake iz Teorema 1., apsolutna vri-

jednost determinante ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zj−1 zj−1 1

zj zj 1

zj+1 zj+1 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
proporcionalna povr²ini trokuta s vrhovima u zj−1, zj i zj+1.

Sljede¢i ¢e nam tehni£ki korolar biti potreban pri razvijanju Pronyjeve

metode. O£it je, no navodimo ga radi potpunosti.

Korolar 2. Neka je P poligon s vrhovima z1, z2, . . ., zn, a a1, a2, . . ., an

kompleksni brojevi dobiveni gornjim teoremom. Tada vrijedi

n∑
j=1

aj = 0

i
n∑
j=1

ajzj = 0.

6



Dokaz. U prethodnom teoremu uzmimo f(z) ≡ 1 te f(z) ≡ z.

Primijetimo da ovaj teorem pruºa mogu¢nost uvr²tavanja vrlo velike klase

funkcija f . Pokazuje se da ¢e nam funkcije oblika zk biti dovoljne za odre-

�ivanje vrhova poligona. Postavlja se prirodno pitanje mogu li neke druge

funkcije preuzeti njihovu ulogu i omogu¢iti korektnu rekonstrukciju poligona.

Pokazat ¢emo da je to mogu¢e. No, prije toga zavr²avamo izlaganje teorijske

osnove rada de�niranjem kompleksnih momenata.

2.2 Kori²tenje kompleksnih momenata

Op¢enito govore¢i, kompleksnim3 momentima smatraju se integrali oblika∫∫
Ω

f(Rez, Imz)zkdz. No, za potrebe ovog rada, koristimo najjednostavniju

nama prihvatljivu de�niciju.

De�nicija 3. k-ti kompleksni moment nad poligonom P de�nira se s

ck =

∫∫
P

zkdz,

pri £emu je k ∈ N0.

U prakti£nim se primjenama pojavljuje potreba za odre�ivanjem vrhova

poligona iz njihovih kompleksnih momenata. Ne ulaze¢i u to kako se kom-

pleksni momenti mogu dobiti bez apriornog znanja vrhova poligona, sljede¢i

teorem odgovara na pitanje rekonstrukcije vrhova poligona iz kompleksnih

momenata, a njegov dokaz ujedno predstavlja i smisleni algoritam za odre-

�ivanje vrhova, tzv. Pronyjevu metodu.

Naime, Teorem 1. pokazuje da postoje aj, j ∈ {1, 2, . . . , n}, takvi da∫∫
P

f ′′(z)dz =
n∑
j=1

ajf(zj)

3U literaturi se kompleksni momenti spominju i pod nazivom harmonijski momenti.
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za sve analiti£ke funkcije f .

Uvr²tavanjem funkcija iz niza (zk)k≥2 dobivamo da vrijedi∫∫
P

k(k − 1)zk−2dz =
n∑
j=1

aj(zj)
k

za sve k ∈ N, k ≥ 2. Dakle, ukoliko sada de�niramo τk preko (k − 2)-og

kompleksnog momenta na na£in

τk = k(k − 1)ck−2,

a, u skladu s Korolarom 2., uzmemo τ0 = 0 i τ1 = 0, dobivamo da za sve

k ∈ N0 vrijedi

τk =
n∑
j=1

ajz
k
j .

Teorem daje jednostavan inverzan rezultat. Dokaz ispu²tamo jer kasnije

izlaºemo vlastito poop¢enje, uz potpuno istu ideju dokaza, a iz te ¢e genera-

lizacije ovaj teorem slijediti kao jednostavna posljedica.

Teorem 2 (Rekonstrukcija vrhova poligona iz kompleksnih momenata). Neka

su τk, k ∈ {2, . . . , 2n}, kompleksni brojevi. Ukoliko postoji poligon P s n vr-

hova takav da vrijedi

τk = k(k − 1)ck−2

za sve k ∈ {2, . . . , 2n− 1}, pri £emu je ck k-ti kompleksni moment poligona

P , svi drugi n-terokuti koji to zadovoljavaju imaju isti skup vrhova kao P .

Napomena 3. Primijetimo da ovaj teorem zapravo govori da iz komplek-

snih momenata poligona na jedinstven na£in moºemo rekonstruirati vrhove

poligona. Posebno je bitno da je dokaz konstruktivan te sluºi kao jednostavna

metoda za odre�ivanje tih vrhova.
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2.3 Jedinstvenost poligona

Teorem 2. nije idealan � htjeli bismo iz kompleksnih momenata rekons-

truirati cijeli poligon. No, Strakhov i Brodsky 1986. u [26] konstruiraju

kontraprimjer i time pokazuju da postoje dva razli£ita poligona kojima su

svi momenti isti. Ipak, jedinstvenost rekonstrukcije poligona moºe se po-

kazati uz neke uvjete. Me�u ostalim, jasno je da su ti poligoni jedinstveni

u konveksnom slu£aju, kada je poligon u potpunosti zadan svojim skupom

vrhova.

Konveksnost predstavlja vrlo jak uvjet i Milanfar i dr. 1995. u [19] iz-

nose propoziciju £iji bi jednostavan korolar davao jedan drugi dovoljan uvjet

za jedinstvenost rekonstrukcije. No, dokaz nije to£an. Prije predstavljanja

kontraprimjera, navodimo propoziciju i neto£an dokaz.

Propozicija (Milanfar i dr.). Neka su P i Q razli£iti n-terokuti s istim

skupom vrhova {z1, z2, . . . , zn}. Tako�er, neka P i Q imaju barem jednu

zajedni£ku stranicu. Neka su aj i bj, j ∈ {1, 2, . . . , n}, takvi da vrijedi∫∫
P

f ′′(z)dz =
n∑
j=1

ajf(zj),

∫∫
Q

f ′′(z)dz =
n∑
j=1

bjf(zj)

za sve funkcije f koje su analiti£ke na P ∪Q.4 Tada postoji neki j ∈

{1, 2, . . . , n} takav da aj 6= bj.

Pogre²an dokaz iz [19]. Neka je stranica (zj, zj+1) zajedni£ka poligonu P i Q.

Ozna£imo s zj−1 vrh koji prethodi vrhu zj u poligonu P , a s z′j−1 vrh koji

prethodi tom vrhu u poligonu Q. Pretpostavimo da propozicija ne vrijedi.

(Zapravo je dovoljno pretpostaviti da je aj = bj.) Tada raspisivanjem izraza

4Radi se o dijelu ravnine kojeg £ine sve to£ke unutar barem jednog od dijelova ravnine

kojeg zatvaraju stranice poligona P ili Q.
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za aj i bj u Teoremu 1. dobivamo da mora vrijediti

zj−1 − zj
zj−1 − zj

− zj − zj+1

zj − zj+1

=
z′j−1 − zj
z′j−1 − zj

− zj − zj+1

zj − zj+1

,

odnosno
zj−1 − zj
zj−1 − zj

=
z′j−1 − zj
z′j−1 − zj

.

Ovo je upravo uvjet kolinearnosti u kompleksnoj ravnini pa znamo da su z′j−1,

zj−1 i zj kolinearni. Dakle, ili je z′j−1 = zj−1 (pa dalje idemo induktivno)

ili imamo tri razli£ita vrha poligona na istom pravcu. Kako P i Q nisu

degenerirani, dolazimo do kontradikcije.

Gre²ka je u zadnjoj tvrdnji: nema nikakvog razloga za²to z′j−1, zj−1 i zj

ne bi bili kolinearni, £ak i uz uvjet iste orijentacije poligona P i Q. Kon-

traprimjer koji dajemo to ¢e pokazati, pri £emu valja naglasiti da time nije

dokazano da je propozicija neto£na, ve¢ samo da je dokaz nevaljan.

Kontraprimjer 1. Neka su P = (3+2i, 2i,−1+i, i, 0, 1,−i, 1,−2−2i, 1−i, 2−

i, 2+i, 1+i) i Q = (2+i, 2i, 1+i, i, 0,−1,−1+i,−2−2i,−i, 1−i, 1, 2−i, 3+2i).

P i Q su o£ito iste orijentacije, i to pozitivne.

Slika 2: Poligoni P i Q koji daju kontraprimjer za gornji dokaz.

Promatrajmo stranicu (i, 0). Radi se o (jedinoj) zajedni£koj stranici poli-

gona P i Q. Stoga, uzimamo, u kontekstu gornjeg dokaza, zj = i i zj+1 = 0.
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Tada je zj−1 = −1 + i, a z′j−1 = 1 + i. O£ito je da su to£ke zj, zj−1 i z′j−1

kolinearne. Ipak, ni P ni Q nisu degenerirani.

Napomena 4. Isti kontraprimjer djeluje i ukoliko bismo promatrali to£ke

zj+2, zj+1 i z′j+2 i poku²ali izvu¢i sli£an zaklju£ak.

Ipak, ovaj dokaz moºe biti valjan ukoliko prihvatimo jedno dodatno svoj-

stvo poligona. Na taj ¢emo na£in kasnije preko jednostavnog korolara dobiti

jedan dovoljan uvjet jedinstvenosti.

Propozicija 1. Neka su P i Q razli£iti n-terokuti s istim skupom vrhova

{z1, z2, . . . , zn}. Tako�er, neka P i Q imaju barem jednu zajedni£ku stranicu.

Neka su aj i bj, j ∈ {1, 2, . . . , n}, takvi da vrijedi∫∫
P

f ′′(z)dz =
n∑
j=1

ajf(zj),

∫∫
Q

f ′′(z)dz =
n∑
j=1

bjf(zj)

za sve funkcije f koje su analiti£ke na P ∪Q.5 Tada, ukoliko skup vrhova

{z1, z2, . . . , zn} ne sadrºi tri kolinearne to£ke, postoji neki j ∈ {1, 2, . . . , n}

takav da aj 6= bj.

Dokaz. U ovom slu£aju, gore izloºeni dokaz iz [19] djeluje: kolinearnost to-

£aka z′j−1, zj−1 i zj implicira da su to£ke z′j−1 i zj−1 jednake, pa dalje nastav-

ljamo induktivno.

Napomena 5. Primijetimo da se svojstvo nekolinearnosti moºe ne²to osla-

biti: dovoljno je da postoji samo jedan vrh zj neke zajedni£ke stranice P i Q

takav da ne postoje neka dva vrha s kojima je zj kolinearan. No, to svojstvo

samo pridonosi nerazumljivosti i upitno je ima li prakti£nih primjena.

5Radi se o dijelu ravnine kojeg £ine sve to£ke unutar barem jednog od dijelova ravnine

kojeg zatvaraju stranice poligona P ili Q.
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Ovime smo zavr²ili s izlaganjem dosada²njih rezultata, koji tvore osnovu

za nove rezultate koje predstavljamo. Konkretno, iskoristit ¢emo ideje dokaza

pro²log teorema da bismo dokazali njegovu generalizaciju i postigli pobolj²a-

nja u slu£aju da je poligon u nekom smislu simetri£an.
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3 Rekonstruiranje vrhova poligona iz integrala

potencija

Prije nego ²to zapo£nemo s centralnim rezultatom ovog poglavlja, po-

trebno je de�nirati generalizaciju kompleksnog momenta.

De�nicija 4. k-ti integral potencije analiti£ke funkcije f nad poligonom

P de�nira se s

τk =

∫∫
P

d2

dz2
fk(z)dz.

Pri tome uzimamo kao konvenciju f 0 ≡ 1, tj. τ0 = 0.

Napomena 6. Primijetimo da se τk u kontekstu integrala potencija slaºu po

vrijednosti s istoimenima τk u kontekstu kompleksnih momenata. Naime, za

f(z) ≡ z imamo, u kontekstu integrala potencija, τ0 = τ1 = 0 i

τk =

∫∫
P

d2

dz2
zkdz =

∫∫
P

k(k − 1)zk−2dz = k(k − 1)ck−2

za k ≥ 2, pri £emu je ck−2 odgovaraju¢i kompleksni moment poligona P .

Sad smo spremni za teorem.

3.1 Osnovni rezultat o rekonstrukciji

Teorem 3 (Rekonstrukcija vrhova poligona iz prvih 2n− 1 integrala poten-

cija). Neka je f : Ω → C, Ω ⊆ C, analiti£ka funkcija i injekcija. Tako�er,

neka su τk, k ∈ {1, . . . , 2n− 1}, kompleksni brojevi i neka postoji poligon P ,

P ⊆ Ω, s n vrhova takav da su τk jednaki odgovaraju¢im integralima potencija

funkcije f nad P . Tada svi drugi n-terokuti Q, Q ⊆ Ω, koji to zadovoljavaju

imaju isti skup vrhova kao P .
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Dokaz. Neka su vrhovi poligona P to£ke z1, z2, . . . , zn. Tako�er, de�nirajmo

τ0 = 0. Tada iz Teorema 1., Korolara 1. i Korolara 2., uz konvenciju f 0 ≡ 1,

znamo da vrijedi

τk =
n∑
j=1

ajf(zj)
k

za sve k ∈ {0, . . . , 2n− 1}, pri £emu su aj, j ∈ {1, 2, . . . , n}, razli£iti od 0.

Stoga,

τ0

τ1

τ2

...

τ2n−1


︸ ︷︷ ︸

Θn

=



1 1 · · · 1

f(z1) f(z2) · · · f(zn)

f(z1)2 f(z2)2 · · · f(zn)2

...
... . . . ...

f(z1)2n−1 f(z2)2n−1 · · · f(zn)2n−1


︸ ︷︷ ︸

ζn


a1

a2

...

an


︸ ︷︷ ︸

αn

.

De�nirajmo sad funkciju Q : Ω→ C s

Q(z) =
n∏
j=1

(f(z)− f(zj)) = f(z)n + p1f(z)n−1 + . . .+ pn−1f(z) + pn.

Tvrdimo da su koe�cijenti p1, p2, . . . , pn na jedinstven na£in odre�eni vri-

jednostima τk, k ∈ {0, 1, . . . , 2n−1}. Neka je matrica K ∈ Cn×(2n) de�nirana

s

K =


pn pn−1 · · · p1 1 0 0 · · · 0 0

0 pn · · · p2 p1 1 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

...

0 0 · · · 0 pn pn−1 pn−2 · · · p1 1

 .

Tada imamo

KΘn = Kζnαn.

Budu¢i da vrijedi, uz de�niciju p0 = 1,

Kζn =


∑n
j=0 pn−jf(z1)j

∑n
j=0 pn−jf(z2)j ···

∑n
j=0 pn−jf(zn)j∑n

j=0 pn−jf(z1)j+1
∑n
j=0 pn−jf(z2)j+1 ···

∑n
j=0 pn−jf(zn)j+1

...
... ... ...∑n

j=0 pn−jf(z1)j+n−1
∑n
j=0 pn−jf(z2)j+n−1 ···

∑n
j=0 pn−jf(zn)j+n−1

 ,
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a kako je
∑n

j=0 pn−jf(zk)
j = Q(zk) = 0 za sve k ∈ {1, 2, . . . , n}, imamo

KΘn = Kζnαn = 0αn = 0,

odnosno
pn pn−1 · · · p1 1 0 0 · · · 0 0

0 pn · · · p2 p1 1 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

...

0 0 · · · 0 pn pn−1 pn−2 · · · p1 1




τ0

τ1

...

τ2n−1

 =


0

0
...

0

 .

O£itom algebarskom manipulacijom dobivamo
τ0 τ1 · · · τn−1

τ1 τ2 · · · τn
...

... . . . ...

τn−1 τn · · · τ2n−2




pn

pn−1

...

p1

 =


−τn
−τn+1

...

−τ2n−1

 .

Ozna£imo matricu


τ0 τ1 · · · τn−1

τ1 τ2 · · · τn
...

... . . . ...

τn−1 τn · · · τ2n−2

 s Tn. Tvrdimo da se radi o re-

gularnoj matrici.

Primijetimo da vrijedi

Tn =


1 · · · 1

f(z1) · · · f(zn)
... . . . ...

f(z1)n−1 · · · f(zn)n−1




a1 · · · 0

0 · · · 0
... . . . ...

0 · · · an




1 · · · f(z1)n−1

1 · · · f(z2)n−1

... . . . ...

1 · · · f(zn)n−1

 .
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Dakle, uz oznake

Zn =


1 1 · · · 1

f(z1) f(z2) · · · f(zn)
...

... . . . ...

f(z1)n−1 f(z2)n−1 · · · f(zn)n−1

 , An =


a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · an

 ,

imamo Tn = ZnAnZ
T
n .

Budu¢i da su po Korolaru 1. svi aj, j ∈ {1, 2, . . . , n} razli£iti od 0, An je

regularna matrica. Tako�er, primje¢ujemo da je Zn Vandermondeova matrica

u to£kama f(z1), f(z2), . . . , f(zn), ²to zna£i [21] da je regularna ukoliko su

te to£ke razli£ite. Budu¢i da je f injekcija, taj uvjet je zadovoljen te je Zn,

pa tako i ZT
n , regularna.

Dakle, i Tn je regularna, pa koe�cijente p1, p2, . . . , pn moºemo na jedins-

tven na£in izra£unati iz
pn

pn−1

...

p1

 = T−1
n


−τn
−τn+1

...

−τ2n−1

 .

Naposljetku, iz koe�cijenata pj, j ∈ {1, 2, . . . , n} kao nulto£ke pripadaju-

¢eg polinoma lako ra£unamo vrijednosti f(z1), f(z2), . . . , f(zn), a kako je f

injektivna na Ω ⊇ P , iz tih vrijednosti dobivamo skup {z1, z2, . . . , zn}.

Dakle, dokazali smo da je iz prvih 2n − 1 integrala potencija funkcije f

na jedinstven na£in odre�en skup vrhova n-terokuta, pa svi n-terokuti s istih

prvih 2n− 1 integrala potencija imaju zajedni£ke vrhove.

Najvaºnija posljedica ovog dokaza je Teorem 2. On sada direktno slijedi

ukoliko uzmemo f(z) ≡ z. Dajemo jo² nekoliko napomena.
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Napomena 7. Primijetimo da dokaz Teorema 3. zahtijeva da znamo broj

vrhova poligona prije ulaska u algoritam.

Napomena 8. Iz dokaza Teorema 3. vidljivo je da f ne mora biti injekcija,

nego je dovoljno da su vrijednosti f(zj) izdvojene, tj. da vrijedi {f(zj)} ∩

{f(z) : z ∈ Ω\{zj}} = ∅ za sve j ∈ {1, 2, . . . , n}. No, budu¢i da mi tek ºelimo

odrediti vrhove poligona P , takvo oslabljivanje uvjeta nema puno smisla.

3.2 Neka dodatna svojstva integrala potencija

Razumno je traºiti daljnje poop¢enje gornjeg teorema. Na primjer, bilo

bi optimalno kada bi se iz bilo kojih 2n integrala potencija neke funkcije f

na jedinstven i lak na£in mogao rekonstruirati poligon P . No, direktna mo-

di�kacija gornjeg dokaza ne daje ºeljene rezultate bez dodavanja uvjeta na

funkciju f , a koji bitno ovise o poligonu P . Ipak, izdvajamo jednu generali-

zaciju gornjeg teorema koja ne uvodi jak dodatni zahtjev na f .

Dokaz je gotovo identi£an dokazu Teorema 3., pa ga izlaºemo samo u

kratkim crtama.

Propozicija 2. Neka je f : Ω → C, Ω ⊆ C, analiti£ka funkcija i injekcija

takva da f(z) 6= 0 za sve z ∈ Ω. Tako�er, neka je l ∈ N0 i neka su τl+k,

k ∈ {0, 1, . . . , 2n−1}, kompleksni brojevi. Neka postoji poligon P , P ⊆ Ω, s n

vrhova takav da su τl+k jednaki odgovaraju¢im integralima potencija funkcije

f nad P . Tada svi drugi n-terokuti Q, Q ⊆ Ω, koji zadovoljavaju iste uvjete

imaju isti skup vrhova kao P .

Dokaz. Ponovno, neka su vrhovi poligona P to£ke z1, z2, . . . , zn. Tada iz

prethodnih rezultata znamo da vrijedi

τl+k =
n∑
j=1

ajf(zj)
l+k
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za sve k ∈ {0, . . . , 2n − 1}, pri £emu su aj, j ∈ {1, 2, . . . , n}, kompleksni

brojevi razli£iti od 0.

Analogno dokazu Teorema 3., de�niramo

Θ̃n =
(
τl τl+1 τl+2 · · · τl+2n−1

)T
.

Nadalje, neka je

ζ̃n =



f(z1)l f(z2)l · · · f(z2)l

f(z1)l+1 f(z2)l+1 · · · f(zn)l+1

f(z1)l+2 f(z2)l+2 · · · f(zn)l+2

...
... . . . ...

f(z1)l+2n−1 f(z2)l+2n−1 · · · f(zn)l+2n−1


i

αn =
(
a1 a2 · · · an

)T
.

O£ito vrijedi

Θ̃n = ζ̃nαn.

Kao u Teoremu 3., de�niramo Q : Ω→ C s

Q(z) =
n∏
j=1

(f(z)− f(zj)) = f(z)n + p1f(z)n−1 + . . .+ pn−1f(z) + pn.

i matricu

K =


pn pn−1 · · · p1 1 0 0 · · · 0 0

0 pn · · · p2 p1 1 0 · · · 0 0
...

... . . . ...
...

...
... . . . ...

...

0 0 · · · 0 pn pn−1 pn−2 · · · p1 1

 .

Lakim ra£unom dobivamo

Kζ̃n =


∑n
j=0 pn−jf(z1)l+j

∑n
j=0 pn−jf(z2)l+j ···

∑n
j=0 pn−jf(zn)l+j∑n

j=0 pn−jf(z1)l+j+1
∑n
j=0 pn−jf(z2)l+j+1 ···

∑n
j=0 pn−jf(zn)l+j+1

...
... ... ...∑n

j=0 pn−jf(z1)l+j+n−1
∑n
j=0 pn−jf(z2)l+j+n−1 ···

∑n
j=0 pn−jf(zn)l+j+n−1

 ,
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pa svakako vrijedi

KΘ̃n = Kζ̃nαn = 0.

Na isti na£in kao u Teoremu 3. dobivamo
τl τl+1 · · · τl+n−1

τl+1 τl+2 · · · τl+n
...

... . . . ...

τl+n−1 τl+n · · · τl+2n−2




pn

pn−1

...

p1

 =


−τl+n
−τl+n+1

...

−τl+2n−1

 .

Tvrdimo da je matrica s lijeve strane jednakosti regularna. Ozna£imo ju

s T̃n. Primijetimo da vrijedi

T̃n =


f(z1)l · · · f(z1)l

f(z1)l+1 · · · f(zn)l+1

... . . . ...

f(z1)l+n−1 · · · f(zn)l+n−1


︸ ︷︷ ︸

Z̃n


a1 · · · 0

0 · · · 0
... . . . ...

0 · · · an


︸ ︷︷ ︸

An


1 · · · f(z1)n−1

1 · · · f(z2)n−1

... . . . ...

1 · · · f(zn)n−1


︸ ︷︷ ︸

ZTn

.

U dokazu Teorema 3. pokazali smo da su matrice An i Zn regularne. Tako�er,

vrijedi

det Z̃n = f(z1)lf(z2)l · · · f(zn)l detZn.

Kako smo uvjetovali da f(z) 6= 0 na Ω, i Z̃n je regularna.

Dokaz zavr²avamo na isti na£in: koe�cijente p1, p2, . . . , pn ra£unamo iz
pn

pn−1

...

p1

 = T̃−1
n


−τl+n
−τl+n+1

...

−τl+2n−1

 .

Iz koe�cijenata pj, j ∈ {1, 2, . . . , n} na na£in opisan u dokazu Teorema 3.

dobivamo vrhove poligona P .
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Neki rezultati koje kasnije dokazujemo mogu se izvesti iz prethodne pro-

pozicije, uz odgovaraju¢e modi�kacije. No, u interesu razumljivosti i prak-

ti£ne koristi, navodimo samo najjednostavniji slu£aj opisan u Teoremu 3.

Sljede¢a propozicija tako�er slijedi direktno iz dokaza Teorema 3., pa

koristimo i pripadaju¢e oznake. Radi se o tvrdnji koja na jo² jednom primjeru

pokazuje da, iako integrali potencija ne generiraju nuºno jedinstveni poligon,

poligoni koje oni generiraju imaju brojna zajedni£ka svojstva.

Propozicija 3. Ukoliko n-terokuti P i Q imaju istih prvih 2n− 1 integrala

potencija (po£ev²i od 1.) za neku injektivnu funkciju, tada za sve analiti£ke

funkcije h : P ∪Q→ C vrijedi∫∫
P

h′′(z)dz =

∫∫
Q

h′′(z)dz.

Dokaz. Ukoliko n-terokuti P i Q imaju istih prvih 2n− 1 integrala potencija

neke injektivne funkcije f , Teorem 3. kaºe da imaju iste vrhove. Dakle,

ukoliko je P = (z1, z2, . . . , zn), a Q = (z′1, z
′
2, . . . , z

′
n), vrijedi(

z1 z2 . . . zn

)
Π =

(
z′1 z′2 . . . z′n

)
za neku permutacijsku (stoga, i regularnu) matricu Π. Zaklju£ujemo da za

sve funkcije g koje su analiti£ke na P ∪Q vrijedi(
g(z1) g(z2) . . . g(zn)

)
Π =

(
g(z′1) g(z′2) . . . g(z′n)

)
.

Nadalje, ukoliko u skladu s oznakama u Teoremu 3. sa Zn(P ) ozna£imo Van-

dermondeovu matricu u to£kama f(zj), j ∈ {1, 2, . . . , n}, a sa Zn(Q) Van-

dermondeovu matricu u to£kama f(z′j) j ∈ {1, 2, . . . , n}, iteriranjem gornje

tvrdnje po retcima matrica Zn(P ) i Zn(Q) dobivamo Zn(P )Π = Zn(Q).
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Ozna£imo s αn(P ) i αn(Q), respektivno, matrice koe�cijenata
a1(P )

a2(P )

· · ·

an(P )

 i


a1(Q)

a2(Q)

· · ·

an(Q)

 ,

u smislu Teorema 1, pri £emu je∫∫
Q

h′′(z)dz =
n∑
j=1

aj(Q)f(z′j)

za sve analiti£ke funkcije h. Neka su τ1, τ2, . . . , τ2n−1 zajedni£ki integrali

potencija poligona P i Q. Jasno je da vrijedi
τ0

τ1

...

τn−1

 = Zn(P )αn(P ),

a budu¢i da P i Q imaju istih prvih 2n − 1 integrala potencija analogna

tvrdnja vrijedi i za poligon Q.

Dakle,

Zn(P )αn(P ) = Zn(Q)αn(Q),

tj.

Zn(P )αn(P ) = Zn(P )Παn(Q).

Vandermondeova matrica u to£kama f(zj), j ∈ {1, 2, . . . , n} je, kako smo

diskutirali u Teoremu 3., regularna, pa vrijedi

αn(P ) = Παn(Q).
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Time smo zapravo do²li do kraja: neka je h proizvoljna analiti£ka funkcija

na P ∪Q. Tada vrijedi∫∫
P

h′′(z)dz =
n∑
j=1

aj(P )h(zj) =
(
h(z1) h(z2) . . . h(zn)

)
αn(P ) =

=
(
h(z′1) h(z′2) . . . h(z′n)

)
Π−1Παn(Q) =

n∑
j=1

aj(Q)h(z′j) =

=

∫∫
Q

h′′(z)dz.

Na temelju dokaza Propozicije 1. i prethodnog rezultata, zatvaramo ovo

poglavlje rezultatom koji daje dovoljan uvjet za jedinstvenost generiranja

poligona iz integrala potencija.

Korolar 3 (Dovoljan uvjet za jedinstvenost generiranja poligona iz integrala

potencija). Neka su P i Q n-terokuti koji imaju istih prvih 2n− 1 integrala

potencija neke injektivne funkcije f . Tako�er, neka P i Q imaju barem jednu

zajedni£ku stranicu i neka skup njihovih vrhova ne sadrºi tri kolinearne to£ke.

Tada je P = Q.

Dokaz. P i Q zadovoljavaju uvjete prethodne propozicije te stoga, uz oznake

iz dokaza iste, vrijedi αn(P ) = Παn(Q) za neku permutacijsku matricu Π.

Tako�er, znamo da, ukoliko je P = (z1, z2, . . . , zn), a Q = (z′1, z
′
2, . . . , z

′
n),

za sve analiti£ke funkcije h : P ∪Q → C vrijedi
(
z1 z2 . . . zn

)
Π =(

z′1 z′2 . . . z′n

)
. Kako je (αn(P ))T = (αn(Q))TΠT = (αn(Q))TΠ−1, vri-

jedi

(αn(P ))TΠ = (αn(Q))T .

Dakle, vrhovi su permutirani na isti na£in kao i njima pripadni koe�ci-

jenti, pa iz Propozicije 1. obratom po kontrapoziciji slijedi rezultat.
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4 Odre�ivanje broja vrhova poligona

Prethodni rezultati pokazuju da je za odre�ivanje vrhova nepoznatog n-

terokuta dovoljno znati prvih 2n− 1 integrala potencija i teorem, kao ²to je

nazna£eno u Napomeni 7., implicitno zahtijeva da nam je n poznat. Ipak,

u prakti£nim je primjenama razumno pretpostaviti da broj vrhova poligona

ne znamo uvijek unaprijed. Stoga se postavlja pitanje moºemo li Teorem

3. iskoristiti i ukoliko imamo nepoznat broj vrhova. To pitanje, uz smislen

zahtjev da znamo dovoljno mnogo integrala potencija, ima pozitivan odgovor.

Teorem 4. Neka je P nedegeneriran poligon s n vrhova. Ukoliko su dani

integrali potencija τk, k ∈ {0, . . . , 2M}, pri £emu je M ≥ n−1, rang matrice

TM+1 =


τ0 τ1 · · · τM

τ1 τ2 · · · τM+1

...
...

. . .
...

τM τM+1 · · · τ2M


je jednak n, u oznaci r(TM+1) = n.

Dokaz. Uz kori²tenje oznaka iz Teorema 3., uvi�amo da TM+1 moºemo zapi-

sati u obliku TM+1 = ZM+1AnZ
T
M+1. Tada je

r(TM+1) ≤ min{r(An), r(ZM+1), r(ZT
M+1)}.

Budu¢i da je ZM+1 ∈ C(M+1)×n,A ∈ Cn×n, slijedi da je r(ZM+1) = r(ZT
M+1) ≤

n te r(A) ≤ n. Stoga, vrijedi i r(TM+1) ≤ n. Me�utim, u dokazu Teorema

3. pokazano je da vrijedi r(Tn) = n, a kako je Tn podmatrica matrice TM+1,

o£ito vrijedi r(TM+1) ≥ n.

Dakle, vi²ka potrebnih integrala potencija se jednostavno rje²avamo odre-

�ivanjem ranga n Hankelove matrice TM+1, a zatim uzimanjem njene pod-
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matrice Tn. Dapa£e, taj se algoritam pokazao kao numeri£ki pouzdan i u

testiranju je davao to£ne rezultate £ak i za vrlo sloºene poligone.

Ipak, ne moºemo pruºiti pozitivan odgovor na problem traºenja broja

vrhova poligona iz proizvoljno mnogo integrala potencija.

Napomena 9. Primijetimo da prethodni teorem ne pruºa algoritam za na-

laºenje broja vrhova poligona, £ak i ukoliko moºemo izra£unati proizvoljno

mnogo integrala potencija. Naime, ne postoji nikakva garancija da broj nama

poznatih integrala nije manji od onog potrebnog za odre�ivanje vrhova.

24



5 Neki rezultati za poligone s vi²e rotacija

Vratimo se istraºivanju kompleksnih momenata. Prvenstveno, zanima

nas moºemo li smanjiti broj momenata potrebnih za odre�ivanje vrhova po-

ligona. Na tu tvrdnju, u kontekstu projekcija, ranije je u op¢enitom slu£aju

negativno odgovoreno u [19].

Pokazuje se da poligoni s nekim svojstvima simetrije dopu²taju reduci-

ranje broja momenata. U tu svrhu prvo de�niramo pojam broja rotacija i

dokazujemo preliminarije.

De�nicija 5. Poligon P ima r rotacija ukoliko je

Rotr(P ) = P ,

pri £emu je6 Rotr : P(C) → P(C) operator rotacije u pozitivnom smjeru za

kut 2π/r oko to£ke 0. Pri tome uzimamo r ∈ N.

Napomena 10. Svaki poligon ima barem jednu rotaciju.

Sljede¢a je tvrdnja intuitivno jasna, no pomaºe pri potrazi za rotacijama

poligona, osobito uzev²i u obzir kasniju propoziciju o nuºnom uvjetu za broj

rotacija.

Propozicija 4. Ukoliko poligon P ima n vrhova i r rotacija, vrijedi r|n.

Dokaz. Koristimo teorem [15] o dekompoziciji permutacije na cikluse. Neka

poligon P ima vrhove z1, z2, . . . , zn. Tada je, po de�niciji rotacije,(
Rotr(z1) Rotr(z2) . . . Rotr(zn)

)
= Π

(
z1 z2 . . . zn

)
6S P(C) ozna£avamo sve podskupove skupa C.
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za neku permutacijsku matricu π. Znamo da pripadnu permutaciju moºemo

dekomponirati na disjunktne cikluse. Suma duljina tih ciklusa je o£ito jed-

naka n. Tvrdimo da je za r > 1 duljina svakog od tih ciklusa to£no r, iz £ega

¢e o£ito slijediti r|n.

No, za svaki j ∈ {1, 2, . . . , n} vrijedi Rotrr({zj}) = zj (radi se o r rotacija

za 2π/r, tj. o rotaciji za 2π). Dakle, svaki od ciklusa je duljine najvi²e r.

S druge strane, ako Rotkr({zj}) = zj, imamo zje
2kπi
r = zj. Dakle, k ≥ r ili

zj = 0. Ukoliko je zj = 0, nuºno je r = 1 (ina£e ¢e 0 biti vi²estruki vrh

poligona P ), pa svakako r|n. S druge strane, ako je k ≥ r, pokazali smo da

je svaki ciklus duljine barem r, £ime zavr²avamo dokaz.

5.1 Iskori²tavanje rotacija u rekonstrukciji kompleks-

nim momentima

Prije samog dokaza donosimo lemu koja je od krucijalne vaºnosti za na-

vedeni teorem. Za nju ¢e nam biti potrebno de�nirati poluotvoreni kut.

De�nicija 6. Poluotvoreni kut Φ(ϕ), 0 < ϕ ≤ π je dio kompleksne rav-

nine ome�en polupravcima Rez ≥ 0 ∧ Imz = 0 i Imz ≥ 0 ∧ Imz = tg(ϕ)Rez,

pri £emu je polupravac Imz = 0 uklju£en, a uz prirodno pro²irenje na polu-

otvoreni kut veli£ine π/2. Za ϕ = π drugi polupravac je Rez ≤ 0 ∧ Imz = 0.

Slika 3: Poluotvoreni kut
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Lema 1. Neka je P poligon s n vrhova7 i r rotacija. Tada za koe�cijente pj

polinoma

P (z) =
n∏
i=1

(z − zi) = zn + p1z
n−1 + . . .+ pn−1z + pn

vrijedi

r - j ⇒ pj = 0.

Dokaz. Neka su z′1, . . . , z
′
n vrhovi poligona poredani u smjeru obrnuto od ka-

zaljke na satu, pri £emu je poredak vrhova koji su pod istim kutem uzlazan

po modulu. Primijetimo da vrijedi z′n
r

+j = e
2πi
r z′j, uz konvenciju z

′
j = z′j mod n:

poligon sastoji od r rotacija to£aka koje se nalaze unutar jednog poluotvo-

renog kuta veli£ine 2π
r
. Budu¢i da poligon ima n vrhova, u svakom od polu-

otvorenih kuteva nalazi se n
r
to£aka. Jasno je da ¢e se prva to£ka iz nekog

poluotvorenog kuta preslikati u prvu to£ku koja leºi u poluotvorenom kutu

rotiranom za e
2πi
r pa vrijedi gornja tvrdnja.

Tada dobivamo

P (z) =
n∏
j=1

(z − zj) =
n∏
j=1

(z − z′j) =
r−1∏
j=0

n
r∏
t=1

(z − z′jk+t) =

=

n
r∏
t=1

r−1∏
j=0

(z − z′twj)

gdje su ωj = e
2πi
r
j, j = 0, . . . , r − 1 r−ti korijeni iz jedinice, pa je

r−1∏
j=0

(z − z′twj) = (z′t)
r

r−1∏
j=0

(
z

(z′t)
r
− wj) = (z′t)

r((
z

z′t
)r − 1) = zr − (z′t)

r.

Dakle,

P (z) =

n
r∏
t=1

(zr − (z′t)
r) =

n
r∏
t=1

(zr − zrt ),

7Podsje¢amo da vrhove i ovdje i drugdje u radu, ako nije druga£ije navedeno, standardno

ozna£avamo sa z1, z2, . . . , zn.
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iz £ega se vidi da se u raspisu polinoma P po koe�cijentima ne javljaju

potencije koje nisu djeljive s r.

Dolazimo do centralnog rezultata ovog poglavlja, koji dokazuje da, ukoliko

poligon ima vi²e od jedne rotacije i njegov broj rotacija unaprijed znamo,

moºemo znatno olak²ati rekonstrukciju njegovih vrhova.

Teorem 5. Neka je P poligon s n vrhova i r rotacija. Tada vrijede sljede¢e

tvrdnje:

(i) Ukoliko je r = 1, vrhove poligona P moºemo odrediti preko 0.,1.,2.,. . . ,

(2n− 3). momenta (ukupno 2n− 2 momenata).

(ii) Ukoliko je r = 2, vrhove poligona P moºemo odrediti preko 0.,2.,4.,. . . ,

(2n− 4). momenta (ukupno n− 1 momenata).

(iii) Ukoliko je r ≥ 3, vrhove poligona P moºemo odrediti preko 0.,r.,2r.,. . . ,

(2n− r). momenta (ukupno n/r momenata).

Dokaz. Iz Leme 1., a uz oznake iz Teorema 3., vrijedi


τ0 τ1 τ2 · · · τn−1

τ1 τ2 τ3 · · · τn
...

... . . . ...

τn−1 τn τn+1 · · · τ2n−2





pn

0
...

pn−r

0
...


=


−τn
−τn+1

...

−τ2n−1

 .

U Teoremu 3. je pokazano da gornja jednadºba ima jedinstveno rje²enje.

Nastavljamo s modi�kacijom Pronyjeve metode, eliminiranjem nepotrebnih

stupaca te dobivamo
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
τ0 τr · · · τn−r

τ1 τr+1 · · · τn−r+1

...
... . . . ...

τn−1 τn−1+r · · · τ2n−r−1




pn

pn−r
...

pr

 =


−τn
−τn+1

...

−τ2n−1

 .

Vidimo da je ovaj sustav za r ≥ 2 prede�niran, u smislu da se sastoji od n

jednadºbi s k = n
r
< n nepoznanica, pa ºelimo izdvojiti k linearno nezavisnih

redaka lijeve matrice. Po£inje glavni dio dokaza:

(i) Za r = 1 dokaz smo izveli u Teoremu 3.

(ii) Neka je sada r = 2. Primijetimo da je u tom slu£aju n nuºno paran i

k = n
2
. Biramo 1., 3., 5., . . . , (n− 1). redak.

τ0 τ2 · · · τn−2

τ2 τ4 · · · τn
...

... . . . ...

τn−2 τn · · · τ2n−4




pn

pn−2

...

p2

 =


−τn
−τn+2

...

−τ2n−2

 .

Preostaje pokazati da je matrica slijeva regularna. Ozna£imo ju s T (2)
n .

Vrijedi

T (2)
n = Z(2)

n An(Z(2)
n )T ,

uz oznake

Z(2)
n =


1 1 · · · 1

z2
1 z2

2 · · · z2
n

...
... . . . ...

zn−2
1 zn−2

2 · · · zn−2
n


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i

An =


a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · an

 .

Uvodimo supstituciju ẑj = z2
j te primijetimo da je

ẑn
2

+j = z2
n
2

+j = z2
j (e

2πi
2 )2 = z2

j = ẑj.

Ozna£imo li sa Z

Z =


1 1 · · · 1

ẑ1 ẑ2 · · · ẑk
...

... . . . ...

ẑk−1
1 ẑk−1

2 · · · ẑk−1
k

 ,

dobivamo blok dekompoziciju matrice T (2)
n :

T (2)
n =

[
Z Z

]
An

ZT

ZT

 .
Pogledajmo kako broj rotacija poligona utje£e na koe�cijente aj:

an
2

+j =
i

2

(
zn

2
+j−1 − zn

2
+j

zn
2

+j−1 − zn
2

+j

−
zn

2
+j − zn

2
+j+1

zn
2

+j − zn
2

+j+1

)

=
i

2

(
zj−1e

2πi
2 − zje

2πi
2

(zj−1 − zj)e
2πi
2

− zje
2πi
2 − zj+1e

2πi
2

(zj − zj+1)e
2πi
2

)

=
i

2

(
zj−1 − zj
zj−1 − zj

− zj − zj
zj − zj+1

)
= aj

Tada je

T (2)
n =

[
Z Z

]An
2

0

0 An
2

ZT

ZT


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iz £ega slijedi

T (2)
n = 2ZAn

2
ZT .

Iz Korolara 1. slijedi da su svi aj 6= 0 ukoliko je P nedegeneriran poligon.

Stoga je matrica An
2
regularna, a isto vrijedi i za matricu Z budu¢i

da se radi o Vandermondeovoj matrici za to£ke ẑ1, . . . , ẑn
2
koje su sve

me�usobno razli£ite. Slijedi da je matrica T (2)
n tako�er regularna pa

dobivamo 
pn

pn−2

...

p2

 = −(T
(2)
n )−1


τn

τn+2

...

τ2n−2


£ime je dokazana tvrdnja za r = 2.

(iii) Neka je r ≥ 3. Ideja dokaza sli£na je iskazanoj za r = 2: ponovno

biramo r redaka i to upravo 3., r+3., . . . , (n−r+3). redak (primijetimo

da to nema smisla u slu£aju da je r ≤ 2). Dakle, imamo
τ2 τr+2 · · · τn−r+2

τr+2 τ2r+2 · · · τn+2

...
... . . . ...

τn−r+2 τn+2 · · · τ2n−2r+2




pn

pn−r
...

pr

 =


−τn
−τn+r+2

...

−τ2n−r+2

 .

Koriste¢i sljede¢u dekompoziciju:


τ2 τr+2 · · · τn−r+2

τr+2 τ2r+2 · · · τn+2

...
... . . . ...

τn−r+2 τn+2 · · · τ2n+r−2

 =

31



=


z1 z2 · · · zn

zr+1
1 zr+1

2 · · · zr+1
n

...
... . . . ...

zn−r+1
1 zn−r+1

2 · · · zn−r+1
n

An


z1 zr+1

1 · · · zn−r+1
1

z2 zr+1
2 · · · zn−r+1

2

...
... . . . ...

zn zr+1
2 · · · zn−r+1

n

 ,

pokazat ¢emo da je matrica slijeva regularna.

Neka je ẑj = zrj . Tada je

ẑk+j = zrk+j = (zje
2πi
r )r, gdje je k =

n

r
.

Matricu Z(r)
n moºemo zapisati na sljede¢i na£in:

Z(r)
n =


z1 · · · zk zk+1 · · · zn

ẑ1z1 · · · ẑkzk ˆzk+1zk+1 · · · ẑnzn
...

... . . . ...

ẑ1
k−1z1 · · · ẑk

k−1zk ˆzk+1
k−1zk+1 · · · ẑn

k−1zn



=


z1 · · · zk z1e

2πi
r · · · zke

2πi
r

ẑ1z1 · · · ẑkzk ẑ1z1e
2πi
r · · · ẑkzke

2πi
r

...
... . . . ...

ẑ1
k−1z1 · · · ẑk

k−1zk ẑ1
k−1z1e

2πi
r · · · ẑk

k−1zke
2πi
r

 .

Ako sa Z ozna£imo k × k matricu


z1 z2 · · · zk

ẑ1z1 ẑ2z2 · · · ẑkzk
...

... . . . ...

ẑ1
k−1z1 ẑ2

k−1z2 · · · ẑk
k−1zk

,

dobivamo blok reprezentaciju:

Z(r)
n =

[
Z e

2πi
r Z e2 2πi

r Z · · · e(r−1) 2πi
r Z
]
, odnosno
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T (r)
n =

[
Z e

2πi
r Z e

2πi
r

2Z · · · e
2πi
r

(r−1)Z
]
An



ZT

e
2πi
r ZT

e
2πi
r

2ZT

...

e
2πi
r

(r−1)ZT


.

Pogledajmo u kakvom su odnosu koe�cijenti aj i atk+j:

atk+j =
i

2

(
ztk+j−1 − ztk+j

ztk+j−1 − ztk+j

− ztk+j − ztk+j+1

ztk+j − ztk+j+1

)
=

i

2

(
zj−1e

2πi
r
t − zje

2πi
r
t

(zj−1 − zj)e
2πi
r
t
− zje

2πi
r
t − zj+1e

2πi
r
t

(zj − zj+1)e
2πi
r
t

)

=
i

2
e−

4πi
r
t

(
zj−1 − zj
zj−1 − zj

− zj − zj
zj − zj+1

)
= e−

4πi
r
taj.

Uo£imo da tada za blok matricu An, uz de�niciju

Ak =


a1 0 · · · 0

0 a2 · · · 0
...

... . . . ...

0 0 · · · ak

 ,

vrijedi

An =


Ak 0 · · · 0

0 e−
4π
r Ak · · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · e−
4π
r

(r−1)Ak

 .
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Naposljetku,

T (r)
n =


Z

e
2πi
r Z
...

e(r−1) 2πi
r Z



T 
Ak 0 · · · 0

0 e−
4π
r Ak · · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · e−
4π
r

(r−1)Ak




ZT

e
2πi
r ZT

...

e
2πi
r

(r−1)ZT



=
[
Z e−

2πi
r ZAk · · · e−(r−1) 2πi

r ZAk

]


ZT

e
2πi
r ZT

...

e
2πi
r

(r−1)ZT


= rZAkZ

T .

Ukoliko P nije degeneriran, An je regularna pa preostaje pokazati da je

matrica Z regularna:

detZ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

z1 z2 · · · zk

ẑ1z1 ẑ2z2 · · · ẑkzk
...

... . . . ...

ẑ1
k−1z1 ẑ2

k−1z2 · · · ẑk
k−1zk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= z1z2 · · · zk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

ẑ1 ẑ2 · · · ẑk
...

... . . . ...

ẑ1
k−1 ẑ2

k−1 · · · ẑk
k−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Uo£imo da su svi zi 6= 0 jer bi u suprotnom 0 bio vi²estruki vrh poligona.

Tako�er, matrica Z je Vandermondeova, i to u razli£itim to£kama jer je

ẑa 6= ẑb za a 6= b, a, b ∈ {1, . . . , k}. Naime, ukoliko bi postojali a, b takvi

da to vrijedi, dobili bismo da je r arg za = r arg zb + 2lπ, za neki l ∈

Z, odnosno |arg za − arg zb| ≥ 2π
r
, a to ne moºe biti istinito budu¢i da
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su a i b iz istog poluotvorenog kuta veli£ine 2π
r
. Iz gore navedenog slijedi

da je matrica Z regularna.

Time je dokaz ovog teorema zavr²en.

Napomena 11. Primijetimo da prethodna tvrdnja u dokazu u bitnom koristi

svojstva identitete i sasvim je jasno da nije primjenjiva za op¢enite integrale

potencija.

5.2 Otkrivanje rotacija

Uzev²i u obzir prethodni rezultat, postavlja se pitanje moºemo li nekako

odrediti broj rotacija poligona bez znanja njegovih vrhova.

Uz Propoziciju 4., sljede¢a propozicija daje kriterij za odre�ivanje po-

tencijalnih kandidata za rotacije te ¢e se pokazati korisnom pri odre�ivanju

nekih numeri£kih svojstava metoda. Usto, bit ¢e nam od koristi pri odre�i-

vanju nekih numeri£kih svojstava metode. Tvrdnja je poznata i javlja se u

vi²e sli£nih iskaza, na primjer u [8, 25]. Ovdje predstavljamo ina£icu koji je

jednostavno primjenjiva uz Pronyjevu metodu, uz direktan dokaz.

Propozicija 5 (Nuºan uvjet za broj rotacija pomo¢u kompleksnih mome-

nata). Za poligon P s r rotacija vrijedi

τkr+3 = τkr+4 = . . . = τkr+r+1 = 0, za k ∈ N0.

Najprije dokazujemo sljede¢u tehni£ku lemu:

Lema 2. Ako su ωp = e
2πi
r
p, p ∈ {0, . . . , r−1} r−ti korijeni iz jedinice, tada

vrijedi:
r−1∑
p=0

ωkp = 0, za k ∈ {1, . . . , r − 1}.
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Dokaz. Tvrdnja jednostavno slijedi iz teorije elementarnih simetri£nih poli-

noma i Newtonovih identiteta [17]. Iz Vieteovih formula dobivamo da je za

k = 1 istinita. Dalje, uz oznaku

ej(ω0, . . . , ωr−1) =
∑

0≤a1<a2<...<aj≤r−1

ωa1ωa2 . . . ωaj ,

uzimamo u obzir Newtonov identitet ([20])

kek(ω0, . . . , ωr−1) =
k−1∑
j=1

((−1)j−1ek−j(ω0, . . . , ωr−1)
r−1∑
p=0

ωjp) + (−1)k−1

r−1∑
p=0

ωkp .

Budu¢i da iz Vieteovih formula slijedi ej(ω0, . . . , ωr−1) = 0 za sve j ∈

{1, . . . , r − 1}, imamo

0 = (−1)k−1

r−1∑
p=0

ωkp , k ∈ {1, . . . , r − 1}.

Slijedi dokaz Propozicije 5.

Dokaz. Uzev²i u obzir prethodne oznake, dobivamo zj+n
r

= zje
2πi
r , iz £ega

slijedi

τl =
n∑
j=1

ajz
l
j =

n
r∑
j=1

r−1∑
p=0

aj+ pn
r
zlj((e

2πi
r )p)l, za l ∈ N.

Nadalje, pokazana je jednakost aj+ pn
r

= ep
−4πi
r aj. Tada za k ∈ N0 dobivamo:

τkr+l =
n∑
j=1

ajz
kr+l
j =

n
r∑
j=1

r−1∑
p=0

ajz
kr+l
j e

2plπi
r
− 4pπi

r

=

n
r∑
j=1

ajz
kr+l
j

r−1∑
p=0

(e
2pπi
r )l−2.
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Uvedemo li oznake kao u prethodnoj lemi, jasno je da vrijedi

τkr+l =

n
r∑
j=1

ajz
kr+l
j · 0 = 0, za l ∈ {3, . . . , r + 1}, k ∈ N0.

Napomena 12. Obrat ne vrijedi. Na primjer, za trokut (−3 − i, 3 − i, 2i)

vrijedi τ3 = 0, a ovaj trokut ima samo jednu rotaciju.

Slika 4: Kontraprimjer za obrat Propozicije 5.
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6 Numeri£ki rezultati i testiranje

6.1 Mogu¢e gre²ke Pronyjeve metode

Iako Pronyjeva metoda daje jednostavan odgovor na pitanje kako rekons-

truirati vrhove poligona, u algoritmu ima nekoliko numeri£ki lo²ih dijelova

koji nepovoljno utje£u na to£nost dobivenih rezultata.

Prvenstveno, matrica Tn je lo²e uvjetovana � kao ²to ¢emo pokazati,

njena kondicija [27] moºe biti proizvoljno velika. Stoga, prirodno je pitanje

moºemo li na neki na£in odrediti kad ¢e ona postati prevelika. U tu svrhu

putem Propozicije 5. dokazujemo sljede¢i, naizgled vrlo speci�£an, rezultat.

Teorem 6. Neka je P pravilni mnogokut sa sredi²tem u 0 i apsolutnom

vrijedno²¢u svakog vrha jednakom R, R > 0. Ozna£imo njemu pripadnu

matricu kompleksnih momenata s Tn. Tada vrijede sljede¢e tvrdnje:

(i)

κ2(T3) = 1.

Za n > 3,

κ2(Tn) = ‖Tn‖2‖T−1
n ‖2 =

 4Rn : R ≥ n

√
1
4

1
4Rn

: R < n

√
1
4

(ii)

κF (T3) = 1.

Za n > 3, postoje konstante C1, C2, C3 > 0 ovisne o n takve da vrijedi

κF (Tn) = ‖Tn‖F‖T−1
n ‖F =

√
C1R2n + C2 +

C3

R2n
.

Dokaz. Neka je P = (z1, z2, . . . , zn).
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Iz uvjeta teorema je o£ito da P ima n rotacija, pa iz Propozicije 5. slijedi

su svi τj, j ∈ {0, 1, 3, 4, . . . , n, n+1, n+3, n+4 . . . , 2n−2} jednaki 0. Dakle,

Tn =



τ0 τ1 · · · τn−1

τ1 τ2 · · · τn

τ2 τ3 · · · τn+1

τ3 τ4 · · · τn+2

...
... . . . ...

τn−1 τn · · · τ2n−2


=



0 0 · · · 0

0 τ2 · · · 0

τ2 0 · · · 0

0 0 · · · τn+2

...
... . . . ...

0 0 · · · 0


.

O£itom permutacijom redaka transformirajmo Tn u dijagonalnu matricu.

Pri tome je poznato da se Frobeniusova i 2-norma ne mijenjaju. [23] Dobi-

vamo da Tn ima istu Frobeniusovu normu i istu 2-normu kao matrica

D =



τ2 0 0 0 · · · 0

0 τ2 0 0 · · · 0

0 0 τ2 0 · · · 0

0 0 0 τn+2 · · · 0
...

...
...

... . . . ...

0 0 0 0 · · · τn+2


,

a T−1
n istu Frobeniusovu i 2-normu kao D−1.

(i) Ukoliko je n > 3, poznato je (npr. [11]) da je

‖D‖2 = max{|τ2|, |τn+2|}.

Isto tako,

‖D−1‖2 = max

{
1

|τ2|
,

1

|τn+2|

}
.

Naravno, budu¢i da se radi o pozitivnim realnim brojevima, onda vrijedi

κ2(D) = max

{
|τn+2|
|τ2|

,
|τ2|
|τn+2|

}
.
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Stoga, preostaje procijeniti τ2 i τn+2. Znamo da je apsolutna vrijed-

nost od τ2 jednaka povr²ini poligona P . Poznata formula za povr²inu

pravilnog n-terokuta kaºe da ona iznosi

P =
n

2
R2 sin

2π

n
.

Dakle, |τ2| = n
2
R2
∣∣sin 2π

n

∣∣.
S druge strane, iz dokaza Propozicije 5., a koriste¢i u tom kontekstu da

je broj rotacija jednak n, imamo da je

τn+2 = a1z
n+2
1

n−1∑
p=0

e
2pπi
n
n = na1z

n+2
1 .

Stoga,

|τn+2| = nRn+2|a1|.

Iz Teorema 1. znamo da vrijedi

|a1| =
∣∣∣∣zn − z1

zn − z1

− z1 − z2

z1 − z2

∣∣∣∣ ,
a uvr²tavanjem z2 = e

2πi
n z1 i zn = e−

2πi
n z1 dobivamo

|a1| =
|z1|
|z1|

∣∣∣∣∣ e
2πi
n − 1

e−
2πi
n − 1

− e−
2πi
n − 1

e
2πi
n − 1

∣∣∣∣∣ = |e−
2πi
n − e

2πi
n | = 2

∣∣∣∣sin 2π

n

∣∣∣∣ .
Stoga,

|τn+2|
|τ2|

= 4
Rn+2

R2
= 4Rn.

Time smo zavr²ili slu£aj n > 3. Za n = 3, Tn je oblika λI za neki

λ ∈ C\{0}, a onda je jasno da joj je kondicija 1.

(ii) Iz de�nicije Frobeniusove norme imamo

‖D‖F =
√

3|τ2|2 + (n− 3)|τn+2|2,

‖D−1‖F =
√

3|τ2|−2 + (n− 3)|τn+2|−2.
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Stoga dobivamo da je za n > 3

κF (Tn) =

√
C̃1|τ2|−2|τn+2|2 + C̃2 + C̃3|τ2|2|τn+2|−2

za neke pozitivne konstante C̃1, C̃2 i C̃3.

Budu¢i da smo u prvom dijelu dokaza ve¢ pokazali da su |τ2| i |τn+2|

proporcionalni s R2 i Rn+2, tvrdnja slijedi direktno za n > 3. Za n = 3,

Tn je oblika λI za neki λ ∈ C\{0}, pa joj je i kondicija s obzirom na

Frobeniusovu normu jednaka 1.

Izrazi iz Teorema 6. na intuitivnoj se razini mogu shvatiti i ovako: za

poligone £iji su svi vrhovi vrlo blizu ishodi²tu (recimo da su udaljeni oko R),

kondicija matrice Tn otprilike je proporcionalna 1/Rn+2. Ukoliko su vrhovi

daleko od ishodi²ta, kondicija je otprilike proporcionalna Rn+2.

Budu¢i da je teorem u svojem iskazu vrlo speci�£an, sljede¢a je napomena

od posebne vaºnosti.

Napomena 13. Stvarni primjeri daju naslutiti da ocjene sli£ne onima iz

Teorema 6., pri £emu je r maksimalna udaljenost vrhova od ishodi²ta, vrijede

i za op¢enite poligone.

Pri borbi s kondicijom matrice, javlja se [12, 9] ideja iskori²tavanja po-

sebne strukture Hankelove matrice da bi se dosko£ilo uvjetovanosti i rije²ilo

sustav. Ipak, £ak i bez takvih pobolj²anja se pokazuje da ova to£ka u algo-

ritmu nije ono ²to uzrokuje najve¢u gre²ku.

Primje¢ujemo da u dokazu Teorema 3. vrhove poligona dobivamo preko

nulto£aka polinoma kojem znamo koe�cijente. Abel-Ru�nijev teorem [1] do-

kazuje da se tom problemu ne moºe pristupiti egzaktno, a radi se o numeri£ki
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problemati£nom postupku, kao ²to se vidi na primjeru [28] Wilkinsonovog

polinoma.

MATLAB standardno nulto£ke polinoma traºi rje²avanjem svojstvenog

problema za matricu pratilicu tog polinoma [14] i, iako se mogu smisliti i

neki drugi pristupi [16, 18], upravo gre²ke dobivene u ovom dijelu algoritma

najvi²e utje£u na to£nost krajnjeg rezultata.

Naposljetku, za op¢enite integrale potencija injektivne funkcije f , same

vrhove polinoma dobivamo kori²tenjem inverza funkcije f . U slu£aju kom-

pleksnih momenata, inverz je identiteta, pa nema nikakvih problema, no kod

ne²to sloºenijih funkcija, traºenje i ra£unanje inverza moºe biti problema-

ti£no.

6.2 Testiranje

Testovi koji slijede obavljeni su na standardan na£in: iz zadanog poligona

koriste¢i Teorem 1. izra£unati su odgovaraju¢i integrali potencija.8 Nakon

toga, Pronyjevom metodom poku²ali smo rekonstruirati vrhove.

Testiranja smo podijelili na dva dijela, a provodili na kvadratu [−1, 1]×

[−1, 1] koriste¢i integrale potencija bez uvo�enja dodatnog ²uma.9 Iako je

izvedivost toga u prakti£nim primjenama upitna, okvir [−1, 1]× [−1, 1] nije

izabran slu£ajno, budu¢i da vrijedi sljede¢i lagan rezultat.

Propozicija 6. Neka je poligon P = (z1, z2, . . . , zn) ome�en krugom radijusa

R s radijusom u ishodi²tu, tj. takav da vrijedi

‖(z1, z2, . . . , zn)‖∞ ≤ R.

8Primijetimo da ve¢ ove vrijednosti nisu posve to£ne. No, u praksi se ionako moºe o£eki-

vati [22] ²um, pa nije realno o£ekivati savr²ene vrijednosti integrala potencija.

9Oznaka [−1, 1]× [−1, 1] u ovom slu£aju stoji za {z ∈ C : Rez ∈ [−1, 1] ∧ Imz ∈ [−1, 1]}.
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Neka je f : Ω→ C, K(0, R) ∈ Ω, analiti£ka funkcija. Tada postoji konstanta

C > 0, ovisna o f i R, takva da za sve k ∈ N vrijedi∣∣∣∣∣∣
∫∫
P

d2

dz2
fk(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ck2‖f‖k∞,R,

pri £emu je za funkciju g, ‖g‖∞,R de�nirano s max{|g(z)| : |z| ∈ K(0, R)}.

Dokaz. Neka je k ≥ 2. Tvrdnja dalje slijedi ograni£avanjem vrijednosti inte-

grala∣∣∣∣∣∣
∫∫
P

d2

dz2
fk(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫∫
P

∣∣∣∣ d2

dz2
fk(z)

∣∣∣∣ dz =

=

∫∫
P

∣∣k(k − 1)fk−2(z)(f ′(z))2 + kfk−1(z)f ′′(z)
∣∣ dz ≤

≤
∫∫
P

k(k − 1)‖f‖k−2
∞,R‖f

′‖2
∞,R + k‖f‖k−1

∞ ‖f ′′‖∞,Rdz ≤

≤ R2πk
(
(k − 1)‖f‖k−2

∞,R‖f
′‖2
∞,R + ‖f‖k−1

∞ ‖f ′′‖∞,R
)

≤ C̃k2
(
‖f‖k−2

∞,R‖f
′‖2
∞,R + ‖f‖k−1

∞ ‖f ′′‖∞,R
)

za neki C̃ > 0. Sada, budu¢i da su funkcije f ′ i f ′′ ograni£ene na K(0, R), a

‖f‖k−2
∞,R ≤M2‖f‖k∞,R i ‖f‖k−1

∞,R ≤M1‖f‖k∞,R za nekeM1,M2 > 0, gotovi smo:∣∣∣∣∣∣
∫∫
P

d2

dz2
fk(z)dz

∣∣∣∣∣∣ ≤ Ck2‖f‖k∞,R.

Korolar 4. Neka je P proizvoljan poligon, a f(z) ≡ z. Tada, uz oznake kao

u Teoremu 3., ako vrijedi P ⊆ K(0, 1),

lim
k→∞

τk = 0.
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Dokaz. Budu¢i da je P zatvoren skup, ako vrijedi P ⊆ K(0, 1), vrijedi i

P ⊆ K(0, 1− ε) za neki ε > 0. Uzmimo, u smislu Propozicije 6., R = 1− ε.

Tada vrijedi ‖f‖∞,R = R i u uvjetima smo Propozicije 6. Dakle,

|τk| ≤ Ck2(1− ε)k

za neki C > 0. O£ito, τk −→ 0.

Dakle, ukoliko su vrhovi poligona blizu ishodi²ta, njihovi integrali po-

tencija ¢e op¢enito rasti sporije, a za poligone unutar otvorene kruºnice oko

ishodi²ta radijusa 1, njihovi kompleksni momenti ¢e teºiti u 0. Nadalje, kao

²to Teorem 6. predvi�a, a na primjerima pokazuje sljede¢a tablica, u slu-

£aju da su vrhovi poligona jako udaljeni od ishodi²ta, kondicija matrice ¢e

biti velika. No, ukoliko su vrhovi poligona jako blizu ishodi²tu, kondicija ¢e

ponovno biti velika. Stoga se kvadrat [−1, 1] × [−1, 1] £ini kao optimalno

rje²enje za skaliranje.

U donjoj tablici usporedili smo kondicije10 i maksimalne (me�u prvih 2n)

integrale potencija poligona s 3, 4, 5 i 7 vrhova sadrºanih u [−1, 1]× [−1, 1]

s njihovim translacijama. S P + (10 + 10i) ozna£avamo translaciju poligona

za 10 + 10i, dok s n(P ) ozna£avamo broj vrhova poligona P , a s τmax(P )

maksimalni integral potencija poligona P .

10Valja imati na umu da su kondicije ra£unane ugra�enom funkcijom u MATLAB-u te je

stoga njihova preciznost, posebno za jako velike vrijednosti, upitna.
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Tablica 1: Usporedba svojstava poligona sa svojstvima njihovih translacija.

n(P ) κ2(P ) τmax(P ) κ2(P + (10 + 10i)) τmax(P + (10 + 10i))

3 18.18 8.06 8.8 · 106 1.52 · 107

4 4 2 2.01 · 1013 8.15 · 109

5 244.31 14.68 1.22 · 1018 2.98 · 1012

7 5.8 · 106 283.84 1.45 · 1023 1.45 · 1017

6.2.1 Integrali eksponencijalne funkcije

Uspore�ujemo rekonstrukciju vrhova poligona iz integrala potencija funk-

cija f(z) = z i f(z) = ez. Eksponencijalna funkcija na [−1, 1] × [−1, 1] za-

dovoljava uvjete Teorema 3. te se £ini prikladnim izborom jer se ra£una na

jednostavan na£in i ima jednostavan inverz.

Slika 5: Pravilan peterokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = ez.
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Slika 6: Pravilan 10-erokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = ez.

Slika 7: Pravilan 15-erokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = ez.

Slika 8: Nekonveksan peterokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = ez.
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Slika 9: Nekonveksan 9-erokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = ez.

Slika 10: Nekonveksan 14-erokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = ez.

Primje¢ujemo da su u nekim primjerima rezultati podjednako dobri, no

postoje i oni za koje kori²tenje funkcije f(z) = z daje bolje rezultate. Nadalje,

prvom funkcijom su generirane matrice Tn £ija je uvjetovanost znatno bolja

od onih koje su generirane drugom pa je identiteta na kvadratu [−1, 1] ×

[−1, 1] iz tog razloga numeri£ki prihvatljivija.

6.2.2 Testiranje Pronyjeve metode za vi²e rotacija

U drugom dijelu donosimo usporedbu rekonstrukcije vrhova kada je una-

prijed poznat broj rotacija r poligona s onom kada je ta informacija nepoz-

nata. Radi se o kori²tenju modi�kacije Pronyjeve metode za rekonstruiranje
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pomo¢u kompleksnih momenata.

Slika 11: r = 2: lijevo bez, a desno uz kori²tenje Teorema 5.

Slika 12: r = 4: lijevo bez, a desno uz kori²tenje Teorema 5.
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Slika 13: r = 6: lijevo bez, a desno uz kori²tenje Teorema 5.

Slika 14: r = 8: lijevo bez, a desno uz kori²tenje Teorema 5.

Slika 15: r = 10: lijevo bez, a desno uz kori²tenje Teorema 5.
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Primjeri pokazuju da, ako je broj rotacija poligona a priori poznat, do-

bivene aproksimacije vrhova znatno su bolje od onih kod kojih informaciju

o simetriji nemamo. Tada je vjerojatnije da ¢e u Pronyjevoj metodi neke ili

sve dobivene to£ke biti daleko od pravih rje²enja. Posebno se isti£e fenomen

grupiranja nekih dobivenih to£ki u 0.

Dobiveni su rezultati o£ekivani budu¢i da smo modi�ciranjem metode

smanjili veli£inu pripadaju¢e Hankelove matrice, kao i broj traºenih nulto£aka

polinoma. Dakako, postoje poligoni za koje Pronyjeva metoda, £ak i uz

informaciju o broju rotacija, ne daje sasvim to£ne aproksimacije vrhova.
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7 Zaklju£ak s naznakama daljnjih smjerova is-

traºivanja

Tijekom dokazivanja teoretskih rezultata otvorilo se mnogo pitanja, pri

£emu je jasno da neka od njih imaju i prakti£nu ulogu. Na primjer, Teorem

4. rije²io je problem odre�ivanja broja vrhova u slu£aju da znamo da imamo

vi²ak informacija. Postavlja se pitanje postoji li algoritam koji moºe odre-

diti broj vrhova poligona (uz ra£unanje kona£nog broja momenata tijekom

izvo�enja) u op¢enitom slu£aju. Postoje stroge indicije da takav algoritam

ne postoji i dokaz bi i²ao u smjeru konstruiranja niza poligona s rastu¢im

brojem vrhova, pri £emu se dva susjedna £lana niza slaºu u dovoljno mnogo

prvih integrala funkcija. Trivijalno se moºe pokazati da, ukoliko takav niz

postoji, op¢eniti algoritam za odre�ivanje broja vrhova ne moºe postojati.

Tako�er, zanimljivo pitanje koje se postavlja je problem pronalaska dva

n-terokuta koji se slaºu u prvih 2n−2 integrala potencija. Propozicija 5. kaºe

da moºemo prona¢i dva poligona s zajedni£kih n−1 kompleksnih momenata,

no ne odgovara na postavljeno pitanje. Konstruktivan odgovor omogu¢io bi

nam direktan dokaz tvrdnje o 2n−1 integrala potencija kao najboljoj ogradi

za algoritam.

Ve¢ je bilo poznato da Pronyjeva metoda na na£in iznesen u [19] ne po-

kazuje dobra numeri£ka svojstva. U stvarnim primjenama bitno je znati kad

moºemo s velikim stupnjem sigurnosti ra£unati da ¢e Pronyjeva metoda dati

dobar rezultat. Teoremi koje smo dokazali pri kraju rada pomaºu pri utvr�i-

vanju odgovora. No, oni nikako ne predstavljaju iscrpan odgovor, ve¢ samo

daju smjernice o tome kada bi metoda mogla biti neuspje²na.

U testiranju na primjerima, pokazalo se da eksponencijalna funkcija kao

generator integrala potencija ne daje bolje rezultate od identitete. Tako-
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�er, postoje jaki heuristi£ki razlozi da zaklju£imo da se u op¢enitom slu£aju

situacija ne moºe puno pobolj²ati prema upotrebi kompleksnih momenata.

No, za vjerovati je da je iskori²tavanjem dodatnih svojstava na odre�enim

dijelovima kompleksne ravnine mogu¢e prona¢i bolje funkcije.

Kori²tenje svojstava simetrije u stvarnim primjerima pokazalo je da Te-

orem 5. uistinu daje znatno pobolj²anje Pronyjeve metode. Dapa£e, pokazalo

se da i neki simetri£ni poligoni (npr. deltoid) omogu¢avaju postupke sli£ne

Teoremu 5. i uporabu Propozicije 5. Pro²irenje metode u tom smjeru, even-

tualno s idejom iz [4], £ini se teorijski dohvatljivim.

Ukratko, ovim smo radom odgovorili na neka pitanja iz egzaktne rekons-

trukcije poligona, u smislu Pronyjeve metode. Velik broj pitanja jo² preos-

taje, kako teorijskih, tako i onih koja se ti£u prakti£nih primjena, tako da

svakako postoji potencijal za produbljivanje teorije.
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Saºetak

Melkior Ornik, Ana �u²njara:

Neki prilozi teoriji egzaktne rekonstrukcije poligona

U ovom radu dokazujemo nekoliko novih rezultata koji pro²iruju teoriju

rekonstrukcije pomo¢u kompleksnih momenata. Pri tome generaliziramo re-

zultate Milanfara i dr. te pokazujemo da se vrhovi poligona mogu na jedins-

tven na£in Pronyjevom metodom rekonstruirati i iz integrala potencija velike

klase funkcija. Time se otvara prostor za traºenje primjerenijih funkcija od

identitete, £ija svojstva pridonose numeri£koj neprihvatljivosti Pronyjeve me-

tode u kompleksnim momentima.

Tako�er, dokazujemo da je uz znanje dodatne informacije o simetriji po-

ligona mogu¢e vi²estruko smanjiti broj potrebnih kompleksnih momenata i

dajemo jednostavan kriterij za odre�ivanje potencijalnih simetrija.

S druge strane, uz jednostavnu metodu provjere dajemo odgovor na pita-

nje odre�ivanja vrhova poligona ukoliko nemamo to£nu informaciju o broju

tih vrhova, ²to je razumna pretpostavka u primjenama.

Naposljetku, dajemo nekoliko teorema o veli£ini integrala potencija i kon-

dicije pripadaju¢e matrice. Ti se rezultati pokazuju korisnima u odre�ivanju

kada ¢e Pronyjeva metoda biti neuspje²na.

Klju£ne rije£i: poligon, rekonstrukcija, kompleksni momenti, Pronyjeva

metoda
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Summary

Melkior Ornik, Ana �u²njara:

Some Contributions to the Theory of Exact Polygon Reconstruc-

tion

In the paper we prove several new results which expand the theory of

reconstruction using complex moments. We generalize the results of Milanfar

et al. and show that the vertices of a polygon can be uniquely reconstructed

from integrals of powers of a large class of functions. That allows for seeking

functions more suitable than the identity, the properties of which contribute

to the numerical unsuitablity of the Prony method for complex moments.

Furthermore, we prove that, knowing additional information on the sym-

metry of a polygon, it is possible to decrease the number of necessary complex

moments manyfold. We also provide a simple criterion for determining po-

tential symmetries.

On the other hand, with a simple checking algorithm we provide an answer

to the problem of determining the vertices of a polygon if there's no exact

information on the number of those vertices, which is a reasonable assumption

in real world applications.

Finally, we introduce several theorems on the size of integrals of powers

and the condition number of the corresponding matrix. Those results prove

to be useful in determining when the Prony method fails.

Keywords: polygon, reconstruction, complex moments, Prony method
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