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1 Uvod

Problem egzaktne rekonstrukcije poligona pomoc¢u kompleksnih mome-

nata trazi da, ukoliko znamo odredeni broj kompleksnih momenata poligona

// 2Fdz, k€ Ny,
P

na jedinstven nacin odredimo vrhove tog poligona.

P, tj. vrijednosti

Na ovo je pitanje pozitivno odgovoreno — rezultati koje daju Davis [3, 5]
Sezdesetih i sedamdesetih godina proslog stoljeca te, u opc¢enitom slucaju,
Milanfar, Verghese, Karl i Willsky [19] sredinom 1990-tih pokazuju da je
to moguce ukoliko znamo prvih 2n — 2 kompleksnih momenata n-terokuta.
Dano je i nekoliko algoritama |6, 7| na tu temu, od kojih se izdvaja Pronyjeva
metoda [13] kao jednostavan i brz nac¢in rekonstrukeije. No, neka su pitanja,
bitna za prakti¢ne primjene, ostala do sada nedovoljno istrazena, a napose
se istice problem prepoznavanja broja vrhova poligona iz kompleksnih mo-
menata, ukoliko ga a priori ne znamo. Takoder, rjesenja dobivena Pronyje-
vom metodom su osjetljiva [10, 2| na koristenje konacne aritmetike. Stoga
se postavlja pitanje moguénosti njenog modificiranja, sa ili bez poznavanja
dodatnih informacija o objektu.

Nakon krac¢eg uvoda i navodenja poznatih ¢injenica, pri ¢emu nalazimo
kontraprimjer za dokaz Propozicije 2. iz [19], predlazemo dva poboljsanja
Pronyjeve metode. Prvo, dokazujemo da se poligon moze rekonstruirati i iz

vrijednosti znatno vecée klase integrala oblika

é/ﬂ@%;keNm

iz Cega spomenuti teorem za kompleksne momente slijedi kao korolar.

Nadalje, uz odredene ograde, odgovorit ¢emo na pitanje odredivanja broja



vrhova iz integrala potencija, pa stoga i iz kompleksnih momenata, te ¢emo
pruziti jednostavnu metodu za otkrivanje broja vrhova putem pridruzene
Hankelove matrice.

Poslije tog se rezultata vracamo Pronyjevoj metodi za kompleksne mo-
mente te ocjenu od 2n — 2 momenata znacajno poboljSavamo za slucaj poli-
gona koji pokazuju neku vrstu simetrije (od posebnog se prakti¢nog interesa
¢ine centralno simetri¢ni poligoni). U tu svrhu predlazemo konkretan algo-
ritam za rekonstrukciju, ponovno baziran na Pronyjevoj metodi, koji iskori-
Stava nasu bolju ocjenu te na taj nacin znacajno ubrzava i pove¢ava to¢nost
Pronyjeve metode. Uz to, dajemo i jednostavnu propoziciju koji pomaze pri
odredivanju kandidata za simetri¢ni poligon.

ZavrSavamo s nekim rezultatima vezanima uz prakti¢ne primjene. Jasno
je da je nemoguce odrediti u kojim ée to¢no sluc¢ajevima metoda zbog nu-
merickih problema pogrijesiti. Ipak, dokazat ¢emo nekoliko tvrdnji iz kom-
pleksne analize i teorije matrica koje pomazu pri stvaranju intuicije o tome
kada Pronyjeva metoda radi, a kada ne. Na primjerima pokazujemo i da je
ta intuicija u skladu sa stvarnim ogranicenjima algoritma. Na kraju, nase
rezultate predstavljamo na izabranom skupu stvarnih primjera, nesto sloze-
nijih nego u dosadasnjim radovima (npr. [19, 7]), te uz integrale generirane

potencijama eksponencijalne funkcije i identitete.



2 Matematicka pozadina i dosadas$nji rezultati

Prije no Sto po¢nemo s navodenjem dosadasnjih rezultata na ovu temu,

potrebno je precizno definirati objekte s kojima radimo.

Definicija 1. Za n > 3, poligon je uredena n-torka (z1,22,...,2,) € C"

koja zadovoljava sljedece uvjete:
(i) Svi z;, j €{1,2,...,n}, su medusobno razliciti.
(i) Za g,k € {1,2,...,n}, k# j, vrijedi

{#i} k=j-1

(25, 2j+1) N 2y 2111) = {251} k=j+1
0 : inace
(iti) Za j € {1,2,...,n}, tocke zj_1, zj i zj+1 nikada nisu kolinearne.

Da bi se izbjegla konfuzija izmedu stranica poligona i mnozenja komplek-
snih konjugata, duzine ozna¢avamo pomalo nestandardnom oznakom (,-).
Takoder, ovdje, a i svuda u daljnjem tekstu, prirodno identificiramo vrhove

modulo n: 2,4, = 2.

Definicija 2. Uredenu n-torku koja zadovoljava prva dva wvjeta Definicije

1., ali ne @ treéi, nazivamo degenerirant poligon.

Napomena 1. Medusobno identificiramo sljedeéih n poligona: (21, 22, ..., 2,),

(227237 .- -aznazl)a SR/ (Zn7zl> . 'azn—l)-

Primijetimo da prosla napomena govori da u poligonu niti jedan vrh ne
tretiramo kao pocetni. No, kao Sto pokazuje sljede¢a usporedba, to ne znaci
da je poligon u potpunosti odreden samo skupom vrhova — poredak je bitan.
Specijalno, poligone (z1,29,...,2,) 1 (2n, Zn—1, .- ., 21) takoder ne identifici-

ramo kao isti poligon, pa se poligoni razlikuju i po orijentaciji.
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Slika 1: Razli¢iti poligoni s jednakim vrhovima

Napomena 2. Kompleksan integral funkcije f po dijelu ravnine omedenom

stranicama (21, 22), (22,23), ..., (2n, 21) poligona P oznacavamo, prirodnim

// f(z)dz.

Prije uvodenja pojma kompleksnih momenata, navodimo rezultat koji

zlorabljenjem notacije, s

motivira njihovo koristenje. Ideju daje Newton-Leibnizova formula.

Primjer 1. Neka su a,b € R, a # b nepoznati. Znamo da za sve funkcije f

klase Ct vrijedi ,
| r@ae= 1) - 1@,

pa worstavanjem f(x) = x i f(x) = 2* dobivamo

b b
/1dx:b—a, /2xd:p:b2—a2.

Ocito je da, ako znamo vrijednosti dva integrala slijeva, na jedinstven nacin

moZemo odrediti a i b.

Slican rezultat, uz uvodenje druge derivacije, vrijedit ¢e u kompleksnoj

ravnini.

! Primijetimo da je orijentacija poligona ovdje bitna zbog predznaka integrala.
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2.1 Integriranje analiticke funkcije po poligonu

Kako je najavljeno, sljedeéi teorem predstavlja osnovu teorije rekonstruk-
cije vrhova poligona iz kompleksnih momenata. Prvotno ga objavljuje Davis
[3] na temelju Motzkin-Schoenbergove formule [24] za trokute, no uz ograni-
¢enje na konveksne poligone. Stoga njegov dokaz ispustamo u korist znatno
elegantnijeg i opcenitijeg dokaza [19] Milanfara, Verghesea, Karla i Willskyja
iz 1995.

Teorem 1. Neka je P = (21, 29,...,2,) poligon, a f funkcija koja je anali-

ticka na P.2 Tada vrijedi
// f”(Z)dZ = Zajf(zj),
P j=1

pri cemu su aj, j € {1,2,...,n} neovisni o funkciji f i iznose

i
(25 — zj41)(25 — 2j-1)’

a; =

a Dj je definirano s

Ziv1 Zjp1 1
Dokaz. Koriste¢i Greenov teorem u C [29] te Cauchy-Riemannove uvjete za

analiticke funkcije, dobivamo:

[ r@iz=3 [ rea,

gdje OP oznacava rub od P, a dz = dx — idy. Oznacimo stranice poligona sa

51,52, - - ,Sp, Pri Cemu s; povezuje vrhove z; i z;11. Nadalje, pretpostavimo

20vdje i kasnije se radi o blagom zlorabljenju notacije: s P ozna¢avamo zatvoreni dio

ravnine omeden stranicama poligona P.



da su vrhovi poligona poredani u smjeru obrnutom od kazaljke na satu te
definirajmo 2y = 2, 1 2,41 = 21.
Iskoristimo li izraz za jednazbu pravca kroz dvije razlic¢ite tocke u komplek-

snoj ravnini, vrijedit ¢e:

n

J[ £1a: 52 [ reaz =53 (0 - s,

=1

gdje je a; = %, 7 €{0,1,...,n} te ay = a,,. Uz oznake kao u iskazu
J J
teorema, laganim ra¢unom dobivamo:
(o — ) = 2D
(25 = 2j+1) (3 — 2j-1)

2
Slijedi tvrdnja teorema. O]

,J€40,1,...,n}.

Korolar 1. Koeficijenti a; iz gornjeg teorema su razliciti od 0.

Dokaz. Dokaz je ocit, buduéi da je, uz oznake iz Teorema 1., apsolutna vri-
jednost determinante
Zj—1 ﬁ 1
Z; zZ; 1
Ziv1 Zjp1 1
proporcionalna povrsini trokuta s vrhovima u z;_1, 2; 1 2j41. O
Sljedec¢i ¢e nam tehnicki korolar biti potreban pri razvijanju Pronyjeve

metode. O¢it je, no navodimo ga radi potpunosti.

Korolar 2. Neka je P poligon s vrhovima 21, Zo, ..., Zn, G A1, G2, ..., Gp

kompleksni brojevi dobiveni gorngim teoremom. Tada vrijedi
> =0
j=1

n

Z a;jz; = 0.

=1



Dokaz. U prethodnom teoremu uzmimo f(z) =1 te f(z) = z. O

Primijetimo da ovaj teorem pruza mogucénost uvrstavanja vrlo velike klase
funkcija f. Pokazuje se da ¢e nam funkcije oblika 2* biti dovoljne za odre-
divanje vrhova poligona. Postavlja se prirodno pitanje mogu li neke druge
funkcije preuzeti njihovu ulogu i omoguéiti korektnu rekonstrukciju poligona.
Pokazat ¢emo da je to moguce. No, prije toga zavrSsavamo izlaganje teorijske

osnove rada definiranjem kompleksnih momenata.

2.2 Koristenje kompleksnih momenata

Op¢enito govoreci, kompleksnim® momentima smatraju se integrali oblika
[[ f(Rez,Imz)z"dz. No, za potrebe ovog rada, koristimo najjednostavniju
Q

nama prihvatljivu definiciju.

Definicija 3. k-ti kompleksni moment nad poligonom P definira se s

Cp = // 2Fdz,

P
pri cemu je k € Np.

U prakti¢nim se primjenama pojavljuje potreba za odredivanjem vrhova
poligona iz njihovih kompleksnih momenata. Ne ulaze¢i u to kako se kom-
pleksni momenti mogu dobiti bez apriornog znanja vrhova poligona, sljedeci
teorem odgovara na pitanje rekonstrukcije vrhova poligona iz kompleksnih
momenata, a njegov dokaz ujedno predstavlja i smisleni algoritam za odre-
divanje vrhova, tzv. Pronyjevu metodu.

Naime, Teorem 1. pokazuje da postoje a;, j € {1,2,...,n}, takvi da

// f(2)dz = ilajf(zj)

3U literaturi se kompleksni momenti spominju i pod nazivom harmonijski momenti.
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za sve analiticke funkcije f.

Uvrstavanjem funkcija iz niza (2%);>9 dobivamo da vrijedi

// k(k —1)252dz = éaj(zﬂ’“

za sve k € N, k > 2. Dakle, ukoliko sada definiramo 75, preko (k — 2)-og

kompleksnog momenta na nacin
T = l{i(l{? — 1)Ck_2,

a, u skladu s Korolarom 2., uzmemo 70 = 0 i 4 = 0, dobivamo da za sve

k € Ny vrijedi

n

T = g ajz;?.

j=1
Teorem daje jednostavan inverzan rezultat. Dokaz ispu$tamo jer kasnije
izlazemo vlastito poopcenje, uz potpuno istu ideju dokaza, a iz te ¢e genera-

lizacije ovaj teorem slijediti kao jednostavna posljedica.

Teorem 2 (Rekonstrukeija vrhova poligona iz kompleksnih momenata). Neka
su T, k €42,...,2n}, kompleksni brojevi. Ukoliko postoji poligon P s n vr-
hova takav da vrijeds

Tk — /{7(/{7 — 1)6]9,2

za sve k € {2,...,2n — 1}, pri demu je ¢, k-ti kompleksni moment poligona

P, svi drugi n-terokuti koji to zadovoljavaju imaju isti skup vrhova kao P.

Napomena 3. Primijetimo da ovaj teorem zapravo govori da iz komplek-
snth momenata poligona na jedinstven nacin mozZemo rekonstruirati vrhove
poligona. Posebno je bitno da je dokaz konstruktivan te sluzi kao jednostavna

metoda za odredivange tih vrhova.



2.3 Jedinstvenost poligona

Teorem 2. nije idealan — htjeli bismo iz kompleksnih momenata rekons-
truirati cijeli poligon. No, Strakhov i Brodsky 1986. u [26] konstruiraju
kontraprimjer i time pokazuju da postoje dva razlicita poligona kojima su
svi momenti isti. Ipak, jedinstvenost rekonstrukcije poligona moze se po-
kazati uz neke uvjete. Medu ostalim, jasno je da su ti poligoni jedinstveni
u konveksnom slucaju, kada je poligon u potpunosti zadan svojim skupom
vrhova.

Konveksnost predstavlja vrlo jak uvjet i Milanfar i dr. 1995. u [19] iz-
nose propoziciju €iji bi jednostavan korolar davao jedan drugi dovoljan uvjet
za jedinstvenost rekonstrukcije. No, dokaz nije toc¢an. Prije predstavljanja

kontraprimjera, navodimo propoziciju i netoc¢an dokaz.

Propozicija (Milanfar i dr.). Neka su P i Q razliciti n-terokuti s istim
skupom wvrhova {z1,z,...,2,}. Takoder, neka P i Q imaju barem jednu

zajednicku stranicu. Neka su a; i b;, j € {1,2,...,n}, takvi da vrijedi

[0 =Y ar, [ reeE=Y e
P j=1 Q J=1

za sve funkcije f koje su analiticke na PUQ.* Tada postoji neki j €
{1,2,...,n} takav da a; # b;.

Pogresan dokaz iz [19]. Neka je stranica (z;, zj41) zajednicka poligonu P i Q).
Oznac¢imo s z; 1 vrh koji prethodi vrhu z; u poligonu P, a s 2j_; vrh koji
prethodi tom vrhu u poligonu (). Pretpostavimo da propozicija ne vrijedi.

(Zapravo je dovoljno pretpostaviti da je a; = b;.) Tada raspisivanjem izraza

4Radi se o dijelu ravnine kojeg ¢ine sve tocke unutar barem jednog od dijelova ravnine

kojeg zatvaraju stranice poligona P ili Q.



za a; i b; u Teoremu 1. dobivamo da mora vrijediti

2 — %
o e S R B s W e S N B 2
!/

Y
T AT R

o B A A T B |
odnosno
=% _ 4%
Zi-1— % F =%

Ovo je upravo uvjet kolinearnosti u kompleksnoj ravnini pa znamo da su zé;l,
zj_1 1 z; kolinearni. Dakle, ili je zj_;, = 21 (pa dalje idemo induktivno)
ili imamo tri razli¢ita vrha poligona na istom pravcu. Kako P i ) nisu

degenerirani, dolazimo do kontradikcije. O]

Greska je u zadnjoj tvrdnji: nema nikakvog razloga zasto z}_l, Zj—1 12
ne bi bili kolinearni, ¢ak i uz uvjet iste orijentacije poligona P i (). Kon-
traprimjer koji dajemo to ¢e pokazati, pri ¢emu valja naglasiti da time nije

dokazano da je propozicija neto¢na, ve¢ samo da je dokaz nevaljan.

Kontraprimjer 1. Neka su P = (3+2i,2i, —1+i,1,0,1, —i,1, —2—2i, 1—i,2—
1,241, 141) 1 Q = (2+1,2i, 14+1,4,0, =1, —=1+i, —2—2i, —i, 1—i,1,2—1,342i).
P @ Q su ocito iste orijentacije, i to pozitivne.

24 25

15 1 18

a5 B 05

05 1 0.5

-4 4 -1.8

25 L L L L L L 25

Slika 2: Poligoni P i () koji daju kontraprimjer za gornji dokaz.

Promatrajmo stranicu (i,0). Radi se o (jedinoj) zajednickoj stranici poli-

gona P i (). Stoga, uzimamo, u kontekstu gornjeg dokaza, z; =1 4 zj41 = 0.
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Tada je zj 1 = =1 +1, a z;_; = 1 +1i. Ocilo je da su tocke zj, zj 1 @ 2} 4

kolinearne. Ipak, ni P ni Q) nisu degenerirani.

Napomena 4. Isti kontraprimgjer djeluje © ukoliko bismo promatrali tocke

Zjy2, Zjr1 & Zjq @ pokudali izvuéi slican zakljucak.

Ipak, ovaj dokaz moze biti valjan ukoliko prihvatimo jedno dodatno svoj-
stvo poligona. Na taj ¢emo nacin kasnije preko jednostavnog korolara dobiti

jedan dovoljan uvjet jedinstvenosti.

Propozicija 1. Neka su P i Q razliciti n-terokuti s istim skupom vrhova
{z1,29,...,2n}. Takoder, neka P i Q imaju barem jednu zajednicku stranicu.

Neka su a; ibj, j € {1,2,...,n}, takvi da vrijedi
// f"(z)dz = Zajf(zj), // f"(z)dz = ijf(zj)
& =1 G j=1

za sve funkcije [ koje su analiticke na PU Q.5 Tada, ukoliko skup vrhova
{z1,29,..., 20} ne sadrzi tri kolinearne tocke, postoji neki j € {1,2,...,n}

takav da a; # b;.

Dokaz. U ovom slucaju, gore izlozeni dokaz iz [19] djeluje: kolinearnost to-
caka 2%y, zj_ i z; implicira da su tocke z;_; i z; 1 jednake, pa dalje nastav-

ljamo induktivno. O

Napomena 5. Primijetimo da se svojstvo nekolinearnosti moze nesto osla-
biti: dovoljno je da postoji samo jedan vrh z; neke zajednicke stranice P i Q)
takav da ne postoje neka dva vrha s kogima je z; kolinearan. No, to svojstvo

samo pridonosi nerazumljivosti ¢ upitno je ima li prakticnih primjena.

5Radi se o dijelu ravnine kojeg ¢ine sve totke unutar barem jednog od dijelova ravnine

kojeg zatvaraju stranice poligona P ili Q.
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Ovime smo zavr§ili s izlaganjem dosadasnjih rezultata, koji tvore osnovu
za nove rezultate koje predstavljamo. Konkretno, iskoristit ¢emo ideje dokaza
proslog teorema da bismo dokazali njegovu generalizaciju i postigli poboljsa-

nja u slucaju da je poligon u nekom smislu simetrican.

12



3 Rekonstruiranje vrhova poligona iz integrala
potencija

Prije nego Sto zapo¢nemo s centralnim rezultatom ovog poglavlja, po-

trebno je definirati generalizaciju kompleksnog momenta.

Definicija 4. k-ti integral potencije analiticke funkcije f nad poligonom

]

Pri tome uzimamo kao konvenciju f° =1, tj. 7 = 0.

P definira se s

Napomena 6. Primijetimo da se 1, u kontekstu integrala potencija slazu po
vrijednosti s istotmenima T, u kontekstu kompleksnih momenata. Naime, za

f(2) = z imamo, u kontekstu integrala potencija, 7o =1 =0 i

T = / @zkdz = // 224 = k(k —1)ck—o
P

za k > 2, pri cemu je ci_o odgovarajuci kompleksni moment poligona P.

Sad smo spremni za teorem.

3.1 Osnovni rezultat o rekonstrukciji

Teorem 3 (Rekonstrukcija vrhova poligona iz prvih 2n — 1 integrala poten-
cija). Neka je f: Q — C, Q C C, analiticka funkcija i injekcija. Takoder,
neka su T, k € {1,...,2n — 1}, kompleksni brojevi i neka postoji poligon P,
P C Q, sn vrhova takav da su 1y jednaki odgovarajuéim integralima potencija
funkcije f nad P. Tada svi drugi n-terokuti Q, Q C Q, koji to zadovoljavaju

imaju 1sti skup vrhova kao P.

13



Dokaz. Neka su vrhovi poligona P tocke zq, zs, ..., z,. Takoder, definirajmo
70 = 0. Tada iz Teorema 1., Korolara 1. i Korolara 2., uz konvenciju f° =1,

znamo da vrijedi
n
k
= a;f(2)
j=1

zasve k € {0,...,2n — 1}, pri ¢emu su a;, j € {1,2,...,n}, razli¢iti od 0.

Stoga,
To 1 1 1
a
. f(z)  flzm) e () al
n|=| 22 f? o f) i
Ton—1 f(z) 1 flz)™ ! f(zp)? ! -
—— ~ ~- s Qp

Definirajmo sad funkciju Q) : Q2 — C s

Q) =[G = () = F)" + 0 f ()" + ot P f(2) + o

j=1
Tvrdimo da su koeficijenti pq, po, ..., p, na jedinstven nacin odredeni vri-

jednostima 73, k € {0,1,...,2n—1}. Neka je matrica K € C"™*(" definirana

Pn Pn—-1 " D1 1 0 O O O
o 0 pp - p2 pl 1 0 0 ()
O 0 - 0 Pn Pt Po2 - P11
Tada imamo
KO, = K{,a,.
Buduéi da vrijedi, uz definiciju py = 1,
Z;}:O pn_]'f(21)j Z;'L:() Pn—jf(ZZ)j E?:o Pn—jf(zn)j
Z;}:O pnfjf(zl)j+1 27:0 p7L7jf(z2)j+1 Z;’l:() pnfjf(zn)]q»l

Kgn: . . . . )

S g ()T S f(z2) Y e S p ()i
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a kako je 37 pnjf(2) = Q(2) = 0 zasve k € {1,2,...,n}, imamo

KO, = K(yon = 0, = 0,

odnosno
Pn Pn-1 - p1 1 0 o - 00 To 0
0 p, -+ p2 p1 1 0 .- 0 0 51 0
0 0 o+ 0 pn Pn-1 Pn—2 - p 1 Ton—1 0

Ocitom algebarskom manipulacijom dobivamo

T0 o Th—1 Pn —Tn
T T2 v Tn Pn—1 —Tn+1
Tn—1 Tn - Top—2 b1 —Ton—1
To T1 *°° Tp-1
. . T2 n . .
Oznacimo matricu s T,,. Tvrdimo da se radi o re-
Tn—1 Tn - Top—2

gularnoj matrici.

Primijetimo da vrijedi

1 o 1 ay [N O 1 N f(zl)n_l
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Dakle, uz oznake

1 1 1 a; 0 0
7 = f(zl) f(22> f(zn) A, = 0 a 0 7
fle)™™t flz)™t e )" 0 0 - ay

imamo T, = Z,A,Z".

Buduéi da su po Korolaru 1. svi a;, j € {1,2,...,n} razli¢iti od 0, A, je
regularna matrica. Takoder, primje¢ujemo da je Z,, Vandermondeova matrica
u tockama f(z1), f(22), ..., f(2n), Sto znaci [21]| da je regularna ukoliko su
te tocke razli¢ite. Budud¢i da je f injekcija, taj uvjet je zadovoljen te je Z,,
pa tako i ZI regularna.

Dakle, i T, je regularna, pa koeficijente py, po, ..., p, mozemo na jedins-

tven nacin izracunati iz

pn —Tn
Pn—1 | 71 ~Tn+1
- Tn
b1 —Tan—1

Naposljetku, iz koeficijenata p;, j € {1,2,...,n} kao nultocke pripadaju-
¢eg polinoma lako ra¢unamo vrijednosti f(z1), f(22), ..., f(za), a kako je f
injektivna na Q D P, iz tih vrijednosti dobivamo skup {21, 22, ..., 2, }.

Dakle, dokazali smo da je iz prvih 2n — 1 integrala potencija funkcije f
na jedinstven nacin odreden skup vrhova n-terokuta, pa svi n-terokuti s istih

prvih 2n — 1 integrala potencija imaju zajednicke vrhove. O]

Najvaznija posljedica ovog dokaza je Teorem 2. On sada direktno slijedi

ukoliko uzmemo f(z) = z. Dajemo jo$ nekoliko napomena.
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Napomena 7. Primijetimo da dokaz Teorema 3. zahtijeva da znamo broj

vrhova poligona prije ulaska u algoritam.

Napomena 8. [z dokaza Teorema 3. vidljivo je da f ne mora biti injekcija,
nego je dovoljno da su vrijednosti f(z;) izdvojene, tj. da vrijedi {f(z;)} N
{f(z): 2€ Q\{2;}} =0 zasvej € {1,2,...,n}. No, buduéi da mi tek Zelimo

odrediti vrhove poligona P, takvo oslabljivanje uvjeta nema puno smisla.

3.2 Neka dodatna svojstva integrala potencija

Razumno je traziti daljnje poopcenje gornjeg teorema. Na primjer, bilo
bi optimalno kada bi se iz bilo kojih 2n integrala potencija neke funkcije f
na jedinstven i lak nacin mogao rekonstruirati poligon P. No, direktna mo-
difikacija gornjeg dokaza ne daje Zeljene rezultate bez dodavanja uvjeta na
funkciju f, a koji bitno ovise o poligonu P. Ipak, izdvajamo jednu generali-
zaciju gornjeg teorema koja ne uvodi jak dodatni zahtjev na f.

Dokaz je gotovo identi¢an dokazu Teorema 3., pa ga izlazemo samo u

kratkim crtama.

Propozicija 2. Neka je f : Q — C, Q C C, analiticka funkcija i injekcija
takva da f(z) # 0 za sve z € Q. Takoder, neka je |l € Ny i neka su 71y,
k€ {0,1,...,2n—1}, kompleksni brojevi. Neka postoji poligon P, P C €, sn
vrhova takav da su 1.k jednaki odgovarajuéim integralima potencija funkcije
f nad P. Tada svi drugi n-terokuti Q, Q C §, koji zadovoljavaju iste uvjete

imaju 1sti skup vrhova kao P.

Dokaz. Ponovno, neka su vrhovi poligona P tocke zq, 29, ..., 2z,. Tada iz

prethodnih rezultata znamo da vrijedi

n

Ti+k = z ajf(zj)Hk

Jj=1
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za sve k € {0,...,2n — 1}, pri ¢emu su a;, j € {1,2,...,n}, kompleksni
brojevi razlic¢iti od 0.

Analogno dokazu Teorema 3., definiramo

3 T
0, = (Tl Tiv1 Tiyo - -- Tl+2n71> :
Nadalje, neka je
f)' f=) e f()
Fla)™t fl) e flz)

Cn = f(21)l+2 f(Zz)lJr2 T f(2n>l+2

Flz)H2ml )1l L f(z,) 2o

T
an: (al a2 “ e an> .

Ocito vrijedi

®n = 5nan-

Kao u Teoremu 3., definiramo @) : 2 — C s

Q(z) = f[(f(Z) —[(z)) = F(2)" +puf ()" + o paenf(2) + Do
j=1
1 matricu
DPn Pn-1 pr 1 0 0 0 0
oo |
0 0 - 0 pn Pooi Pns -+ pm 1

Lakim ra¢unom dobivamo

> oPn—j flz)HI > 0Pn—j f(z2)tt9 >0 Pr—jf(zn)ti
~ Z;L:() p'nfjf(zl)le]le Z;'l:() pnfjf(ZQ)l+J+1 Z;'L:O pnfjf(zn)lJF]Jrl
KCn = )
Yo Pn—g fz)! T TR fz2) I e TR f () T
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pa svakako vrijedi

K®, = K(,o, = 0.

Na isti na¢in kao u Teoremu 3. dobivamo

Tl Ti+1 - Ti4n-1 Pn —Tl4n
Ti+1 Ti+2 Ti+n Pn-1 —Tl4n+1
Ti4+n—-1 Ti4+n - Ti4+2n-2 b1 —Ti+2n-1

Tvrdimo da je matrica s lijeve strane jednakosti regularna. Oznac¢imo ju

s T,,. Primijetimo da vrijedi

f(Zl)l f(Zl)l a -+ 0 1 ... f(zl)"_l
B I e O I I B R (e
f(zl)l-i—n—l . f(zn>l+n—1 o ... an, 1 --- f(zn)n—l

U dokazu Teorema 3. pokazali smo da su matrice A, i Z,, regularne. Takoder,
vrijedi
det Z, = f(z1)' f(z)" - f(zn) det Z,.

Kako smo uvjetovali da f(z) # 0 na €, i Z, je regularna.

Dokaz zavrSavamo na isti na¢in: koeficijente pq, po, ..., p, racunamo iz
Pn —Tl4n
Pn—1 ~ 1 —Ti4n+1
- T n
P1 —Ti+2n—1
Iz koeficijenata p;, j € {1,2,...,n} na na¢in opisan u dokazu Teorema 3.
dobivamo vrhove poligona P. O
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Neki rezultati koje kasnije dokazujemo mogu se izvesti iz prethodne pro-
pozicije, uz odgovarajuc¢e modifikacije. No, u interesu razumljivosti i prak-
ticne koristi, navodimo samo najjednostavniji sluc¢aj opisan u Teoremu 3.

Sljede¢a propozicija takoder slijedi direktno iz dokaza Teorema 3., pa
koristimo i pripadajuce oznake. Radi se o tvrdnji koja na joS jednom primjeru
pokazuje da, iako integrali potencija ne generiraju nuzno jedinstveni poligon,

poligoni koje oni generiraju imaju brojna zajednicka svojstva.

Propozicija 3. Ukoliko n-terokuti P 1 () imaju istih prvih 2n — 1 integrala
potencija (pocevsi od 1.) za neku injektivnu funkciju, tada za sve analiticke

funkcije h : PUQ — C vrijedi

/ / B(2)dz = / / B (2)dz.
2 J

Dokaz. Ukoliko n-terokuti P i ) imaju istih prvih 2n — 1 integrala potencija
neke injektivne funkcije f, Teorem 3. kaze da imaju iste vrhove. Dakle,
/

ukoliko je P = (z1,29,...,2,), a Q = (2], 25, ..., 2)), vrijedi

rn

<z1 2y ... zn>H=(zi 2 ... z%)

za neku permutacijsku (stoga, i regularnu) matricu II. Zaklju¢ujemo da za

sve funkcije g koje su analiticke na P U @ vrijedi

(920 9z2) oo 9z)) = (9(0) 9(zh) ... 9(zD)-

Nadalje, ukoliko u skladu s oznakama u Teoremu 3. sa Z,,(P) ozna¢imo Van-
dermondeovu matricu u tockama f(z;), j € {1,2,...,n}, a sa Z,(Q) Van-
dermondeovu matricu u totkama f(2}) j € {1,2,...,n}, iteriranjem gornje

tvrdnje po retcima matrica Z,(P) i Z,(Q) dobivamo Z,(P)II = Z,,(Q).
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Ozna¢imo s o, (P) 1 o, (Q), respektivno, matrice koeficijenata

u smislu Teorema 1, pri ¢emu je
[ @iz =Y a@s)
Q =1
za sve analiticke funkcije h. Neka su 7, 7, ..., To,_1 zajednic¢ki integrali

potencija poligona P i (). Jasno je da vrijedi

To

1

a buduéi da P i ) imaju istih prvih 2n — 1 integrala potencija analogna

tvrdnja vrijedi i za poligon Q).

Dakle,
Zn(P)an(P) = Zn(Q)an(Q),
tj.
Zn(P)an(P) = Z,(P)ay,(Q).
Vandermondeova matrica u tockama f(z;), 7 € {1,2,...,n} je, kako smo

diskutirali u Teoremu 3., regularna, pa vrijedi

Oén(P) = Han(Q)
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Time smo zapravo dosli do kraja: neka je h proizvoljna analiticka funkcija

na P U Q. Tada vrijedi

J[ ez =3P = () bz . b))

_ / / B(2)dz.
Q

]

Na temelju dokaza Propozicije 1. i prethodnog rezultata, zatvaramo ovo
poglavlje rezultatom koji daje dovoljan uvjet za jedinstvenost generiranja

poligona iz integrala potencija.

Korolar 3 (Dovoljan uvjet za jedinstvenost generiranja poligona iz integrala
potencija). Neka su P i QQ n-terokuti koji imaju istih prvih 2n — 1 integrala
potencija neke injektivne funkcije f. Takoder, neka P i () imaju barem jednu

zajednicku stranicu © neka skup njthovih vrhova ne sadrzi tri kolinearne tocke.

Tada je P = Q.

Dokaz. P i@ zadovoljavaju uvjete prethodne propozicije te stoga, uz oznake

iz dokaza iste, vrijedi o, (P) = Ha,(Q) za neku permutacijsku matricu II.

Takoder, znamo da, ukoliko je P = (z1,22,...,2,), @ Q = (21, 25,...,2)),
za sve analiticke funkcije h : PUQ — C vrijedi (21 29 ... Zn> II =
(51 2 . 2) Kakoje (an(P)T = (0(@)7T" = (,(@)1T", vri-
jedi

(n(P))TTL = (@)
Dakle, vrhovi su permutirani na isti na¢in kao i njima pripadni koefici-

jenti, pa iz Propozicije 1. obratom po kontrapoziciji slijedi rezultat. O
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4 Odredivanje broja vrhova poligona

Prethodni rezultati pokazuju da je za odredivanje vrhova nepoznatog n-
terokuta dovoljno znati prvih 2n — 1 integrala potencija i teorem, kao sto je
naznaceno u Napomeni 7., implicitno zahtijeva da nam je n poznat. Ipak,
u prakti¢nim je primjenama razumno pretpostaviti da broj vrhova poligona
ne znamo uvijek unaprijed. Stoga se postavlja pitanje mozemo li Teorem
3. iskoristiti i ukoliko imamo nepoznat broj vrhova. To pitanje, uz smislen

zahtjev da znamo dovoljno mnogo integrala potencija, ima pozitivan odgovor.

Teorem 4. Neka je P nedegeneriran poligon s n vrhova. Ukoliko su dani

integrali potencija 1, k € {0,...,2M}, pri éemu je M > n—1, rang matrice

70 T1 e T

T1 T2 o TM+1
Ty =

™ TM+1 ToM

je jednak n, u oznaci r(Thy1) = n.

Dokaz. Uz koristenje oznaka iz Teorema 3., uvidamo da 7,1 moZemo zapi-

sati u obliku Ty = Zys1A, 2. Tada je
r(Tar1) < minfr(An), r(Zaga), 7(Ziga) }-

Buduéidaje Zy41 € CMTM A € Cv slijedidaje r(Zyg) = r(Z1,) <
n te r(A) < n. Stoga, vrijedi i 7(Ths41) < n. Medutim, u dokazu Teorema
3. pokazano je da vrijedi r(7},) = n, a kako je T,, podmatrica matrice Ty,

o¢ito vrijedi r(Tpr41) > n. O

Dakle, viska potrebnih integrala potencija se jednostavno rjesavamo odre-

divanjem ranga n Hankelove matrice T);y1, a zatim uzimanjem njene pod-
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matrice T,,. Dapace, taj se algoritam pokazao kao numericki pouzdan i u
testiranju je davao tocne rezultate ¢ak i za vrlo sloZzene poligone.
Ipak, ne mozemo pruziti pozitivan odgovor na problem trazenja broja

vrhova poligona iz proizvoljno mnogo integrala potencija.

Napomena 9. Primijetimo da prethodni teorem ne pruZa algoritam za na-
laZenje broja vrhova poligona, cak i ukoliko moZemo izracunati proizvoljno
mmnogo integrala potencija. Naime, ne postoji nikakva garancija da broj nama

poznatih integrala nije mangi od onog potrebnog za odredivanje vrhova.
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5 Neki rezultati za poligone s viSe rotacija

Vratimo se istrazivanju kompleksnih momenata. Prvenstveno, zanima
nas mozemo li smanjiti broj momenata potrebnih za odredivanje vrhova po-
ligona. Na tu tvrdnju, u kontekstu projekcija, ranije je u opcenitom sluc¢aju
negativno odgovoreno u [19].

Pokazuje se da poligoni s nekim svojstvima simetrije dopustaju reduci-
ranje broja momenata. U tu svrhu prvo definiramo pojam broja rotacija i

dokazujemo preliminarije.

Definicija 5. Poligon P tma r rotacija ukoliko je
Rot,.(P) = P,

pri cemu je® Rot, : P(C) — P(C) operator rotacije u pozitivnom smjeru za

kut 27 /r oko tocke 0. Pri tome uzimamo r € N.
Napomena 10. Svaki poligon ima barem jednu rotaciju.

Sljedec¢a je tvrdnja intuitivno jasna, no pomaze pri potrazi za rotacijama
poligona, osobito uzevsi u obzir kasniju propoziciju o nuznom uvjetu za broj

rotacija.
Propozicija 4. Ukoliko poligon P ima n vrhova i r rotacija, vrijedi r|n.

Dokaz. Koristimo teorem [15] o dekompoziciji permutacije na cikluse. Neka

poligon P ima vrhove 2y, 2o, ..., 2,. Tada je, po definiciji rotacije,

(Rotr(zl) Rot,.(z) ... Rotr(zn)> =1I (zl Zo ... zn)

6S P(C) oznatavamo sve podskupove skupa C.
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za neku permutacijsku matricu 7. Znamo da pripadnu permutaciju mozemo
dekomponirati na disjunktne cikluse. Suma duljina tih ciklusa je ocito jed-
naka n. Tvrdimo da je za r > 1 duljina svakog od tih ciklusa toc¢no r, iz ¢ega
¢e ocito slijediti r|n.

No, za svaki j € {1,2,...,n} vrijedi Rot]({#;}) = z; (radi se o r rotacija
za 27 /r, tj. o rotaciji za 2m). Dakle, svaki od ciklusa je duljine najvise r.
S druge strane, ako Rot®({z;}) = z;, imamo zje@ = z;. Dakle, k > rili
z; = 0. Ukoliko je z; = 0, nuzno je r = 1 (inace ¢e 0 biti viSestruki vrh
poligona P), pa svakako r|n. S druge strane, ako je k > r, pokazali smo da

je svaki ciklus duljine barem 7, ¢ime zavrSsavamo dokaz. O

5.1 IskoriStavanje rotacija u rekonstrukciji kompleks-

nim momentima

Prije samog dokaza donosimo lemu koja je od krucijalne vaznosti za na-

vedeni teorem. Za nju ¢e nam biti potrebno definirati poluotvoreni kut.

Definicija 6. Poluotvoreni kut ®(v), 0 < ¢ < 7 je dio kompleksne rav-
nine omeden polupravcima Rez > 0 Almz = 0 4 Imz > 0 A Imz = tg(¢)Rez,
pri cemu je polupravac Imz = 0 ukljucen, a uz prirodno prosirenje na polu-

otvoreni kut velicine w/2. Za ¢ = 7 drugi polupravac je Rez < 0 A lmz = 0.

s
s
%
s
s
s
s
s
-
s
%
s
s
s

\

Slika 3: Poluotvoreni kut

26



Lema 1. Neka je P poligon s n vrhova” i r rotacija. Tada za koeficijente p;

polinoma
P(z) = ﬁ(z —z) ="+ p2" a1z e
i=1
vrijeds
r{j=p;=0.
Dokaz. Neka su 2], ...,z vrhovi poligona poredani u smjeru obrnuto od ka-

zaljke na satu, pri ¢emu je poredak vrhova koji su pod istim kutem uzlazan
po modulu. Primijetimo da vrijedi zn+ — e z , uz konvenciju i = 254 0
poligon sastoji od r rotacija tocaka koje se nalaze unutar jednog poluotvo-
renog kuta veli¢ine 2. Buduéi da poligon ima n vrhova, u svakom od polu-
otvorenih kuteva nalazi se  tocaka. Jasno je da e se prva tocka iz nekog
poluotvorenog kuta preslikati u prvu tocku koja lezi u poluotvorenom kutu

rotiranom za e ~ pa vrijedi gornja tvrdnja.

Tada dobivamo

I3

n n r—1
P(z):Hz—zJ Hz—z HH — Zjpys) =
j=1 j=1 j=0t=1
T or—1
= H H Z — zwj)
t=1 j=0
gdje suw; = e, j=0,...,r — 1 r—ti korijeni iz jedinice, pa je
r—1 r—1
/ AYA 4 AYA z r T
TG = 2mw) =G [ —w) = E)(5) —1) =2"— ()"
, L (=) %
Jj=0 7=0
Dakle

O | (ERNE0T § ()

"Podsje¢amo da vrhove i ovdje i drugdje u radu, ako nije drugacije navedeno, standardno

oznafavamo 8a 21, 22, ---, Zn-
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iz Cega se vidi da se u raspisu polinoma P po koeficijentima ne javljaju

potencije koje nisu djeljive s r. O]

Dolazimo do centralnog rezultata ovog poglavlja, koji dokazuje da, ukoliko
poligon ima vise od jedne rotacije i njegov broj rotacija unaprijed znamo,

mozemo znatno olaksati rekonstrukeciju njegovih vrhova.

Teorem 5. Neka je P poligon s n vrhova i r rotacija. Tada vrijede sljedece

tordnje:

(i) Ukoliko je r = 1, vrhove poligona P moZemo odrediti preko 0.,1.,2.,. ..,

(2n — 3). momenta (ukupno 2n — 2 momenata).

(i1) Ukoliko je r = 2, vrhove poligona P moZemo odrediti preko 0.,2.,4.,. .

2

(2n — 4). momenta (ukupno n — 1 momenata).

(i1i) Ukoliko je r > 3, vrhove poligona P moZemo odrediti preko 0.,r.,2r.,. .

c

(2n — r). momenta (ukupno n/r momenata).

Dokaz. 1z Leme 1., a uz oznake iz Teorema 3., vrijedi

Pn
To T1 T2 o Tpo 0 —Tn
T T2 T3 Tn ; | T Tart
pn—r
Tn—1 Tn Tp+1 - T2p—2 0 —Ton—1

U Teoremu 3. je pokazano da gornja jednadzba ima jedinstveno rjeSenje.
Nastavljamo s modifikacijom Pronyjeve metode, eliminiranjem nepotrebnih

stupaca te dobivamo
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Tn—1 Tpn—14r - Top—r—1 Pr —Ton—-1
Vidimo da je ovaj sustav za r > 2 predefiniran, u smislu da se sastoji od n
jednadzbi s k = 2 < n nepoznanica, pa Zelimo izdvojiti & linearno nezavisnih

redaka lijeve matrice. Pocinje glavni dio dokaza:
(i) Za r =1 dokaz smo izveli u Teoremu 3.

(ii) Neka je sada r = 2. Primijetimo da je u tom slu¢aju n nuzno paran i

k = 3. Biramo 1.,3.,5.,..., (n — 1). redak.

To Ty Tn—2 Pn —Tn
) Ty Tn Pn—2 —Tn42
Th—2 Tn *°° Top—4 D2 —Ton—2

Preostaje pokazati da je matrica slijeva regularna. Oznacimo ju s TT(LQ).

Vrijedi
T7(2) _ Z(Q)AR(ZT?))T,
uz oznake
1 1 1
£0) _ 54 2
22 iR Zn2
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N 2 2 2mi o 2 A
Z%+J—Z%+j—zg<€2) =% T
Oznacimo li sa Z
1 1 1
Z Zo 2
7 = ,
Ak—1  sk—1 Ak—1
1 Z9 k

dobivamo blok dekompoziciju matrice T2

ZT

T = [Z Z} A,
ZT

Pogledajmo kako broj rotacija poligona utjece na koeficijente a;:

V[ 2241 = 2245 Znij T 2244l
aﬂ+j - = —
2 . J— . J— .
2\ Znyjo1 — Znyy Amaj T Znyjn
- l Zj—1€e 2 — Zje 2 _ Zje 2 — Zj1€ 2
= 27 27
2\ (21— z)e (2 = zj1)e
_1<Zj—1—2j _ P T R ) —
- — Y
2 Zj—1 — Zj Zj = Zj4+1
Tada je
° Az 0| |27
Lo = [Z Z} T
0 A% Z
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iz Cega slijedi

T =22A2 27
Iz Korolara 1. slijedi da su svi a; # 0 ukoliko je P nedegeneriran poligon.
Stoga je matrica Az regularna, a isto vrijedi i za matricu Z bududi

da se radi o Vandermondeovoj matrici za tocke Zy,..., 2z koje su sve

medusobno razli¢ite. Slijedi da je matrica T¥ takoder regularna pa

dobivamo
Pn Tn
Pn—2 _ —(TT(LQ))A Tn+2
D2 Ton—2

¢ime je dokazana tvrdnja za r = 2.

(iii) Neka je r > 3. Ideja dokaza sli¢na je iskazanoj za r = 2: ponovno
biramo r redaka i to upravo 3.,7+3., ..., (n—r+3). redak (primijetimo

da to nema smisla u slu¢aju da je r < 2). Dakle, imamo

T2 Tr4+2 e Tn—r+2 Pn —Tn
Tr+2  Tor42 Tn+2 Pn—r —Tn4r42
Tn—r+2 Tn+2 e TQn—2r+2 DPr _TQn—r+2
T2 Try2 0 Tn—r42
Tr42  Tor42 0 Tn+2

Koriste¢i sljede¢u dekompoziciju: . . ‘ =

Tn—r+2 Tn42 e Ton+r—2
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21 29 Zn 21 z{“ z{“”l
2t P 2rtl 7y 25t P
= A, ,
n—r+1 n—r+1 n—r+1 r+1 n—r+1
pokazat ¢emo da je matrica slijeva regularna.
Neka je z; = 2}. Tada je
27i n
s 2mi . oL
Pt = 21y = (zje )", gdje je kb = e
. T v . . . s v
Matricu Z%” mozemo zapisati na sljede¢i nacin:
<1 2k Rk+1 Zn
21z 212 212 ZnZ
Z(,r) _ 1<1 k<~k k+1~k+1 n<n
n
~ k— -1 ~ s k-1
£1 A Rk Rk AR+l Rk+1 n  “n
2mi 2mi
21 2k z€er zper
A ~ 2mi N 2mi
2121 22k Z1z1€e ZpZKE T
> k— ~ k— 2mi -1 2mi
21 1 2k 2k <1 zZ1€e r 2k e r
21 ) 2k
3 . Z121 Zo2) 22k
Ako sa Z oznacimo k x k matricu
A2z A 2.5,

dobivamo blok reprezentaciju:

7V =z Tz 2Nz
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ZT

2mi

er 7T

27i

Tﬁ:[z AR A e?“—l)Z] An | er2Zt

6@(r—l)ZT

Pogledajmo u kakvom su odnosu koeficijenti a; i a;:

a 1 (Ztk—l—j—l — Rthk+j  Rth+j — Ztk+j+1>
th+7 — & -
2 \ Zthtj—1 — Zthtj  Pth+j — Pth+j+l
. 2miy 2miy 2miy 2mi
- l Zj1er " —zjer zZjer " — Zjper
- 27 - 27i
7t znt
2\ (1 —zer (2 = zjr1)e™
U _amiy (Zj1 — 7 Zi—Zj _4mi
— e Tt(] i_ i J):e Ta,.
2 Zj—1 — Zj Zj T Zj41

Uocimo da tada za blok matricu A, uz definiciju

aq 0 0
0 a 0
Ak = ? )
0 0 - a
vrijedi i i
A 0 0
0 e A, 0
A, =
0 0 e T DA,
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Naposljetku,

- - T - — — -
Z Ay 0 - 0 A
) ez 0 e FA - 0 e 77
pr—)Z 0 0 c e AL | D g7
_ p -
2ri
_ _2mi C(r—1)2m er
=1Z e TZAk ceeoe VT TZAk
e (r=1) zT

= rzAsz.

Ukoliko P nije degeneriran, A, je regularna pa preostaje pokazati da je

matrica Z regularna:

21 22 2k
2121 ZoZo 2Rk
det Z =
élk_ 21 22k_122 2 k= Zk
1 1 1
2 Zo Zk
= Z122 ... Zk‘
Zlk—l ZAQk—l 2 k-1

Uocimo da su svi z; # 0 jer bi u suprotnom 0 bio viSestruki vrh poligona.
Takoder, matrica Z je Vandermondeova, i to u razli¢itim tockama jer je
Z.# Zpzaa # by a,b € {1,... k}. Naime, ukoliko bi postojali a, b takvi
da to vrijedi, dobili bismo da je rargz, = rargz, + 2im, za neki [ €

Z, odnosno |arg z, — arg z| > 2%, a to ne moze biti istinito budu¢i da
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su a i b iz istog poluotvorenog kuta veli¢ine 27” Iz gore navedenog slijedi

da je matrica Z regularna.
Time je dokaz ovog teorema zavrsen. O]

Napomena 11. Primijetimo da prethodna tvrdnja v dokazu u bitnom koristi
svojstva identitete i sasvim je jasno da nije primjenjiva za opcenite integrale

potencija.

5.2 Otkrivanje rotacija

Uzevsi u obzir prethodni rezultat, postavlja se pitanje mozemo li nekako
odrediti broj rotacija poligona bez znanja njegovih vrhova.

Uz Propoziciju 4., sljedeca propozicija daje kriterij za odredivanje po-
tencijalnih kandidata za rotacije te ¢e se pokazati korisnom pri odredivanju
nekih numeric¢kih svojstava metoda. Usto, bit ée nam od koristi pri odredi-
vanju nekih numerickih svojstava metode. Tvrdnja je poznata i javlja se u
vige sli¢nih iskaza, na primjer u [8, 25]. Ovdje predstavljamo inacicu koji je

jednostavno primjenjiva uz Pronyjevu metodu, uz direktan dokaz.

Propozicija 5 (NuZan uvjet za broj rotacija pomoc¢u kompleksnih mome-

nata). Za poligon P s r rotacija vrijedi
Tkr4+3 = Thkr4d = ««« = Thkr4r+1l — O, za k € No.
Najprije dokazujemo sljede¢u tehnicku lemu:

Lema 2. Ako su w, = eTP, pe {0,...,r =1} r—ti korijeni iz jedinice, tada
vrijedi:

r—1
Zw;;:(), za ke {l,...,r—1}.
p=0
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Dokaz. Tvrdnja jednostavno slijedi iz teorije elementarnih simetri¢nih poli-
noma i Newtonovih identiteta [17]. Iz Vieteovih formula dobivamo da je za

k = 1 istinita. Dalje, uz oznaku

ej(wo, ... ,wp_1) = E WayWay - - - Way,
0<ai<as<...<a;<r—1

uzimamo u obzir Newtonov identitet ([20])

k-1 r—1 r—1
kep(wo, - -y wr1) = Y (=17 ep_j(wo, .., wr1) ng) + (=1)F1 Zw;;.

7j=1 p=0 p=0
Buduéi da iz Vieteovih formula slijedi e;(wp,...,w,—1) = 0 za sve j €
{1,...,r — 1}, imamo

r—1
0= (-1 wh ke{l,...,r—1}.
p=0

Slijedi dokaz Propozicije 5.

27i

Dokaz. Uzevsi u obzir prethodne oznake, dobivamo z;;n = zje, iz Cega
slijedi
Zaj J_ZZ +pnz er))l,zaZEN.

7j=1 p=0

Nadalje, pokazana je jednakost a;y e = e” p= a;. Tada za k € Ny dobivamo:

n
r

k"f‘-‘rl kT+l 2plmi _ 4pmi
Tt = Zaa = S

7j=1 p=0

kr+l 2p7rl
= Zaa 4 Z
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Uvedemo li oznake kao u prethodnoj lemi, jasno je da vrijedi

Thr41 :Zajzj]-”*l-O:O, zale{3,...,r+ 1}, k € Ny.
j=1

]

Napomena 12. Obrat ne vrijedi. Na primjer, za trokut (—3 — 1,3 — i, 2i)

vrigedi 73 = 0, a ovaj trokul ima samo jednu rotaciju.

Slika 4: Kontraprimjer za obrat Propozicije 5.

37



6 Numericki rezultati i testiranje

6.1 Moguce greSke Pronyjeve metode

Tako Pronyjeva metoda daje jednostavan odgovor na pitanje kako rekons-
truirati vrhove poligona, u algoritmu ima nekoliko numericki losih dijelova
koji nepovoljno utjec¢u na to¢nost dobivenih rezultata.

Prvenstveno, matrica 7T,, je loSe uvjetovana — kao $to ¢emo pokazati,
njena kondicija [27] moze biti proizvoljno velika. Stoga, prirodno je pitanje
mozemo li na neki nacin odrediti kad ¢e ona postati prevelika. U tu svrhu

putem Propozicije 5. dokazujemo sljedeé¢i, naizgled vrlo specifican, rezultat.

Teorem 6. Neka je P pravilni mnogokut sa sredistem uw 0 i apsolutnom
vrijedno$éu svakog vrha jednakom R, R > 0. Oznacimo njemu pripadnu

matricu kompleksnih momenata s T,,. Tada vrijede sljedece tvrdnje:

(i)

Hz(Tg) =1.
Zan >3,
. 4R™ R> ¢ }l
wa(T) = I Tallll T e = § V!
iR V< /g
(i)
/iF(Tg) =1.

Za n > 3, postoje konstante C,Cy, C3 > 0 ovisne o n takve da vrijeds

C
r(T) = [Tl e = | CuRon + Co

Dokaz. Neka je P = (21, 22,...,2,).

38



Iz uvjeta teorema je ocito da P ima n rotacija, pa iz Propozicije 5. slijedi

susviTy, 7€4{0,1,3,4,...,n,n+1,n+3,n+4...,2n—2} jednaki 0. Dakle,

T0 T Tn—1 0 0 0
TL To t Tp 0 7 -~~~ 0
T2 T3 Tapl T 0 - 0
Tn — —
T3 T4 v Tpg2 0 0 Tn+2
Thel T *°° Topn—o 0o 0 --- 0

Oc¢itom permutacijom redaka transformirajmo 7), u dijagonalnu matricu.
Pri tome je poznato da se Frobeniusova i 2-norma ne mijenjaju. [23] Dobi-

vamo da T, ima istu Frobeniusovu normu i istu 2-normu kao matrica

» 0 0 0 0
0™ 0 0 0
00 m 0 0
D= ,
0 0 0 Tupo 0
000 0 0 - T

a T7! istu Frobeniusovu i 2-normu kao D~*.
(i) Ukoliko je n > 3, poznato je (npr. [11]) da je
ID||2 = max{|7s|, [T+2}-

Isto tako,

1 1
||D_1||2 = max {—, —} )
T2l [Tos2]

Naravno, buduéi da se radi o pozitivnim realnim brojevima, onda vrijedi

K2(D) = max { [Tosa] |72l } .

72| 7 [Tl
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Stoga, preostaje procijeniti 7o i 7,412. Znamo da je apsolutna vrijed-
nost od 7 jednaka povrsini poligona P. Poznata formula za povrsinu

pravilnog n-terokuta kaze da ona iznosi

2
P = ng sin —W.

n
Dakl = ZR? |sin 2
akle, || = 5 R* |sin =7,

S druge strane, iz dokaza Propozicije 5., a koristeéi u tom kontekstu da
je broj rotacija jednak n, imamo da je

n—1
2pmi
Toyo = a2 2 E e n " =na

p=0

Stoga,

|Thae| = nR”+2|a1|.

Iz Teorema 1. znamo da vrijedi

Zp — 21 21 — 22

J

jay| =
Zn — 21 Z1 — 29

. . omi . _2mi .
a uvrstavanjem zo = e 2y 1 2, = e~ = 2z; dobivamo

’2’_1‘ 6% —1 67% —1 _omi 2mi .27
|a1|:_ 2mi — T 2m :|6 " _€”|:2 S — .
z1) e n — 1 en — n
Stoga,
S DRy

|72 R?
Time smo zavrsili slucaj n > 3. Za n = 3, T,, je oblika Al za neki

A € C\{0}, a onda je jasno da joj je kondicija 1.

(ii) Iz definicije Frobeniusove norme imamo

1Dl = /3|72 + (n = 3)[ 7022,

1D lr = V/3I7] 72 + (1 — 3)[Tsa| 2
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Stoga dobivamo da je za n > 3

ke(T,) = \/él|7—2’_2’7-n+2|2 + éz + 6’3|7—2|2‘Tn+2|_2

za neke pozitivne konstante Cy, Cy i Cs.

Budu¢i da smo u prvom dijelu dokaza ve¢ pokazali da su || i |742]
proporcionalni s R% i R""2, tvrdnja slijedi direktno za n > 3. Za n = 3,
T, je oblika AI za neki A € C\{0}, pa joj je i kondicija s obzirom na

Frobeniusovu normu jednaka 1.

]

Izrazi iz Teorema 6. na intuitivnoj se razini mogu shvatiti i ovako: za
poligone ¢iji su svi vrhovi vrlo blizu ishodistu (recimo da su udaljeni oko R),
kondicija matrice T, otprilike je proporcionalna 1/R""2. Ukoliko su vrhovi
daleko od ishodista, kondicija je otprilike proporcionalna R"*2.

Buduéi da je teorem u svojem iskazu vrlo specifi¢an, sljedeca je napomena

od posebne vaznosti.

Napomena 13. Stvarni primjeri daju naslutitt da ocjene slicne onima iz
Teorema 6., pri cemu je r maksimalna udaljenost vrhova od ishodista, vrijede

1 za opcenite poligone.

Pri borbi s kondicijom matrice, javlja se |12, 9] ideja iskoriStavanja po-
sebne strukture Hankelove matrice da bi se doskocilo uvjetovanosti i rijesilo
sustav. Ipak, ¢ak i bez takvih poboljsanja se pokazuje da ova tocka u algo-
ritmu nije ono §to uzrokuje najveéu gresku.

Primje¢ujemo da u dokazu Teorema 3. vrhove poligona dobivamo preko
nulto¢aka polinoma kojem znamo koeficijente. Abel-Ruffinijev teorem [1]| do-

kazuje da se tom problemu ne moze pristupiti egzaktno, a radi se o numericki

41



problemati¢nom postupku, kao $to se vidi na primjeru [28] Wilkinsonovog
polinoma.

MATLAB standardno nultocke polinoma trazi rjeSavanjem svojstvenog
problema za matricu pratilicu tog polinoma [14] i, iako se mogu smisliti i
neki drugi pristupi [16, 18], upravo greske dobivene u ovom dijelu algoritma
najvise utje¢u na tocnost krajnjeg rezultata.

Naposljetku, za opéenite integrale potencija injektivne funkcije f, same
vrhove polinoma dobivamo koristenjem inverza funkcije f. U slu¢aju kom-
pleksnih momenata, inverz je identiteta, pa nema nikakvih problema, no kod
nesto slozenijih funkcija, trazenje i racunanje inverza moze biti problema-

ti¢no.

6.2 Testiranje

Testovi koji slijede obavljeni su na standardan nacin: iz zadanog poligona
koriste¢i Teorem 1. izracunati su odgovarajuéi integrali potencija.® Nakon
toga, Pronyjevom metodom pokusSali smo rekonstruirati vrhove.

Testiranja smo podijelili na dva dijela, a provodili na kvadratu [—1, 1] x
[—1,1] koristeci integrale potencija bez uvodenja dodatnog $uma.’ Iako je
izvedivost toga u prakti¢nim primjenama upitna, okvir [—1,1] x [—1, 1] nije

izabran sluc¢ajno, bududci da vrijedi sljedeci lagan rezultat.

Propozicija 6. Neka je poligon P = (21, 22, . . ., z,) omeden krugom radijusa

R s radijusom u ishodistu, 1. takav da vrijeds

H<Z17z27 s 7Zn>Hoo <R.

8Primijetimo da veé ove vrijednosti nisu posve to¢ne. No, u praksi se ionako moze o¢eki-

vati [22] §um, pa nije realno oc¢ekivati savrSene vrijednosti integrala potencija.

90znaka [—1,1] x [—1,1] u ovom slucaju stoji za {z € C: Rez € [~1,1] Almz € [-1,1]}.
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Neka je f : Q — C, K(0,R) € Q, analiticka funkcija. Tada postoji konstanta

C >0, ovisna o f i R, takva da za sve k € N vrijedi

d2 k 2
[ 4zt < Rl
P

pri cemu je za funkciju g, ||9llco,r definirano s max{|g(2)|: |z| € K(0, R)}.

Dokaz. Neka je k > 2. Tvrdnja dalje slijedi ogranicavanjem vrijednosti inte-

grala

[/ sl o

/ [ 1K= 07 2@ + R )] d <

)| dz =

< // k(k = DI RIS 15 + RIS oo rdz <
P

< Rk ((k = DI RIS er + IS 1 oo, R)
ok (I1£] ’é;%\lf’HiR +IFlI 1 lloe.)

za neki C' > 0. Sada, buduéi da su funkcije f'i f” ogranicene na K (0, R), a
LA < MIFIE 1k < ML 7 neke My, M > 0, gotovi smos

/ / 2)dz| < CRfI

O

Korolar 4. Neka je P proizvoljan poligon, a f(z) = z. Tada, uz oznake kao
u Teoremu 3., ako vrijedi P C K(0,1),

lim Tk — 0.
k—o0

43



Dokaz. Buduéi da je P zatvoren skup, ako vrijedi P C K(0,1), vrijedi i
P C K(0,1—¢) za neki € > 0. Uzmimo, u smislu Propozicije 6., R =1 —¢.

Tada vrijedi || f|l«,g = R i u uvjetima smo Propozicije 6. Dakle,
ITe] < CE*(1 —¢)*
za neki C' > 0. Ocito, 7, — 0. n

Dakle, ukoliko su vrhovi poligona blizu ishodista, njihovi integrali po-
tencija ¢e opcenito rasti sporije, a za poligone unutar otvorene kruznice oko
ishodista radijusa 1, njihovi kompleksni momenti ¢ée teziti u 0. Nadalje, kao
sto Teorem 6. predvida, a na primjerima pokazuje sljede¢a tablica, u slu-
¢aju da su vrhovi poligona jako udaljeni od ishodista, kondicija matrice ¢e
biti velika. No, ukoliko su vrhovi poligona jako blizu ishodistu, kondicija ¢e
ponovno biti velika. Stoga se kvadrat [—1,1] x [—1,1] ¢ini kao optimalno
rjesenje za skaliranje.

U donjoj tablici usporedili smo kondicije!® i maksimalne (medu prvih 2n)
integrale potencija poligona s 3, 4, 51 7 vrhova sadrzanih u [—1,1] x [—1, 1]
s njihovim translacijama. S P + (10 + 10i) ozna¢avamo translaciju poligona
za 10 + 10i, dok s n(P) oznacavamo broj vrhova poligona P, a s Ty (P)

maksimalni integral potencija poligona P.

10Valja imati na umu da su kondicije ra¢unane ugradenom funkcijom u MATLAB-u te je

stoga njihova preciznost, posebno za jako velike vrijednosti, upitna.
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Tablica 1: Usporedba svojstava poligona sa svojstvima njihovih translacija.

n(P)  k2(P)  Tmaz(P) k2(P+ (10+101)  Tmaee(P + (10 + 101))

3 18.18 8.06 8.8 -10° 1.52 - 107
4 4 2 2.01-10% 8.15-10°
5 244.31 14.68 1.22-10'® 2.98 - 102
7  5.8-10° 283.84 1.45-10% 1.45-10'7

6.2.1 Integrali eksponencijalne funkcije

Usporedujemo rekonstrukeiju vrhova poligona iz integrala potencija funk-
cija f(z) = z i f(z) = e*. Eksponencijalna funkcija na [—1,1] x [—1,1] za-
dovoljava uvjete Teorema 3. te se ¢ini prikladnim izborom jer se ra¢una na

jednostavan nadcin i ima jednostavan inverz.

1 T T T T T T T T T 1

k] 1 0.8

06 4 06

0.4 1 04

02 1 0z

a B a

0z 4 -02

04 1 -0.4

06 1 0.6

08 1 0.8

Kl L L L L L L L L L Rl L L L L L L L L L
-1 -08 08 D4 D2 1) 02 04 06 08 1 -1 -08 08 D4 D2 o 0z 04 06 08 1

Slika 5: Pravilan peterokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = €.
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k] B 0.8

06

0.4

0z

02

0.4

06

Rik:}

[uk:]

06

0.4

0z

0z

04

06

08 1 0.8

Slika 7: Pravilan 15-erokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = €”.

03 1 0g

06 1 06

0.4 B 0.4

0z 4 0z

02 1 -0.2

04 B 04

0B 1 06

08 1 08

Slika 8: Nekonveksan peterokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = e*.
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1 T T T T T T T T T 1
k] B 0.8
06 4 06
0.4 04
0z 0z
o a
02 -0.2

0.4 0.4

06 0.6

Rik:} B 08

1 L L L L L L L L L K] L L L L L L L L L
-1 08 0B 04 02 0 02 04 0B 08 1 -1 08 0B 04 02 1} 02 04 06 08 1

Slika 9: Nekonveksan 9-erokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = e*.

R L L L L L L L L L R L L L L L L L L L
-1 -08 08 D4 D2 1) 02 04 06 08 1 -1 -08 08 D4 D2 o 0z 04 06 08 1

Slika 10: Nekonveksan 14-erokut: lijevo f(z) = z, desno f(z) = €.

Primje¢ujemo da su u nekim primjerima rezultati podjednako dobri, no
postoje i oni za koje koristenje funkcije f(z) = z daje bolje rezultate. Nadalje,
prvom funkcijom su generirane matrice 7;, ¢ija je uvjetovanost znatno bolja
od onih koje su generirane drugom pa je identiteta na kvadratu [—1,1] x

[—1, 1] iz tog razloga numericki prihvatljivija.

6.2.2 Testiranje Pronyjeve metode za viSe rotacija

U drugom dijelu donosimo usporedbu rekonstrukcije vrhova kada je una-
prijed poznat broj rotacija r poligona s onom kada je ta informacija nepoz-

nata. Radi se o koriStenju modifikacije Pronyjeve metode za rekonstruiranje
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pomoc¢u kompleksnih momenata.

[k:] 1

06 1

04 1

0z -

a2 J

04 J

0B 4

0.8 1

Slika 11: r = 2: lijevo bez,

k] B

06

0.4

0z

02

0.4

06

a8 J

[iX=)

06

04

0z

0.2

-0.4

-06

0.8

06

04

02

0z

04

06

a desno uz koristenje Teorema 5.

0.8

06

04

0z

-0.2

0.4

0.6

08

Slika 12: r = 4: lijevo bez, a desno uz koristenje Teorema 5.
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08 ) E 0.
0B A 06
04 A 0.4

0z 1 0z

0z 1 02
04 B 04

06 1 0.6

08 - 08

Slika 13: r = 6: lijevo bez, a desno uz koristenje Teorema 5.

os

06

0.4

0z

0.2

04

06

08

Slika 14: r = 8: lijevo bez, a desno uz koristenje Teorema 5.

[uk:]

06

0.4

0z

0z

04

0.6

08

Slika 15: » = 10: lijevo bez, a desno uz koristenje Teorema 5.
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Primjeri pokazuju da, ako je broj rotacija poligona a priori poznat, do-
bivene aproksimacije vrhova znatno su bolje od onih kod kojih informaciju
o simetriji nemamo. Tada je vjerojatnije da ¢e u Pronyjevoj metodi neke ili
sve dobivene tocke biti daleko od pravih rjesenja. Posebno se isti¢e fenomen
grupiranja nekih dobivenih tocki u 0.

Dobiveni su rezultati oc¢ekivani budué¢i da smo modificiranjem metode
smanyjili veli¢inu pripadaju¢e Hankelove matrice, kao i broj trazenih nultocaka
polinoma. Dakako, postoje poligoni za koje Pronyjeva metoda, cak i uz

informaciju o broju rotacija, ne daje sasvim to¢ne aproksimacije vrhova.

20



7 Zakljucak s naznakama daljnjih smjerova is-
trazivanja

Tijekom dokazivanja teoretskih rezultata otvorilo se mnogo pitanja, pri
¢emu je jasno da neka od njih imaju i prakti¢nu ulogu. Na primjer, Teorem
4. rijeSio je problem odredivanja broja vrhova u sluc¢aju da znamo da imamo
visak informacija. Postavlja se pitanje postoji li algoritam koji moze odre-
diti broj vrhova poligona (uz ra¢unanje kona¢nog broja momenata tijekom
izvodenja) u opcenitom slucaju. Postoje stroge indicije da takav algoritam
ne postoji i dokaz bi iSao u smjeru konstruiranja niza poligona s rastué¢im
brojem vrhova, pri ¢emu se dva susjedna ¢lana niza slazu u dovoljno mnogo
prvih integrala funkcija. Trivijalno se moze pokazati da, ukoliko takav niz
postoji, opéeniti algoritam za odredivanje broja vrhova ne moze postojati.

Takoder, zanimljivo pitanje koje se postavlja je problem pronalaska dva
n-terokuta koji se slazu u prvih 2n—2 integrala potencija. Propozicija 5. kaze
da mozemo pronaci dva poligona s zajednickih n —1 kompleksnih momenata,
no ne odgovara na postavljeno pitanje. Konstruktivan odgovor omoguéio bi
nam direktan dokaz tvrdnje o 2n — 1 integrala potencija kao najboljoj ogradi
za algoritam.

Ve¢ je bilo poznato da Pronyjeva metoda na nacin iznesen u [19] ne po-
kazuje dobra numericka svojstva. U stvarnim primjenama bitno je znati kad
mozemo s velikim stupnjem sigurnosti racunati da ¢e Pronyjeva metoda dati
dobar rezultat. Teoremi koje smo dokazali pri kraju rada pomazu pri utvrdi-
vanju odgovora. No, oni nikako ne predstavljaju iscrpan odgovor, ve¢ samo
daju smjernice o tome kada bi metoda mogla biti neuspjeSna.

U testiranju na primjerima, pokazalo se da eksponencijalna funkcija kao

generator integrala potencija ne daje bolje rezultate od identitete. Tako-
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der, postoje jaki heuristicki razlozi da zaklju¢imo da se u op¢enitom slucaju
situacija ne moze puno poboljsati prema upotrebi kompleksnih momenata.
No, za vjerovati je da je iskoriStavanjem dodatnih svojstava na odredenim
dijelovima kompleksne ravnine moguée pronaéi bolje funkcije.

Koristenje svojstava simetrije u stvarnim primjerima pokazalo je da Te-
orem 5. uistinu daje znatno poboljsanje Pronyjeve metode. Dapace, pokazalo
se da i neki simetri¢ni poligoni (npr. deltoid) omoguc¢avaju postupke sli¢ne
Teoremu 5. i uporabu Propozicije 5. ProSirenje metode u tom smjeru, even-
tualno s idejom iz [4], ¢ini se teorijski dohvatljivim.

Ukratko, ovim smo radom odgovorili na neka pitanja iz egzaktne rekons-
trukcije poligona, u smislu Pronyjeve metode. Velik broj pitanja joS preos-
taje, kako teorijskih, tako i onih koja se ti¢u prakti¢nih primjena, tako da

svakako postoji potencijal za produbljivanje teorije.
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Sazetak

Melkior Ornik, Ana Suénjara:

Neki prilozi teoriji egzaktne rekonstrukcije poligona

U ovom radu dokazujemo nekoliko novih rezultata koji proSiruju teoriju
rekonstrukcije pomoc¢u kompleksnih momenata. Pri tome generaliziramo re-
zultate Milanfara i dr. te pokazujemo da se vrhovi poligona mogu na jedins-
tven nacin Pronyjevom metodom rekonstruirati i iz integrala potencija velike
klase funkcija. Time se otvara prostor za trazenje primjerenijih funkcija od
identitete, ¢ija svojstva pridonose numerickoj neprihvatljivosti Pronyjeve me-
tode u kompleksnim momentima.

Takoder, dokazujemo da je uz znanje dodatne informacije o simetriji po-
ligona moguce visestruko smanjiti broj potrebnih kompleksnih momenata i
dajemo jednostavan kriterij za odredivanje potencijalnih simetrija.

S druge strane, uz jednostavnu metodu provjere dajemo odgovor na pita-
nje odredivanja vrhova poligona ukoliko nemamo to¢nu informaciju o broju
tih vrhova, S$to je razumna pretpostavka u primjenama.

Naposljetku, dajemo nekoliko teorema o veli¢ini integrala potencija i kon-
dicije pripadajuce matrice. Ti se rezultati pokazuju korisnima u odredivanju

kada ¢e Pronyjeva metoda biti neuspjesna.

Klyuéne riyeci: poligon, rekonstrukcija, kompleksni momenti, Pronyjeva

metoda
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Summary

Melkior Ornik, Ana Suénjara:
Some Contributions to the Theory of Exact Polygon Reconstruc-

tion

In the paper we prove several new results which expand the theory of
reconstruction using complex moments. We generalize the results of Milanfar
et al. and show that the vertices of a polygon can be uniquely reconstructed
from integrals of powers of a large class of functions. That allows for seeking
functions more suitable than the identity, the properties of which contribute
to the numerical unsuitablity of the Prony method for complex moments.

Furthermore, we prove that, knowing additional information on the sym-
metry of a polygon, it is possible to decrease the number of necessary complex
moments manyfold. We also provide a simple criterion for determining po-
tential symmetries.

On the other hand, with a simple checking algorithm we provide an answer
to the problem of determining the vertices of a polygon if there’s no exact
information on the number of those vertices, which is a reasonable assumption
in real world applications.

Finally, we introduce several theorems on the size of integrals of powers
and the condition number of the corresponding matrix. Those results prove

to be useful in determining when the Prony method fails.

Keywords: polygon, reconstruction, complex moments, Prony method
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