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1. UvOD

Prema klasi¢noj definiciji F. R. Helmerta iz 1880. godine geodezija je znanost o
izmjeri 1 kartiranju Zemljine povrSine. Krajem 20. stoljeca, to¢nije 1991. godine W.
Torge prosiruje definiciju geodezije, te nam ona sada kazuje da je geodezija znanost
koja se bavi odredivanjem oblika i vanjskog polja ubrzanja sile teze Zemlje i drugih
nebeskih tijela kao vremenski promjenjivih veli¢ina, kao 1 odredivanjem srednjeg
Zemljinog elipsoida na temelju opazanih parametara na 1 izvan Zemljine fiziCke
povrsine. Grana geodezije, iako je mozemo i smatrati samostalnom disciplinom, koja se
bavi istraZivanjem 1 opisivanjem Zemlje, 1 to kao fizikalnog 1 kao geometrijskog tijela
naziva se fizikalna geodezija. Fizikalna geodezija razlikuje se od ostalih grana geodezije
po tome $to se bavi skalarnim potencijalnim poljem i vektorskim poljem gravitacije. To
su kontinuirane veli¢ine, za razliku od polja toc¢aka, geodetskih mreza, piksela, itd., koje
su po prirodi diskretne veli¢ine. Teorija gravitacijskog polja koristi razne alate iz
podruc¢ja matematike i fizike, kao Sto su: Newtonov zakon opcée gravitacije, teorija
potencijala. vektorska algebra, Legendreove funkcije, parcijalne diferencijalne
jednadzbe, problem grani¢ne vrijednosti (eng. Boundary value problem, BVP), te
saznanja iz obrade signala. lako su rezultati mjerenja ubrzanja sile teZze zajednicki i
geofizici i geodeziji, bitna je razlika u tome $to geofiziku (primijenjenu geofiziku)
zanimaju vrijednosti ubrzanja na lokalnom nivou (manja podrucja), gdje se prate
promjene ubrzanja na povrSini Zemlje kao odraz razli¢ite gustoce stijena u
unutrasnjosti. Dok geodeziju zanimaju vrijednosti ubrzanja sile teze na globalnom 1

regionalnom nivou, prije svega sa ciljem odredivanja plohe geoida.

Odredivanje plohe geoida kompleksna je zadaca, stoga krenimo redom. U
geodeziji susre¢emo se sa viSe razliCitih referentnih ploha, medu kojima su
najznacajnije: Zemljina fizicka povrSina, geoid, rotacijski elipsoid te kugla. Sva
mjerenja provode se na fizickoj povrSini Zemlje, koja je vrlo nepravilna, i nije ju
moguce aproksimirati jednostavnim matematickim relacijama. S druge strane, sva
racunanja 1 analize izvode se na elipsoidu, koji je samo matematicki definiran. Kao Sto

smo ve¢ rekli sva geodetska mjerenja se izvode na fizickoj povrSini Zemlje, te su pod



utjecajem Zemljinog polja ubrzanja sile teze (Zemljinim poljem ubrzanja sile teze
definiran je smjer viska). To polje najveci utjecaj ima na tre¢u dimenziju, odnosno
visinu., Stoga, zbog fizikalnih karakteristika polja i njegovog utjecaja, ne mozemo
koristiti samo elipsoid kao referentnu plohu za visine, koje su u tom slu¢aju samo
matematicki definirane. Upravo zbog toga Sto one ne odrazavaju fizikalna svojstva
visina, potrebno je dakle pronaci takvu plohu koja ¢ée odrazavati ta svojstva. Rjesenje
tog problema predstavlja geoid. Geoid (eng. geoid) je referentna nivo ploha potencijala
ubrzanja sile teze koja opisuje oblik Zemlje. Ploha geoida se u prvom priblizenju
poistovjecuje s srednjom razinom mora bilo lokalno ili globalno, a sluzi kao referentna

ploha za ortometrijske visne, geopotencijalne kote i dinamicke visine (URL-1).

Za odredivanje Zemljinog polja ubrzanja sile teZze na lokalnom podrucju,
moderna strategija kaze da se naj¢eSce upotrebljavaju tri vrste informacija za istu:
dugovalne strukture Zemljinog polja ubrzanja sile teze preuzete iz globalnog
geopotencijalnog modela, srednjevalne strukture polja dobivene iz diskretnih
terestriCkih mjerenja (anomalija slobodnog zraka, otklona vertikale, podataka satelitske
altimetrije ili GPS-nivelmanskih undulacija) te kratkovalne i ultrakratkovalne strukture
modelirane pomoc¢u visokorazlu¢ivog digitalnog modela reljefa (Basi¢, 2002). Metoda
koja ujedinjuje primjenu navedenih informacija za modeliranje Zemljninog polja
ubrzanja sile teze na lokalnom nivou jest kolokacija po najmanjim kvadratima (engl.
Least Square Collocation, LSC). Ograni¢imo li se, prilikom modeliranja ubrzanja sile
teze (plohe geoida), samo na GPS-nivelmanske undulacije, dobivene kombinacijom
GPS mjerenja i nivelmana, ne¢emo posti¢i zadovoljavaju¢u to¢nost zbog velike
udaljenosti izmedu GPS-nivelmanskih to¢aka $to ne zadovoljava uvjet za postizanje
centimetarske tocnosti na temelju malih udaljenosti izmedu tocaka uvjetovanih
spektralnom strukturom polja (He¢imovi¢, 2001). Zato postoji potreba kombiniranja
podataka bi odredivanju polja ubrzanja sile teze na lokalnom nivou. Stoga, dobiveni
podaci GPS-nivelmanskih undulacija mogu posluziti kao nezavisna kontrola veé

postojeceg geoida kao 1 za apsolutnu orijentaciju racunane plohe geoida.



1.1 KRATAK POVIJESNI PREGLED

Sve do XVI. stolje¢a fenomen ubrzanja sile teze bio je poznat preko rada
Aristotela (4. st. pr. Kr.), prema kome je brzina tijela koje pada proporcionalna njegovoj
tezini. U 16. stoljecu je Galico Galiei putem eksperimenata objasnio pojave slobodnog
pada i vremena periodicnog gibanja njihala, na osnovu cega je sto godina kasnije
Christiaan Huygens razvio teoriju matematickog 1 fizikalnog njihala. On je bio 1 prvi
koji je konstruirao sat sa njihalom. Francuski astronom Jean Richer je na mjerenjima u
periodu izmedu 1671. i 1673. godine otkrio razliku u ubrzanju sile izmedu Pariza i
Francuske Gvajane. Njihalo njegovog sata, prilagodeno za mjerenja u Francuskoj je u
Juznoj Americi kasnilo dvije minute po na dan. Njegova mjerenja kasnije ¢e posluziti za
daljnja otkri¢a velikanima poput Newtona i Bouguera. Govoreci o povijesti gravimetrije
ne mozemo zaobi¢i Isaaca Newtona i1 njegove aksiome klasicne mehanike 1 zakone
univerzalne gravitacije. On je na osnovu Richerovih dobio je promjenu centrifugalnog
ubrzanja s promjenom $irine. Pretpostavljajué¢i da je Zemlja tekuce tijelo u ravnotezi, uz
prisutnost centrifugalnog ubrzanja, doSao je do saznanja da je Zemlja spljoStena na
polovima, te prema njegovim izraCunima spljostenost je iznosila 1/289, a to je upravo
identi¢na vrijednost koju je Huygens dobio neovisnim racunanjima. Kako bi se ta
pretpostavka dokazala, provedena su mjerenja duljine luka meridijana na razli¢itim
Sirinama. PariSka Akademija znanosti 1722. godine je objavila Cassinijev rad u kojem
dolazi do zaklju¢ka da Zemlja odstupa od kugle, ali za razliku od Newtona i Huygensa,
da je izduzena na polovima. Ovaj problem konacno je razrijeSio Maupertuis 1736.
godine Kkoji nakon novih mjerenja provedenih u Laplandu, definitivno potvrduje
Newtonovu i Huygensovu teoriju. Bouguer je pak iskoristio Richerova otkri¢a za
odredivanje oblika i veli¢ine Zemlje (1735-1743). Za mjerenja luka meridijana je
upotrijebio njihalo konstantne duZzine i na taj nacin prvi put prakti¢no izvr$io relativna
mjerenja ubrzanja sile teze. Britanski znanstvenik Henry Cavendish prvi je odredio
gravitacijsku konstantu 1798 godine koriste¢i torzionu vagu koju je izumio geolog John

Mitchell.



Nakon rjeSenja problema spljostenosti Zemlje, sljede¢i znacajan dogadaj za
primijenjenu fizikalnu geodeziju je Gaussova matematicka definicija oblika Zemlje koja
je uslijedila 1828. godine. Dvadeset i jednu godinu kasnije, godine 1849. je engl.
matematiCar i fizicar George Gabrie Stokes (1819 - 1903) objavio formule za ratunanje
povrsine fluidne Zemlje pomo¢u mjerenja ubrzanja sile teze. Njegova metoda je kasnije
postala poznata kao Stokesov integral, a to je najstarija metoda modeliranja geoida. U
skladu s Gaussovom matematickom definicijom oblika Zemlje njegov ucenik Johann
Benedict Listing (1808 - 1882) je 1873. godine uveo pojam geoida. Nastavno je
problematiku fizikalne geodezije prvi sustavno obradio njem. geodet Friedrich Robert
Helmert (1843 - 1917). On je 1880. godine objavio prvu cjelovitu definiciju geodezije.
U njoj je utemeljen problem izucavanja geodezije, a fizikalna geodezija i primijenjena

fizikalna geodezija postale jasno definirano znanstveno podrucje.

Sa teorijskog glediSta moramo spomenuti rad A.C. Clairauta (18. stoljece) u
kojem autor daje dokaz Newtonovog zakona gravitacije i formulira poznati teorem, koji
kasnije po njemu dobiva i ime. Razvoju teorije potencijala mnogo su doprinijeli
francuski matematicari J.L. Lagrange (1736-1813), P.S. Laplace (1749-1827), A.M.
Legendre (1752-1833) i S.D. Poisson (1741-1840).



2. TEORIJA ZEMLJINOG POLJA UBRZANJA SILE TEZE

Rezultati gravimetrijske izmjere imaju veliki znacaj za fizikalnu geodeziju,

satelitsku geodeziju, itd., jer se sva geodetska mjerenja obavljaju u polju sile teze. Na

primjer, nehorizontirani instrument znaci nepoStivanje utjecaja sile teze na naSa

mjerenja. Bez poznavanja cjelovite teorije polja sile teze Zemlje naSe je geodetsko

znanje nepotpuno.

Sam znacaj proucavanja Zemljinog polja ubrzanja sile teze moZzemo najkrace

prikazati u sljede¢im crtama:

Vanjsko polje ubrzanja sile teze Zemlje predstavlja referentni sustav za veliki
broj geodetskih mjernih veli¢ina. To polje moramo dobro poznavati, ako zelimo

te veli¢ine reducirati u geometrijski tocno odreden sustav.

U slucaju poznatog rasporeda vrijednosti polja ubrzanja sile teze na povrSini
Zemlje, mozemo, u kombinaciji sa drugim geodetskim mjerenjima, odrediti
oblik Zemljine povrSine (odrediti plohu, koja u najboljoj mjeri vjerno prikazuje

oblik Zemlje).

Geoid je najznacajnija referentna ploha za odredivanje visina i visinskih razlika,

1 ona nije niSta drugo nego nivo ploha polja ubrzanja sile teze Zemlje.

Proucavanje kretanja umjetnih Zemljinih satelita je osnova satelitske geodezije.
Sateliti kruze oko Zemlje kao posljedica djelovanja njene privlacne sile. Opis i
raCunanje putanja gibanja umjetnih Zemljinih satelita nije moguce bez

poznavanja gravitacijskog polja Zemlje.

Proucavanje vanjskog polja sile teze Zemlje nam daje 1 informacije o strukturi 1
karakteristikama Zemljine unutrasnjosti. Odredivanjem pojedinih parametara
polja sile teze geodezija doprinosi razvoju teorijske geofizike i geologije (Kuhar,

Muli¢, 2009).



2.1 TEORIJA POLJA | POTENCIJALA

Da bismo mogli razumjeti osnovne teoreme i matematicke relacije vezane uz
Zemljino polje ubrzanja sile teze potrebno je definirati sam pojam polja i pojasniti

osnove teorije potencijala.

2.2 POJAM POLJA | TEORIJA POTENCIJALA

U 19. stoljeu engleski fizi¢ar 1 kemicar Michael Faraday prvi je razvio 1
definirao pojam polja. Teorija polja definira djelovanje tijela, Cestica 1 sila
gravitacijskog, magnetskog, elektricnog, termiCkih 1 ostalih polja. Teorijom polja
koristimo se prilikom interpretacije razli¢itih pojava i procesa u prirodi, a Sto je nama
najvaznije djelovanje ubrzanja sile teze kroz prostor u primijenjenoj fizikalnoj
geodeziji takoder se interpretira teorijom polja. Kako bi definirali polje, prostoru se
pridruzuju odredeni elementi, i to: skalari, vektori ili tenzori. Kako je za svaki od tih
elemenata razvijen zaseban matematicki operat, razlikujemo skalarna, vektorska i
tenzorska polja. Skalarno polje definiramo na domeni prostora tako da svakom
elementu domene pridruzujemo skalar (tako npr. prostoru mozemo pridruziti potencijal
ubrzanja sile teze, intenzitet ubrzanja sile teze, anomaliju ubrzanja sile teze i sl.).
Vektorsko polje definiramo na domeni prostora tako da svakom elementu domene
pridruzujemo vektorsku veli¢inu (npr. vektor ubrzanja sile teze, vektor brzine i1
sl.). Tenzorsko polje definiramo na domeni prostora tako da svakom elementu domene
pridruzujemo tenzorsku veli¢inu, gdje je tenzor velicina koja je odredena s viSe

od tri broja, odnosno komponente (URL-2).

U fizikalnoj geodeziji uobiCajeno se koristi skalarno polje jer je za ostale vrste
polja potrebno izvrsiti razli¢ite vrste geodetskih mjerenja. Ubrzanje sile teze vektorska
je veli¢ina. Vektor se zadaje pomocu njegovog hvatista, pravca, inteziteta i orijentacije.
Primjenimo ta saznanja na vektor ubrzanja sile teze, potrebno je prvo odrediti

koordinate njegovog hvatiSta nekom od metoda geodetskog pozicioniranja. Da bi se



odredio pravac nosioc, astronomskim mjerenjima potrebno je odrediti otklon vertikale u
tocki hvatista. Kako bi odredili intezitet, odnosno sam iznos vektora ubrzanja sile teze
moramo provesti gravimetrijska mjerenja u tocki hvatista. Te kona¢no, preostalo nam je
jos odrediti orijentaciju vektora ubrzanja sile teze, no kako je ona uvijek definirana
rezultantom gravitacijskog 1 centrifugalnog ubrzanja, za njeno odredivanje nisu
potrebna dodatna mjerenja. 1z navedenog primjera vidimo da je za definiranje vektora
ubrzanja sile teze potrebno kombinirati niz razli¢itih vrsta geodetskih mjerenja, te zbog
toga prilikom modeliranja polja ubrzanja sile teze raspolazemo skalarnim veli¢inama.
Sada je lako zakljuciti zbog kojeg su razloga metode modeliranja polja ubrzanja sile
teze prvenstveno razvijene za skalarne veli¢ine tj. polja. Takoder, vektor ubrzanja sile
teze moguce je mjeriti metodama inercijalne gravimetrije. Medutim, kvaliteta mjerenja i
mala pokrivenost Zemlje takvim mjerenjima ogranicavaju¢i su faktori za njihovu

upotrebu (URL-2).

Prilikom modeliranja gravitacijsko polje tretira se kao potencijalno polje koje
zadovoljava Laplaceovu diferencijalnu jednadzbu. Za polje koje ima potencijalno
svojstvo da vrsi rad kazemo da je potencijalno polje, tj. da ima potencijalnu energiju.
Potencijal je funkcija polozaja u prostoru. Primjenimo li tu definiciju potencijala na nas
specifiéni slu¢aj Zemljinog polja ubrzanja sile teze, tada dolazimo do toga da je
gravitacijski potencijal zapravo rad koji obavi sila teza, da jedinicnu masu prenese iz
beskonacnosti na neku proizvoljnu udaljenost.(Basi¢, Drzavna) Potencijal igra vaznu
ulogu u fizikalnoj geodeziji upravo zbog toga S$to opisuje ponaSanje gravitacijskog
polja, odnosno nama interesantnijeg Zemljinog polja ubrzanja sile teze. Prilikom
predstavljanja poloZaja s obzirom na polje ubrzanje sile teze koriste se zakrivljene
koordinate(sferne koordinate, elipsoidne koordinate, prirodne koordinate, lokalne
astronomske koordinate). Teorija o Zemljinom polju sile teZze pociva na sili
privlacenja dviju tockastih masa, koju je prvi puta opisao Sir Isaac Newton u svom
djelu "Philosophiae Naturalis Principa Mathematica” iz 1687. godine. Pria se dalje
nastavlja odredivanjem neprekinute funkcije potencijala privlacenja (gravitacijskog
potencijala), duz rubne zatvorene plohe, §to implicira geodetski problem granicne

vrijednosti, o ¢emu ¢emo detaljnije u nastavku (URL-2).
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2.3 SILA IPOTENCIJAL PRIVLACENJA

Sva se tijela medusobno privlace silom gravitacije. Ona djeluje i na daljinu i
kroz vakuum. Gravitacijska sila tijela zavisi od njihove mase i od njihove medusobne
udaljenosti. Sto tijela imaju veéu masu i $to su bliza jedno drugomu, to je gravitacijska
sila izmedu njih veéa (Kuhar, Muli¢, 2009).

Zavisnost sile gravitacije od mase tijela 1 njthove medusobne udaljenosti tzv.
Zakon gravitacije, prvi je izveo engleski znanstvenik Isaac Newton 1687. godine, kada
je pojasnio kretanje planeta oko Sunca (ovdje je zakon napisan u skalarnom obliku i
daje intenzitet gravitacijske sile):

F=G m;;"z (2.1)

"dva tijela djeluju jedno na drugo silom koja je proporcionalna umnosku
njihovih masa, a obrnuto proporcionalna kvadratu njihove medusobne udaljenosti." Sila
djeluje u smjeru spojnice koja povezuje tezista oba tijela. G je konstanta gravitacije i
iznosi G=(6,67384+0.00080)-10** mgkg'ls'z, (relativna nesigurnost odredivanja iznosi
120 ppm) (URL-3). Mozemo je oznaciti kao opée svojstvo svake mase. U fizikalnom
znaCenju G predstavlja omjer izmedu ponaSanja neke mase kao izvora privlaCenja
(gravitacije) 1 ponasanja te iste mase kao odziva na privlacenje drugog tijela (mase).
Prvi je konstantu gravitacije odredio 1798. godine Henry Cavendish pomoc¢u torzione
vage. Konstanta gravitacije se ubraja medu fundamentalne fizikalne konstante, 1
predstavlja jednu vrstu paradoksa, naime to je jedna od najvaznijih fizikalnih konstanti,
dok je u isto vrijeme to jedna od najmanje to¢no odredenih konstanti. Znanstvenici
pokuSavaju sada$njim istrazivanjima poboljSati relativnu tocnost odredivanja konstante,

koja trenutno iznosi veé¢ navedenih 1.2-10™ (ibid.).

Iako se tijela medusobno privlace potpuno simetri¢no, obicaj je da jedno tijelo
zovemo "masa koja privla¢i", tzv. privla¢u¢a masa (eng. attracting mass), a drugo tijelo,
na koje djeluje privlacenje "privlacena masa" (eng. attracted mass). Sva racunanja su
mnogo jednostavnija ako je "privlaCena masa" jedinicna masa, m=1. U vektorskom

prikazu sila gravitacije ima smjer, koji je suprotan smjeru vektora I, koji je u smjeru
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rasta koordinata (koordinatni pocetak je postavljen u izvor gravitacije, u tijelu koje
privlaci). Znak minus znaci da sila djeluje u smjeru protiv tijela koje privlaci (ibid.).

m1m2
I 2

F=-G

(2.2)

Newtonov zakon gravitacije vazi za sva tijela, kao i za tijela na Zemljinoj
povrsini. Gravitacijska sila izmedu tijela je veoma slaba (njen utjecaj na gibanje tijela je
neznatan) i slobodno je mozemo u vecini primjera zanemariti u usporedbi sa drugim
silama. Ta sila je bitna samo ako je jedno tijelo astronomskih razmjera, na primjer
Zemlja. Newtonov zakon mozZemo upotrijebiti za planete i Sunce. Njihova veliina je
naime mala u odnosu na njihovu medusobnu udaljenost i zato je potpuno svejedno,
odakle mjerimo udaljenost I, koja se pojavljuje u zakonu. Kod tijela na Zemljinoj
povrsini je pitanje, koja je to udaljenost I. Ako tijela nisu mala u odnosu na njihovu
medusobnu udaljenost (znaci da nisu tockasta tijela), gravitacijska sila izmedu njih ovisi
1 od oblika, veli¢ine 1 poloZaja tijela u prostoru. Za takva tijela gravitacijski zakon u
obliku (2.1) ne vrijedi. Mozemo si pomo¢i tako, da tijela u mislima razdijelimo na
diferencijalno male dijelove, za koje onda vrijedi zakon u obliku (2.1). Izratunamo
pojedina¢ne gravitacijske sile izmedu pojedinih parova tocCkastih dijelova oba tijela i
potrazimo njihovu rezultantu, koja sada predstavlja cjelokupnu gravitacijsku silu

izmedu oba tijela (ibid.).

Uzmimo sada Zemlju takvu kakva jeste, sa svom njenom nepravilnom fizickom
povr§inom i nehomogenom strukturom. Postavimo ishodiSte pravokutnog, Kartezijevog
koordinatnog sistema u srediste (teziSte) Zemlje. Os Z neka bude u osi rotacije Zemlje, a
osi X i Y se nalaze u ravnini ekvatora (slika 2.1). Tocke A i B su dvije materijalne
tocke, pri ¢emu je tocka A (a,b,c) na povrSini Zemlje element mase m;=m; tocka
B(X,y,2) je jediniéne mase m,=1 i nalazi se na udaljenosti | od Zemlje. Tocka A je tijelo,
koje privlaci, a tocka B je privlacena masa (eng. attracted mass). Uslijed privlacenja
izmedu njih djeluje gravitacijska, sila privlacenja F (ibid.):

F:G% 2.3)

Gravitacijsku silu mozemo predstaviti pomocu vektora F, intenziteta F. To znaci

da mozemo potraziti komponente vektora F u smjeru koordinatnih osi. Njih mozemo

12



dobiti, ako vektor pomnozimo sa kosinusima kutova koje vektor zatvara sa

koordinatnim osima (ibid.):

F, =Fcosa
F, =Fcosp
F,=Fcosy

Kosinusi kutova su jednaki:

X—a
COSay =—

T

<__..____
~
>

Slika 2.1: Privla¢na sila F izmedu to¢aka AiB

(2.4)

(2.5)
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Putem zamjene (2.5) i (2.3) u (2.4) dobivamo sljedece relacije(ibid.):

X—a
F, =GmYZ> (2.6)
F,=6m%
S tim da udaljenost | izra¢unamo iz koordinata po sljedec¢em izrazu:
| = (x-2)* +(y—b)? +(z—c)’ (2.7)

Posto je gravitacijska sila vektor, zna¢i da u okolini tijela, koje djeluje
privlacnom silom na druga slicna tijela, djeluje vektorsko polje sile. Polje gravitacijske,

privlacne sile zovemo polje gravitacije (gravitacijsko polje).

Sva racunanja mozemo u velikoj mjeri pojednostaviti ako sa vektorskog polja
predemo na skalarno polje. Skalarna funkcija, Cije parcijalne derivacije su jednake
komponentama vektora gravitacijske sile, nazivamo gravitacijski potencijal (V)
odnosno potencijal privlaéne, gravitacijske sile (Green je tu funkciju nazvao skalarna
funkcija, a Gauss samo kratko potencijal):

vze? (2.8)

Fizikalno gledano potencijal gravitacijske sile u nekoj tocki P je negativna
radnja, koju mora uciniti gravitacijska sila na jedinicu mase, da bi privukla tijelo iz
beskonacnosti(gdje je potencijal prema dogovoru jednak nuli) u to¢ku P. Potrazimo

parcijalne derivacije funkcije (2.8) (ibid.):

(x—a)% +(y —b)? + (z—c)? ];Z(X—a):Gmx;Sa

8V 6V al m ol ml[
|

ox ol ox 12 ox
oV 8V al mal ml[

oy a 5)’ 12 8y
8V 8V 8| _gh m 8|
oz ol oz 2oz

(x—a)’+(y-b)?+(z- c)]zz(y b)=GmY -2 b 2.9)

Z—C

G5 2 (x-a) +(y-b)’ + (2—c)']
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Ocito je da je (2.6) jednako (2.9), odnosno:

N _e

OX

% = Fy (2.10)
N _p

0z

Vidimo da su parcijalne derivacije skalarne funkcije gravitacijskog potencijala jednake
komponentama vektorske funkcije gravitacijske sile. Pomoc¢u oznaka vektorske analize

gornja veza se moze prikazati kao:
F(F,.F,.F,)=gradVv (2.11)

Gravitacijska sila je gradijent gravitacijskog potencijala. Cesto se za gradijent

upotrebljava oznaka V, operator nabla, koji se ¢esto naziva i Hamiltonov operator(naziv
dobio po irskom matematicaru W. R. Hamiltonu, koji je taj operator prvi uveo u
matematiku). To je simbolicki vektor, ¢ije su komponente u koordinatnom sustavu

. . .. .. 0 0 0
(x,y,2) jednake operatorima deriviranja oy

Veza skalarne potencijalne funkcije i vektora gravitacijske sile je veoma
znaCajna za geodeziju, jer omogucava da tri komponente sile zamijenimo sa jednom
funkcijom. Ne smije nam se dogoditi da pomijeSamo potencijalnu funkciju sa
potencijalnom energijom; potencijalna energija naime raste sa visinom, a nasuprot tome
potencijal opada. Pored toga je jedinica za potencijalnu energiju [kgm?s?], a za

potencijal [m?s?] jer je rije¢ o jediniénoj masi (ibid.).

Vektorska polja, kojima mozZemo prirediti potencijalnu funkciju, zovemo

potencijalna polja. Takva polja su bezvrtloZzna, Sto se matematicki moze zapisati:
rot F=VxF=0 (2.12)

Spomenuli smo ve¢ da gravitacijska sila izmedu tijela, koja nisu zanemarivo mala u

usporedbi sa njihovom medusobnom udaljenos¢u, zavisi i od oblika, veli¢ine i1 poloZaja
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tijela u prostoru. Ako podijelimo tijelo na male dijelove (toCkaste mase) i potrazimo
utjecaj privlacenja svakog od tih malih dijelova na doti¢nu tocku, i potom sve utjecaje
zbrojimo, dobijemo kona¢nu vrijednost privla¢ne sile odnosno potencijala u toj tocki

(ibid.):
m m nm
VARSI R LI LI c) gl (2.13)
I, 1, l, = |
Uz pretpostavku da su tockaste mase, tj. tockasti elementi mase, u unutrasnjosti
tijela rasporedene neprekidno, moZzemo pre¢i sa elementa mase m na neprekidno
rasporedene elemente u volumenu v sa gusto¢om p:

_dm

_am 2.14
P (2.14)

Pri ¢emu je dm element mase, dok je dv element volumena. Sumu (2.13) mozemo

napisati u obliku trostrukog integrala:
v =6[[[T =5[] o (2.15)

pri cemu je I udaljenost izmedu elementa mase dm i to¢ke na koju utjece privlacenje.

Sli¢no vrijedi 1 za Zemlju:

v=6 [ =6 J]] Lav (2.16)
Zemlja Zemlja

U gornjoj jednadzbi polazimo od toga da nam je poznata funkcija rasporeda gustoce

p=p(r'), (r' je vektor polozaja neke tocke na povrSini Zemlje odnosno u njenoj

unutrasnjosti). U stvarnosti mi gusto¢u Zemlje poznajemo samo za pojedine gornje

slojeve Zemljine kore. Zbog nepoznavanja stvarnog rasporeda gustoce u unutra$njosti

Zemlje, gornja jednadzba geodetima ne pomaze mnogo u praksi. Zbog toga geodeti

pokuSavaju potencijal odrediti na drugacije nacine (ibid.).

16



2.4 GRAVITACIISKI POTENCIJAL I NJEGOVE OSOBINE

Gravitacijski potencijal je jednoznacna, konaCna i1 neprekinuta funkcija u
cijelokupnom vanjskom prostoru Zemlje i nestaje u beskon¢nosti (ponasa se kao
funkcija 1/1). To je jasno iz Cinjenice da pri velikim udaljenostima tijela djeluju kao
toCkaste mase i rezultat takvog privlacenja je potencijal, priblizno jednak jednadzbi
(2.8). Primjer za to je nebeska mehanika, gdje planete promatramo kao tockaste mase.
Prve derivacije gravitacijskog potencijala V(komponente vektora privlane sile) su
takoder jednoznacne, neprekinute i1 konacne funkcije u cjelokupnom prostoru (u

vanjskom prostoru Zemlje 1 u njenoj unutraSnjosti) (ibid.).

N v, =6 [[] Xlgadm

OX " Zemlja

oV -b

el
oV -

<=V, =G ][ ZZdm

Zemlja

Te osobine ne vaze za druge derivacije potencijalne funkcije. Druge derivacije
imaju diskontinuitete zbog brzog skoka u gusto¢i na rubnoj plohi izmedu atmosfere i

cvrste Zemlje.

oV 1 (x-a)’
e =0 [ s ]
oV 1 (y—b)2

=V, =-G ||| =dm+3G ||| ~——dm (2.18)
o Vol [l
oV 1 (z-c)’
—=Va =—szal—3dm+3ezlﬂa4dls m

Gravitacijski potencijal unutar Zemlja zadovoljava Poissonovu diferencijalnu

jednadzbu:
AV = —47zGp (2.19)
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U vanjskom prostoru Zemlje gdje je p=0, gravitacijski potencijal zadovoljava

Laplaceovu diferencijalnu jednadzbu:
AV =0 (2.20)

Znak A je tzv. Laplaceov operator i predstavlja operaciju drugog reda, sumu
drugih derivacija:
o> o* 0o

+—+

A= <
ox* oy ozt

(2.21)

RjeSenja Laplaceove diferencijalne jednadZbe su takozvane harmonic¢ke funkcije. To
znaci da je gravitacijski potencijal harmoni¢na funkcija izvan masa koje privlace tijela,
a ne 1 unutar tih masa. Laplaceova diferencijalna jednadzba nam, zajedno sa rubnim
uvjetima, omogucava da u vanjskom prostoru Zemlje odredimo gravitacijski potencijal 1
njegove derivacije na osnovu rubnih vrijednosti zadanih na povrsini Zemlje. Pri tome
nam nije potrebno poznavat raspored gusto¢e unutar Zemlje. Da bi rijesili Poissonovu
diferencijalnu jednadzbu moramo poznavati funkciju rasporeda gustoée unutar

Zemlje(ibid.).

2.5 CENTRIFUGALNI POTENCIJAL

Iz fizike je poznato da prilikom kruznog gibanja tijela sa stalnom brzinom
nastupaju dvije sile: centripetalna i centrifugalna sila. Centripetalna sila djeluje u smjeru
prema sredistu kruzenja. Ujedno 1 tijelo koje kruzi, djeluje na okolicu, koja ga tjera u
kruzenje, sa jednakom silom suprotnog smjera - centrifugalna sila. Na tocku P, koja se
nalazi na povrSini Zemlje i zajedno s njom rotira oko osi Z (slika 2.2), djeluje
centrifugalna sila. Ta sila djeluje okomito na os rotacije i raste proporcionalno

udaljenosti tijela od osi (ibid.).
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Slika 2.2: Centrifugalna sila

Centrifugalno ubrzanje kojeg osjeca tijelo jedini¢ne mase racuna se pomocu

izraza:

7=ap (2.22)

gdje su  kutna brzine rotacije Zemlje i p=+/x*+Yy® pravokutna udaljenost todke P

od rotacijske osi Z. Kutna brzine rotacije Zemlje poznata nam je iz astronomije, i to s
visokom to¢noséu: @=7,292115x107 rad/s (ibid.).

Vektor centrifugalne sile ima smjer vektora s koordinatama: p=(x,y,0) okomito
na rotacijsku os Zemlje. Zelimo reéi da centrifugalna sila djeluje uvijek po polumjeru

pripadne paralele, a posljedica je Zemljine rotacije, odnosno (ibid.):
2= o’p=(0’x, &y, 0) (2.23)

Jednako kao i kod gravitacijske sile, postoji potencijal centrifugalne sile ®.
Centrifugalno polje je, kao i gravitacijsko, nevrtloZzno, stoga vrijedi da je centrifugalno

ubrzanje jednako gradijentu centrifugalnog potencijala (ibid.):

z=grad® = 826262 (2.24)
oX oy oz
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odnosno:
1 2 2 2 1 2 <2
2(0( y) 2cop (2.25)

Centrifugalni potencijal ima jednaku dimenziju kao gravitacijski potencijal; on

predstavlja energiju koju ima jedini¢na masa zbog rotacije oko osi Z.

Potrazimo drugi izvod izraza (2.25) i upotrijebimo Laplaceov operator.

Dobivamo:
AD = 20° (2.26)

Gornji izraz nam pokazuje da analiticka funkcija @, za razliku od V gravitacijskog
potencijala nije harmoni¢na funkcija. Za tocke na ekvatoru vrijednost centrifugalnog

potencijala je ®=1,1x10° m’s?, a centrifugalno ubrzanje iznosi z=|z|=0,034ms” (=

0,35% gravitacije). Na polu su potencijal @ i sila z jednaki nuli (ibid.).
2.6 UBRZANIJE SILE TEZE I POTENCIJAL UBRZANIJA SILE TEZE

Sila teze djeluje na tockastu masu P na povrsini Zemlje kao vektorska rezultanta

djelovanja centrifugalne i gravitacijske sile (slika 2.3):

G=F+z (2.27)

cl ~

Centar masa Zemlje

X

Slika 2.3: Gravitacijska, centrifugalna i sila teza
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Sila teza je vektor, $to znaci da ima svoj smjer i intenzitet. Smjer vektora G je u
svakodnevnom Zzivotu poznat kao smjer teziSnice ($to zorno prikazuje smjer vertikalne

osi horizontiranog geodetskog instrumenta, tj. smjer viska); intenzitet vektora G =|G|

nazivamo ukratko sila teza.

Intenzitet vektora sile teze — sila teza ima fizikalnu dimenziju ubrzanja. Zato se i
govori o "ubrzanju sile teze". U praksi (posebno geodetskoj 1 geofizikalnoj) je mnogo
lak$e raditi sa skalarom, zato se umjesto sile, prouc¢ava ubrzanje. Tijelo mase m, zbog
tezine (G) ubrzano pada (s ubrzanjem sile teze (g)). 1z Newtonovog zakona dinamike
slijedi (ibid.):

G =mg (2.28)

Jedinica za ubrzanje sile teZe u SI sustavu mjernih jedinica je ms™. Za prikaz
odstupanja stvarnog ubrzanja sile teze (Zemlje) od polja normalne sile teze se koriste
manje jedinice:

1 pms®=10° ms™ 1nms? =10 ms?

U geodeziji 1 geofizici odnosno gravimetriji se joS uvijek koriste pomocne

jedinice:

1 mgal = 10° ms™ 1 pgal = 108ms™
Izvedeni su iz jedinice gal, nazvane po G. Galileu (1 gal=1 cms-%, osnovna jedinica u
CGS sustav mjernih jedinica). Te jedinice u sluzbenoj upotrijebi nisu dozvoljene, ali se

jo$ uvijek masovno koriste u znanstvenoj 1 stru¢noj komunikaciji odnosno praksi.

Tablica ispod daje prikaz jedinica Sl sustava i jedinica iz gravimetrijske prakse (ibid.).
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Tablica 2.1: Mjerne jedinice u gravimetriji

veli¢ina Sl jedinica jedinice u praksi
10% ms® 1 gal
Ubrzanje sile teze 10° ms™ 1 mgal
10 ms™ 1 pgal
Potencijal sile teze 10 m°s® =1 g.p.u. 1 kgalm

Vaze sljedece relacije:
e 1 ums'zz 0,1 mGal
« 1 ums?= 100 pGal

« 1nms?=0,1 pGal

Zbog spljostenosti Zemlje na polovima, promjena u gusto¢i Zemljine
unutrasnjosti 1 zbog razli¢itog centrifugalnog ubrzanja vrijednosti ubrzanja sile teze g
kreéu se izmedu g=9,78 ms? (na ekvatoru) g=9,83 ms? (na polovima). Srednja

vrijednost ubrzanja sile teZe na povrsini Zemlje iznosi g=9,803 ms™ (ibid.).

Pri proucavanju geometrijskih osobina polja sile teze dovoljno je, promatrati
samo ubrzanje sile teze. Masa je pri tome samo faktor mjerila polja sile teze. Polje
ubrzanja sile teZze daje potpunu geometrijsku sliku polja sile teze. Potencijal sile teze se
ponekad promatra kao radnja, koju je potrebno uloziti da bi savladali silu tezu mg, koja
djeluje na jedini¢nu masu m. Sama jedinica za potencijal sile teze [m’s] ukazuje na
odsustvo bilo kakve mase. Potencijal sile teze W, promatramo kao radnju u

kinematickom smislu, bez uzimanja u obzir mase (ibid.).
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Potencijal sile teze dobijemo kao sumu potencijala privlacne sile (gravitacijske) i

potencijala centrifugalne sile:

W=V+o=G [[f de+%2 p? (2.29)

Zemlja
U matemati¢kom zapisu je ubrzanje sile teze gradijent potencijala:

g = gradwW (2.30)

Potencijal W 1 njegove prve i druge derivacije su jednoznatne, konacne i
neprekinute funkcije kao posljedica osobina potencijala V i ®@, osim u primjerima, koje
nas geodete toliko ne zanimaju: s porastom r preko svih granica, r — oo, znac¢i da 1
potencijal raste ® — oo; drugi puta u slucaju kada je g = 0 (smjer teZiSnice nije
jednoznacan). Druge derivacije posjeduju prekide kod skokovitih promjena u gustoci.
Najpoznatija ploha u geodeziji, koja sadrzi diskontinuitet je fizicka povr§ina Zemlje.
Njena gustoéa se kreée od p = 1,3 kgm™ (gustoca zraka) do p = 2700 kgm-® (srednja

gustoc¢a gornjih slojeva Zemljine kore) (ibid.).

Iz definicije potencijala sile teze jasno je da privla¢ni potencijal pada sa
udaljavanjem od Zemlje, centrifugalni potencijal nasuprot tome raste sa povecanjem
udaljenosti od osi rotacije. Ali ukupni potencijal sile teze ( W=V + @) djeluje samo na
tijela, koja su na Zemlji. Cim se promatrana tocka odvoji od Zemlje, prestaje njena
rotacija 1 centrifugalni potencijal postaje nevazan. Pomocu jednadzbi (2.26) i (2.20)

dobivamo generaliziranu Poissonovu diferencijalnu jednadZbu potencijala sile teze:
AW =—-47Gp+20° (2.31)

U prostoru izvan Zemlje vrijedi p=0 (ako zanemarimo gustocu zraka) gornja jednadZzba

prelazi u generaliziranu Laplaceovu diferencijalnu jednadzbu:

AW =20° (2.32)
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2.7 SFERNI HARMONICI

Podsjetimo se, svako rjeSenje Laplaceove diferencijalne jednadzbe (2.20) je
harmoni¢na funkcija. Primjer harmoni¢ke funkcije je recipro¢na udaljenost izmedu
dviju tocaka, to je najjednostavnija harmoni¢na funkcija (jos se naziva i fundamentalna

harmoni¢na funkcija).

Harmonijske funkcije koje imaju najvec¢i znac€aj pri modeliranju Zemljinog polja
ubrzanja sile teZe nazivaju se sferni harmonici. Sferne harmonike raCunamo rjesavanjem
Laplaceove diferencijalne jednadzbe u sfernim koordinatama (Hofmann-Wellenhof,

Moritz, 2005).

Za pocetak, navedimo vezne 1 obrnute relacije izmedu sfernih 1 Kartezijevih

pravokutnih koordinata:

X=rsin$cos A r— x2+y2+22
2 2

y = rsin Jsin 2 g=tan N1V 9+6 =90 (2.33)
VA

Z=rcosd /I:tan‘l%

gdje su: x, y, z - pravokutne koordinate, r - geocentri¢na udaljenost tocke P, I-

udaljenost pola, 1 - geocentri¢na duzina (Slika 2.4).

Slika 2.4: Vezne relacije Kartezijevih pravokutnih i sfernih koordinata
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Zatim, trebamo odrediti element luka ds u sfernim koordinatama.

Diferenciranjem izraza (2.33) po X, y i z dobivamo sljedece izraze:

dx:%dr+%d3+%dl
oA

or 09

dy:@dwﬂd&wﬂd}t (2.34)
or 59 o

dz=Par+ Zq9+ Zaa
or e T

Uvodenjem (2.34) u fundamentalni izraz za duljinu elementa luka:

ds® = dx® + dy?® +dz? (2.35)
dobivamo:
ds® =dr? +r?d % +r’sin® 94° (2.36)

U (2.36) primje¢ujemo da nema ¢lanova s drd$,drdA i d9dA. To nam ukazuje na

evidentnu ¢injenicu da su sferne koordinate ortogonalne: sfere r = konstanta, konusi
$=konstanta, i ravnine A =konstanta sijeku jedni druge pod pravim kutom.

U proizvoljnim ortogonalnim koordinatama, duljina elementa luka ds izgleda ovako:
ds® =h’dg; +h;da; +h;da; (2.37)

Lako mozemo pokazati da Laplaceov operator u koordinatama g1, g2, g3 glasi:

vo_ 1 [i(hzhs avj+ 5 (h3hl av]+ 5 [mhz wﬂ (2.38)
hhh | o, h 69, ) 69, h, 69, 69, hy 6q,

Za sferne koordinate vrijedi da je g, =r,q, =& i g, =4. Usporedba (2.36) i (2.37)

pokazuje da:

h =1
h,=r (2.39)
h, =rsin g
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koje kada uvrstimo u (2.38) dobivamo:

AV

_ii(rzﬂj+ 1 i(smgﬂ};&
r’sor or ) r?sin o9 59 ) r?sin®9 612 (2.40)

Diferenciranjem prethodnog izraza slijedi relacija:

SN 28V 16V g9V 1 SV

AV = +——t + +
Sr2 ror r*8%  r* 89 r’sin®9 oA’

=0 (2.41)

Prethodni izraz predstavlja Laplaceovu diferncijalnu jednadZbu u sfernim koordinatama.
Cesto se jos koristi i alternativan izraz, koji dobijemo tako da izraz (2.41) pomnoZzimo

obje strane s r’:

52\£ +2rﬂ+52\£ +ctg3ﬂ+—_ 12 on (2.42)
or or o8 o3 sin“3 o4

r.2

Ovaj izraz nam je prikladniji za izvod sljedecih relacija.

RjeSenja Laplaceove jednadzbe (2.40) dana su u obliku harmonijskih funkcija
(Hofmann-Wellenhof, Moritz, 2005):

V=31, (9,4),V = ZY" (‘ngf) (2.43)
n=0 n=0 r
. . o . =Y ($A) . .
pri ¢emu se funkcije V =) r"Y ($4) i V=) -2 nazivaju prostorni sferni
n=0 n=0 r

harmonici, dok se funkcije Y. (4,4) zadane samo s 4 i A nazivaju Laplaceovi

povrsinski sferni harmonici.

PovrSinske  sferne  harmonike  rjeSavamo  uvodenjem  supstitucije:
Y. (3 A)=ag(Hh(A), pri cemu funkcije g i h isklju¢ivo ovise o jednoj varijabli (ibid.).
Nakon sredivanja i odredenih supstitucija dobivamo funkcije (detaljnije vidi u

Hofmann-Wellenhof, Moritz, 2005, poglavlje 1.6):

9(8) = B, (cos ) (2.44)

h(A)=cosmA i h(4)=sinmAa (2.45)
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Y. (9, 4) =P, (cos$)cosmi (2.46)
Y. (9,4) =P, (cosF)sinmA (2.47)

koje predstavljaju rjeSenja diferencijalne jednadzbe Laplaceove povrSinske sferne

harmonike. Desni dio (2.44) predstavlja Legendreove funkcije.

S obzirom da su rjeSenja prethodnih izraza linearna, tako linearna kombinacija
rjeSenja funkcija (2.46) 1 (2.47), takoder je rjeSenje. Iz toga mozemo izvesti uopceni

izraz za povrSinske sferne harmonike (ibid.):

(cos 9)sinmA] (2.48)

nm an

Y, ($,4) =D [a,,P,n (COs $) cosma +b
m=0

gdje anm i bnm predstavljaju proizvoljne konstante. UvrStavanjem (2.48) u (2.43)

dobivamo relacije (ibid.):

Vi(r,3,2)=>"r"> [a,,Pn(cos $cosma+b, P, (cos F)sinmAa] (2.49)
n=0 m=0

V,(r,8,2)=Y rnlﬂ [a,,P, (cOs F)cosmA+Db, P, (cosJ)sinmA] (2.50)
n=0 m=0

koje predstavljaju opc¢a rjeSenja Laplaceove diferencijalne jednadzbe u sfernoj

aproksimaciji gdje je VirjeSenje za unutrasnjost sfere, a V za vanjsko podruéje sfere.
Harmonijska funkcija potencijala privlacenja Zemlje (gravitacijski potencijal) takoder
se moze rijesiti pomocu izraza (2.50).

Povrsinski sferni harmonici mogu se jos§ prikazati i kao umnosci Legendreovih funkcija
i cosml ili sinm/ (ibid.). Tako, uzmimo za primjer stupnjeve: 0, 1 i 2, tada imamo:

n=0— P, (cosY)
n=1-— P, (cosY)

B, (cos 9)cos A, B, (cosJ)sin A

n=2— P,(cos9)
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P, (cos J)cos 4, P, (cos $)sin 4
P, (cos $)cos24, P, (cos $)sin 21

Sferni harmonici za koje vrijedi n=0,m=0, te koji u potpunosti ne ovise 0 1 i

dijele sferu u zone, nazivaju se zonalni harmonici (Slika 2.5).

Slika 2.5: Zonalni (n=8, m=0) harmonici (URL-4)

Sferni harmonici za koje vrijedi n=0,m=0=n, te koji dijele sferu na pozitivne

i negativne kvadrate, nazivaju se teseralni harmonici (Slika 2.6).

Slika 2.6: Teseralni (n=8, m=3) harmonici (URL-4)
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Sferni harmonici za koje vrijedi n=m i koji dijele sferu na pozitivne i negativne

sektore, nazivaju se sektorski harmonici (Slika 2.7).

Slika 2.7: Sektorski (h=m=7) harmonici (URL-4)

Sada ¢emo se vratiti nazad na povrSinske sferne harmonike. Proizvoljna funkcija

f($,1) moze se razviti u red povrSinskih sfernih harmonika (Hofmann-Wellenhof,

Moritz, 2005):

n

B =DV, (3D = D[Ry (9, 2) DS, (8. 2)] (2.51)

n=0 n=0m
gdje Rnam i Snm predstavljaju supstituciju za:

R, ($4) =P, (cos3)cosmi

. (2.52)
Sy (9, 4) =P, (cosP)sinmi

Veli¢ine anm i bym predstavljaju konstantne koeficijente razvoja u red povrsinskih sfernih

harmonika, odredene pomocu ortogonalnih veza (detaljnije o ortogonalnim vezama vidi

u Hofmann-Wellenhof, Moritz, 2005, poglavlje 1.9), a dane su izrazima (ibid.):
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a, = 22;1'”' f (9, 2)P,(cos J)do

_2n+1(n—-m)!

"= o J;jf(s,ﬂ)an(cosS)da o) (2.53)
_2n+1(n—m)! '

b, = e Ljf(g,z)snm(cosg)da

Zbog jednostavnijeg racunanja, standardni harmonici Rny i Spy iz prethodnog izraza

zamjenjuju se s drugim funkcijama koje se razlikuju za konstantni faktor, te su

jednostavnije za upotrebu. Oznatavaju se sa Rmm | S, @ NOSe naziv potpuno
normalizirani harmonici (ibid.):

R, (8,4)=V2n+1R (9, 1)=+/2n+1P,(cos )

R (9,7) = \/2(2n+1)<n (=M (9.2

m)! ™ (2.54)
(m=0).
S ()= \/2(2n+1) (n= m;. (9,4

Analogno (2.51), razvojem funkcije f($,4) u red potpuno normaliziranih harmonika
slijedi (ibid.):
f(82)=3[a,R.(94)+b,5,(91)] (2.55)

n=0 m=0

Vezne relacije izmedu koeficijenata poptuno normaliziranih harmonika i koeficijenata

standardnih harmonika dane su izrazima (ibid.):

- ayo

a, =
ToJ2n+1

7 1 (n m)la 256
" N2(2n+1) (n+m)l (2.56)

(m=0).

b 1  (n—m)!
"N 220+ (n+m)l ™
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2.8 OSNOVNE RELACIJE ZEMLJINOG POLJA UBRZANIJA SILE TEZE U
SFERNIM HARMONICIMA

2.8.1  Gravitacijski potencijal

Od prije nam je poznat izraz za potencijal privlacenja izmedu Zemlje i neke

vanjske tocke:

v=v(i)=6 | U i & (257)

r'-— r‘ Zemlja

Zemlja

Kako nam opcenito nije poznata funkcija rasporeda gustoce p(r) u unutrasnjosti
Zemlje, ne moZemo izraCunati potencijal. Stoga, uzet ¢emo eclement mase dm na
povrsini Zemlje s polumjerom r (slika 2.8), | nam je udaljenost promatrane tocke od
elementa mase dm, r je radijvektor promatrane tocke P, a y predstavlja kut izmedu

radijvektora tocke P' i elementa mase dm (Basi¢, 2009).

Slika 2.8: Gravitacijski potencijal
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Za vanjsko podrucje (F'<F) koristimo se rjeSenjima Laplaceove diferencijalne
jednadzbe AV=0 (2.20). Prilikom razvoj gravitacijskog potencijala V u red po sfernim
funkcijama, zapravo razvijamo samo recipro¢nu vrijednost udaljenosti(1/l) izmedu

promatrane toc¢ke P i elementa mase dm:

i(r?j P, (cosy) (2.58)

Gdje P,(cosy) predstavlja Legendreove polinome n-tog stupnja. Oni se, uz

supstituciju t =cosy , raunaju po sljedecoj formuli:

1 d (t*-1)" (2.59)

" oMl dt”

ERal

— t=cosv

Slika 2.9: Parni Legendreovi polinomi
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t s

Py

101

— {=cos?

Slika 2.10: Neparni Legendreovi polinomi

Ako izraz (2.59) uvrstimo u izraz za gravitacijski potencijal oblika trostrukog integrala i
uvedemo sferne koordinate (r, $,4) dobiti ¢emo izraz za gravitacijski potencijal u obliku

reda sfernih funkcija (pri tome ¢emo integral zamijeniti sa beskona¢nim redom):

V(r,2)= i nlﬂ Zn: Pn(COsP[A,,cosmi+B, sinmi] (2.60)

n=0 r m=0

gdje Anm i B predstavljaju koeficijente reda sfernih funkcija, P, (cos$) Legendreove

funkcije stupnja n i reda m, r geocentri¢ni radijvektor promatrane to¢ke. Ne smijemo
zaboraviti da relacija (2.60) vrijedi samo za toCke u vanjskom prostoru Zemlje

(potencijal je harmonic¢na funkcija).

Navedimo jos da pridruzene Legendreove funkcije racunamo kao:

m m

P (t)=(@1-t%)? o h® (2.61)

gdje t predstavlja supstituciju za cos9, a P, (t) raunamo po izrazu (2.59).
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Q()

— t=cosv

Slika 2.11: Parne pridruZzene Legendreove funkcije

— t=cos?

Slika 2.12: Neparne pridruzene Legendreove funkcije
Prvi ¢lan u razvoju (n=0) jednak je GM/r, tako da se red (2.60) ¢esto zapisuje u

malo drugacijem obliku:

V(r 31)_G—M{1 i( jz 2 (c0sP)(C,,, cosmA+S,, sinmA) (2.62)

......

Zemlje (velika poluos geocentri€nog elipsoida Zemlje). Koeﬁcuentl razvoja u red su u

sljede¢oj medusobnoj vezi:
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_ A

C;Ma (2.63)
Snm = v
GMa

U izrazu (2.62) konstantan je ¢lan GM/r (za n=0), koji je zapravo srednja vrijednost
Zemljinog gravitacijskog potencijala. Takav potencijal bi imala Zemlja kad bi imala
oblik kugle. Ostali ¢lanovi razvoja u red(koeficijenti) predstavljaju odstupanja
potencijala od te srednje vrijednosti. Koeficijenti razvoja gravitacijskog potencijala u
red po sfernim funkcijama su integrali mase, odnosno funkcije rasporeda Zemljinih
masa. Drugim rijeCima, to zna¢i da veli¢ina koeficijenata ovisi od rasporeda masa
unutar Zemlje (koji nam nije poznat). Koeficijenti imaju i fizikalno, kao i geometrijsko
znacenje. Geometrijsko znaCenje koeficijenata je odstupanje Zemlje od njene rotacijske
simetrije (odstupanje Zemljinog oblika od kugle). Najvece odstupanje Zemlje od sferne
simetrije predstavlja njena spljostenost na polovima i prisutnost njenih ekvatorskih
ispupcenja. Kako su koeficijenti u funkciji mase, znaci da tamo gdje je potencijal
pozitivan, prisutan je viSak masa, a tamo gdje je potencijal negativan, prisutan je
manjak masa (Kuhar, Muli¢, 2009).
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(d)

Slika 2.13: Clanovi razvoja nizih stupnjeva i oblik Zemlje

U fizikalnom smislu koeficijenti drugog reda sadrze momente tromosti 1 centrifugalne
momente inercije Zemlje s obzirom na pojedine koordinatne osi (geocentri¢nog
kartezijevog koordinatnog sustava). Za objasnjenje te veze pomoci ¢e nam proizvoljni
kartezijev koordinatni sustav, vezan za Zemlju. Tocka razmatranja - tocka sa sfernim
koordinatama (r, ¢,4) ima u novom sustavu koordinate (x',y",z"). Na taj na¢in koeficijenti

razvoja u red dobijaju sljedeci oblik (ibid.):

za n=0:

Ao=G [[[ dm=GM B, =0 (2.64)
Zemlja

zan=1:

Ao =G [[ zdm A, =G [[[x'dm B, =G[[[ y'dm B, =0 (2.65)
Zemlja Zemlja Zemlja
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Ako integrale iz prethodnog izraza podijelimo s masom Zemlje M, dobiti ¢emo
koordinate teziSta Zemljinih masa. Ako smjestimo ishodiSte naseg koordinatnog sustava
u teziSte Zemlje (uobiCajena geodetska praksa), dobivamo geocentri¢ni koordinatni

sustav, Sto na kraju znaci da su koeficijenti za n=1 jednaki nuli.

Zan=2:
_S J'” ~x?-y?)dm A, =G I” X'z'dm (2.66)
B, =G ”j y'z'dm  A,=— m X" '2 B,=— H.[ x'y'dm (2.67)

Navedeni integrali sadrZze momente inercije Zemlje s obzirom na pojedine koordinatne

A= ”Iy +12% dm B= f”x +2% dm C= _mx +y* (2.68)

kao i centrifugalne momente inercije:

Dzjjjx'y'dm E=I”y'z'dm szjjx'z'dm (2.69)

U slucaju da se koordinatne osi poklapaju sa glavnim osima inercije tijela, tada su
centrifugalni momenti inercije jednaki nuli. Z-os naseg geocentricnog koordinatnog
sustava koincidira sa srednjom osi rotacije Zemlje (pri tome zanemarujemo kretanje
Zemljinih polova). Ona koincidira s najdaljom glavnom osi inercije (odreduje smjer
rotacijske osi tijela), to znaci da su koeficijenti E i F jednaki nuli. 1z toga slijedi da su
koeficijenti razvoja A, i By; jednaki nuli. Koeficijent B,, proporcionalan je prvom
centrifugalnom momentu inercije, bio bi jednak nuli samo u sluc¢aju, ako bi Zemlja bila
u potpunosti rotacijski simetri¢no tijelo, ili ako bi glavna os inercije bila u smjeru

Greenwichkog meridijana (ibid.).
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Sa svim tim pretpostavkama, takav koordinatni sustav postaje usporedan s
osnovnim elipsoidom inercije, tj. sustav postaje tzv. prirodni geocentricni koordinatni

sustav. Za koeficijente mozemo sada napisati:

A, =GM (2.70)
Ao=A;=B,=B;,=0 (2.71)
A+B
A, =G( 5 —Cj (2.72)
A, =B, =0 (2.73)
G G
A, :Z(B_A) B,, =5 D (2.74)

Koeficijent Az (u obliku J;) odreduje spljoStenost Zemlje (razlika izmedu srednjih
ekvatorskin momenata inercije A =~ B i polarnim momentom inercije), veci je od ostalih
koeficijenata za tri reda veli¢ine (Sto ukazuje na njegovu iznimnu vaznost). Poznat je 1
pod nazivom dinamicki faktor spljostenosti, koji je jedan od parametara koji se koristi

pri definiciji geodetskih referentnih sustava. Toc¢an izraz za J; je:

1 A+B

2:azM( 2

C) (2.75)

Za geodetski referentni sustav GRS 80, koji je skoro identiCan sustavu WGS84,
poprima vrijednost J,=1082,7x10°. Koeficijenti Az i By predstavljaju odstupanje
rasporeda masa Zemlje od njene rotacijske simetrije (tzv. elipticnost ekvatora).
Koeficijent Asp (J3) prouzrokuje trokutasti oblik Zemlje. Koeficijent A (Ja)
prouzrokuje Cetverokutni oblik Zemlje; zbog toga je Zemlja kruskolikog oblika (slika
2.11).

Iz svega nabrojanog se vidi da razvoj u redu (2.62) praktino pocinje s ¢lanom
n=2. Takav prikaz Zemljinog gravitacijskog potencijala se obi¢no naziva globalni

geopotencijalni model.

Zasto nam je uopcée potreban razvoj potencijala u red po sfernim funkcijama? U

redovima (2.60) odnosno (2.62) nepoznanice su koeficijenti razvoja. Ako pak
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usporedimo potencijal u obliku reda i potencijal u obliku trostrukog integrala (izraz
2.57), vidimo da nam je lakSe odrediti nepoznate koeficijente razvoja, nego rijesiti
integral sa nepoznatom funkcijom rasporeda gustoce. Nepoznate koeficijente razvoja
mozemo odrediti pomocu podataka satelitskih opazanja, satelitske altimetrije i

gravimetrijskog premjera.
2.8.2  Centrifugalni potencijal

Kao §to mozemo gravitacijski potencijal V razviti u red kuglinih funkcija, isto
tako mozemo udiniti i za centrifugalni potencijal ®. S tim da je izraz za centrifugalni
potencijal puno jednostavniji od izraza za gravitacijski (Basi¢, 2009):

2 2 2

®° P, o
O=—p=—-i(X"+ =—r°sing=—r"(1-P,(cos 9 2.76
, P= (XY= 3 " (1-PR(cos9) (2.76)

zbog toga Sto je pretpostavljena simetri¢nost s obzirom na rotacijsku os i s obzirom na

ravninu ekvatora (nema ovisnosti o 4, nema neparnih zonalnih kuglinih funkcija).
2.8.3  Potencijal ubrzanja sile teze

Konaé¢no, kombinacijom gravitacijskog i centrifugalnog potencijala dobivamo

izraz za potencijal ubrzanja sile teze definiran razvojem i red po sfernim funkcijama

(He¢imovi¢, 2001):

r

W(r,S,z):ﬂ[HZ(%j Pon(sin 9)(Com COSMA -+ S sinmA) | + @ 2.77)
n=2

2.9 GEOMETRIJA POLJA UBRZANIJA SILE TEZE
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Najednostavniji prikaz geometrije polja ubrzanja sile teze je pomocu
ekvipotencijalnih ploha (nivo ploha) i njihovih silnica. Lokalne karakteristike polja
ubrzanja sile teZe opisuje zakrivljenost nivo ploha i tezi$nica, a lokalnu geometriju polja

odreduju prirodne koordinate tocke promatranja.

2.9.1  Nivo plohe i teZisnica

Plohe s konstantnim potencijalom nazivamo ekvipotencijalnim plohama

odnosno nivo plohama:
W (x,y,z)=C =(const.) (2.78)

U slucaju potencijala ubrzanja sile teze razlikujemo dvije vrste ekvipotencijalnih ploha,
geopotencijalne nivo plohe (W=const.) ako se radi o realnom polju, te sferopotencijalne

plohe (U=const.) kada se radi o normalnom polju ubrzanja sile teZe.

Za kretanje po nivo plohi nije potrebno uloziti nikakav rad, za nivo plohe mozemo
kazati da su plohe ravnoteze. L. Durang Clay je zadao sljedecu definiciju nivo plohe:
"Nivo ploha je ploha koju mozemo obi¢i bez uspinjanja ili spustanja i na kojoj je radnja
sile teze za tocCkastu masu, koja se po njoj krece, jednaka nuli. Ta ploha je u svim

svojim toCkama okomita na smjer sile teze. Taj smjer nazivamo vertikala. "

Nivo plohe su neprekinute, glatke plohe i nikada se ne sijeku, posvuda su konveksne.
Lokalni polumjeri zakrivljenosti nivo ploha se malo mijenjaju od tocke do toc¢ke (tok
promjena nivo ploha je gladak), s tim da su izuzeci tocke u kojima dolazi do naglih

promjena u gustoci (npr. povrSina Zemlje).

Potrazimo derivaciju polja sile teZe u zadatom smjeru s. 1z vektorske analize znamo da
je derivacija polja u zadatom smjeru jednaka skalarnom produktu gradijenta polja i

jedini¢nog vektora u tom smjeru (Kuhar, Muli¢, 2009).

Neka je jedini¢ni vektor u smjeru s zadat kao s=(dx,dy,dz). Derivacija potencijalne

funkcije u smjeru s jednaka je:
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dW =gradW-s = g-s (2.79)

Derivacija polja u zadatom smjeru jednaka je pravokutnoj projekciji gradijenta na zadati

smijer.

Ako vektor s uzmemo u smjeru nivo plohe W=Wj, gdje je potencijal konstantan, zna&i
da je dW=0. Jednadzba (2.79) tako dobiva oblik:

g-s=0 (2.80)

Iz vektorske algebre znamo da ukoliko je skalarni produkt dva vektora (razliita od
nule) jednak nuli, da su vektori medusobno okomiti. Time smo dokazali da je vektor

ubrzanja sile teZe okomit na nivo plohe (ibid.).

Polje ubrzanja sile teze je vektorsko polje, zato kod njega vaznu ulogu igraju
silnice (smjerne krivulje). Silnice su krivulje u vektorskom polju, za koje vrijedi, da se
smjer tangente svake tocke krivulje poklapa sa smjerom polja. Njihovo vazno svojstvo
je da se medusobno ne presijecaju. Vektorsko polje mozemo vizualizirati tako da 1

nacrtamo silnice polja (slika 2.14).

nivo ploha
W= constant

Slika 2.14: Nivo plohe potencijala ubrzanja sile teze

Silnice polja ubrzanja sile teze nazivamo tezi$nice ( odredene su smjerom viska).
TeZiSnice presijecaju sve nivo plohe pod pravim kutom, stoga one nisu pravci, vec

imaju odredenu zakrivljenost. Opcenito, teZiSnice su prostorne krivulje, a uzrok tome su
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zakrivljenost nivo ploha, kao promjene u gusto¢i Zemljine unutrasnjosti. Dakle,
teziSnice osim fleksijske, imaju i torzijsku zakrivljenost. No, iako su navedene
nepravilnosti tezisnice bitne, relativno su malene, i u vecini prakti¢nih slucajeva mogu

se zanemariti.

Kod polja ubrzanja sile teze tangenta je odredena smjerom sile teze (vertikala). U
svakoj svojoj toCki vektor ubrzanja sile teze je tangenta na teziSnicu. Takoder, iz
vektorske algebre nam je poznato da ako gradijent polja nije nul vektor, onda se poklapa
sa smjerom u kojem polje najbrze raste.

Pojmovi kao "smjer sile teze" 1 "vertikala" su sinonimi 1 imaju skoro jednako znacenje.

Uvedimo sada vektor s u smijeru teZi$nice, u suprotnom smjeru od vektora ubrzanja sile
teze, tj. u smjeru racunanja nadmorskih visina tocCaka. Njegov intenzitet (apsolutna

vrijednost) iznosi:

s|=dH (2.81)

Vektori g i szatvaraju kut od 180°:
g-s = gdH cos(180°) = —gdH (2.82)
Kombinacijom izraza (2.82) i (2.79) dobivamo:

dW = —gdH (2.83)

Navedena relacija nam daje odnos izmedu visine i potencijala, i predstavlja nam osnovu
teorije odredivanja nadmorskih visina. Prikazuje nam neodvojivu vezu kojom je
obiljezena geodezija, vezu izmedu diferencijalne razlike potencijala (fizikalna veli¢ina)

i diferencijalne razlike visina susjednih nivo ploha (geometrijska veli¢ina).

Usporedba izraza (2.82) i (2.83) pokazuje nam da diferencijalna razlika potencijala
ubrzanja sile teZe ne ovisi o putu kojim mozemo do¢i od jedne do druge nivo plohe, ve¢

ovisi 0 projekciji tog puta na vertikalu (ibid.).

JednadZbu (2.83) moZzemo zapisati u malo drugac¢ijem obliku:

oW
== 2.84
9=""H (2.84)
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Sada jasno mozemo vidjeti da je ubrzanje sile teze negativni vertikalni gradijent

potencijala ubrzanja sile teze W, odnosno vertikalna komponenta vektora grad W.

Ubrzanje sile teze predstavlja funkciju udaljenosti to¢ke od centra Zemljinih
masa, a u blizini Zemljine kore ovisi i o rasporedu povrSinskih masa. Zbog toga
vrijednost ubrzanja sile teZze na nivo plohama nije konstantna. Ako se ubrzanje sile teze
mijenja na nivo plohama, znaci da se u skladu s jednadzbom (2.83) mijenja 1 udaljenost
dH izmedu susjednih nivo ploha. Posljedica navedene Cinjenice je neparalelnost nivo
ploha (slika 2.15). Slika prikazuje vezu izmedu ubrzanja sile teze i udaljenosti nivo
ploha. Sto je ubrzanje sile teze veée, to je druga nivo ploha bliza, jer ubrzanje sile teze
predstavlja koli¢nik razlike potencijala dvije beskona¢no bliske plohe i njihove

udaljenosti (jednadzba 2.84).

e, i

Onst e -

— L PR

Slika 2.15: Ubrzanje sile teze na nivo plohama

2.9.2 Referentne plohe u geodeziji
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Referentnom plohom smatramo onu plohu koja sluzi za definiranje pojedinog
visinskog sustava. Ta ploha moze biti fizikalno i geometrijski, ili samo geometrijski
definirana, odnosno moze biti nivo ploha, ali i ne mora. Prilikom odabira Zeljene
referentne plohe, potrebno je voditi brigu i o na¢inu na koji se utjecaj polja ubrzanja sile
teze uzima u obzir, tj, radi li se o realnom ili normalnom polju ubrzanja sile teze
(Pavasovi¢, 2008). Navedena problematika detaljno ¢e biti objasnjena u sljede¢im

poglavljima.

normalna
tezisnica

nivo-ploha
normalina nivo-ploha

o U=U
- W=W;
La'i'o._d e
hormalna nivo—p\oha
U=Uq
h
H*
» -
: g
* Y [
elipsoid | ¢
Q() \
U=U.
’\/D
Slika 2.16: Referentne plohe u geodeziji (Pavasovi¢, 2007)
291.1. Geoid
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Oblik Zemlje mozemo predstaviti putem jedne nivo plohe potencijala ubrzanja
sile teze, jer su sva dogadanja na fizickoj povrSini Zemlje tijesno povezana sa silom
teze. U fizikalnom smislu se obliku Zemlje najbolje prilagodava nivo ploha, zvana
geoid. To je po Gaussu potencijalna ploha Zemljinog tijela, zorno prikazana sa
srednjom plohom svjetskih mora i u mislima produzena ispod kontinenata. Geoid je

zadat s jednadzbom:
W = W(xy,z) =W, (2.85)

Geoid je zatvorena, neprekinuta nivo ploha, koja se djelimi¢no $iri unutar, a djelimi¢no
izvan Zemlje. Prikladan je za proucavanje potencijala ubrzanja sile teZze (odredivanje
potencijalnih i visinskih razlika putem nivelmanskih i gravimetrijskih mjerenja), a nije
prikladan za geodetska racunanja (odredivanja poloZaja tocaka), jer geoid ne mozemo
predstaviti pomocu jednostavnih matematickih izraza. Potencijal ubrzanja sile teze je
veli¢ina koja se ne moze neposredno izmjeriti, a geoid je upravo definiran putem
potencijala (Kuhar, Muli¢, 2009). Geoid, kao referentna ploha za odredivanje visinskih
razlika toCaka na Zemlji, je tzv. nulta nivo ploha (o visinskim sustavima, i geoidu kao

referentnoj plohi vidi u Basi¢, 2008).

2.9.1.2.  Nivo elipsoid i normalno polje ubrzanja sile teze

U matematickom pogledu obliku Zemlje najbolje odgovara dvoosni rotacijski
elipsoid, koji je ujedno izabran za referentnu plohu za odredivanje poloZaja to¢aka na
Zemlji. Realni potencijal ubrzanja sile teZze mozemo podijeliti na potencijal koji se
odnosi na referentni elipsoid (normalni potencijal), 1 preostali maleni dio (poremecajni
potencijal). lako Zemlja nije idealan elipsoid, elipsoidno polje ubrzanja sile teze
(normalno polje) ima veliki prakti¢ni znacaj za proucavanje realnog polja. Normalno
polje moze se matematicki izraziti putem jednostavnih jednadzbi i njegova odstupanja
od polja realnog ubrzanja sile teze su jako mala, tako da ih mozemo uzeti kao linearna

(Kuhar, Muli¢, 2009).
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Rotacijski elipsoid ¢ija je rubna ploha ekvipotencijalna ploha vlastitoga polja ubrzanja
sile teze nazivamo nivo-elipsoid. Potencijal normalnog polja ubrzanja sile teze nivo-

elipsoida definiran je izrazom:
U=U(x,Y,2) (2.86)

Kao s$to je geoid ploha jednakog potencijala Wp=konst., tako je i nivo-elipsoid
Uo=konst., te vrijedi:

U, =W, (2.87)

Normalno polje ubrzanja sile teze nivo-elipsoida potpuno je odredeno s ukupno 4
parametra. | to, 2 fizikalna: masom nivo-elipsoida M. koje je jednaka masi Zemlje M,
odnosno GM tj. geocentriCkom gravitacijskom konstantom (koja predstavlja umnozak
mase Zemlje i univerzalne gravitacijske konstante), te kutnom brzinom rotacije we
jednakom kutnoj brzini rotacije Zemlje w,. Te 2 geometrijska parametra (koji se
iskljucivo odnose na rotacijski elipsoid): velikom poluosi rotacijskog elipsoida a i
spljoStenos¢u f, koja se Cesto zamjenjuje s dinamickim faktorom spoljoStenosti J2

(He¢imovi¢, 2002).

Sa zadatom masom M odreden je i normalni potencijal U. Detaljno poznavanje
rasporeda gustoce unutar elipsoida, koji proizvodi privlacni potencijal, nije potrebno, jer
Stokes-Poincaré teorema omogucéuje njegovo odredivanje. Teorema tvrdi: "ako tijelo
mase M rotira s konstantnom brzinom w oko fiksne osi i ako je S nivo ploha njegovog
potencijala ubrzanja sile teze takva, da u potpunosti obuhvaca njegovu masu M, onda je

potencijal sile teze u unutrasnjosti plohe S jednoznac¢no odreden".

Realno ubrzanje sile teze g zamijenjeno je njegovom matematickom aproksimacijom —

normalnim ubrzanjem sile teze y, pa po analogiji(2.30) slijedi (Kuhar, Muli¢, 2009):
y = gradU (2.88)

Normalnu vrijednost ubrzanja sile teze na nivo-elipsoidu (h=0) raCunamo prema izrazu

Somigliane (Basi¢, 2008):

_ay,cos’ p+by,sin’ ¢

0= (2.89)
\#/a2 cos’ p+b?sin® g
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gdje su ya(ye) 1y b(yp) normalno ubrzanje sile teze na ekvatoru i polu, a a i b velika i

mala poluos elipsoida.

Izraz za normalni potencijal U u sfernoj aproksimaciji glasi (He¢imovié, 2001):

GM s a L ~ . ~ ~ . a)z 2 -2
U=—HJ1+>|= Zan(smS)(Cnm cosm/1+Snmsmmi) #—-risin 9 (2.90)
r n2\ I/ m=0

gdje su r, 9,4 sferne koordinate, GM geocentri¢na gravitacijska konstanta, a velika
poluos elipsoida, Com, S potpuno normalizirani koeficijenti sfernih harmonika, te

Pan(cos9) normirane Legendreove sferne funkcije prve vrste.

2.9.1.3.  Anomalijsko polje ubrzanja sile teze

Ponovimo, realno polje ubrzanja sile teze Zemlje odstupa od normalnog polja
nivo-elipsoida. Razliku izmedu realnog potencijala Zemlje W i normalnog potencijala U
nazivamo anomalija potencijala odnosno poremecajni potencijal a oznacavamo ga sa T.

Za poremecajni potencijal vrijedi relacija:
W(xy,z) = U(x,y,z) + T(x,y,2)=T=W-U (2.91)

Za odredivanje realnog potencijala ubrzanja sile teze Zemlje (W) potrebno je poznavati
vrijednosti poremec¢ajnog potencijala (T). Normalni potencijal ubrzanja sile teZze nivo-
elipsoida moze se izraCunati pomocu odgovaraju¢ih matematickih izraza, zbog toga Sto
se on odnosi na pravilnu matematicku plohu. Realni i poremecajni potencijal se ne
mogu direktno izmjeriti, ali postoji mogucénost da T izrazimo putem veli¢ina, koje se

mogu posredno ili neposredno izmijeriti.

Usporedimo sada dvije referentne plohe geoida i elipsoida s istim potencijalom
(Wo:Uo):

W(X,y,z)=W,,U(x,y,z)=U, (2.92)
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Ako kroz to¢ku P na geoidu povuc¢emo normalu na elipsoid dobijemo tocku Q na
elipsoidu. Udaljenost % izmedu geoida i elipsoida se naziva geoidna visina ili geoidna
undulacija i oznacava se sa N (slika 2.16).

Uporedimo sada vektor ubrzanje sile teze ﬁu tocki P i vektor ubrzanja normalne sile
teze ;7 u tocki Q. Njihova razlika nam daje vektor anomalije ubrzanja sile teze:
20=0,-7, (2.93)

gdje razlika u smjeru predstavlja otklon vertikale, a skalarna razlika anomaliju ubrzanja

sile teze.

n n
P geoid
W= W,
N gp
/ Z)\ referentni
elipsoid
YQ V=

Slika 2.16: Plohe geoida i elipsoida

Usporedimo li sada vektore 6 i ;7 u to¢ki P, dobiti ¢emo vektor poremecajnog ubrzanja

sile teze, dan izrazom (Hofmann-Wellenhof, Moritz, 2005):
59=0p—7s (2.94)

¢ija razlika u smjeru takoder predstavlja otklon vertikale, a skalarna razlika poremecaj

ubrzanja.
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Kako vrijedi (ibid.):

UP:UQ+(QJ N=U,-»N (2.95)
on J,

imamo (ibid.):

We =U,+T, =U,—yN+T, (2.96)

Uzevsi u obzir da vrijedi (ibid.):
W, =U, =W, (2.97)
slijedi da je (ibid.):

T=7=oN=L (2.98)
N y

Sto predstavlja Brunsovu formulu koja povezuje geoidnu undulaciju s poremecajnim

potencijalom.

Kako se uzima da je gustoca p jednaka nuli bilo gdje izvan geoida, poremecajni
potencijal se uzima kao harmonijski te zadovoljava Laplaceovu diferencijalnu
jednadzbu (ibid.):

0T T O 0

AT + + =
ox*  oy* ozt

(2.99)

Laplaceova parcijalna diferencijalna jednadzba nadopunjena s osnovnom jednadzbom
fizikalne geodezije, omogucava odredivanje poremecajnog potencijala u bilo kojoj tocki
izvan geoida, te time rjesava tre¢i problem grani¢nih vrijednosti teorije potencijala
(ibid.). Kada imamo poznat T u svakoj tocki izvan geoida, mozemo jednoistavno

izraCunati geoidne undulacije pomocu (2.98).
Linearni funkcionali poremecajnog potencijala (anomalija visina, anomalija u.s.t. 1
komponente otklona vertikale) dani su izrazima (He¢imovi¢, 2001):

gl oag=-T 2p Lot 1 O (2.100)
4 o r ry op rycose oA

2.9.3

49



2.9.1.4. Plohe kvazigeoida i teluroida

Sva geodetska racunanja u sklopu fizikalne geodezije koja se obavljaju na
kovencionalan nacin zahtijevaju poznavanje raspored gusto¢a masa Zemljine kore.
Opcenito ima premalo podataka o rasporedu gustoca, da bi se mogao dobiti model
gustoca s to¢noscu trazenom u geodeziji i da bi se taj utjecaj mogao modelirati sa
zadovoljavaju¢om tocnoS¢u. Da bi ovo izbjegao, Molodensky je 1945. godine
predlozio dugaciji pristup. Razvio je teoriju koja uzima u obzir vrijednosti ubrzanja
sile teze na fizickoj povr$ini, a ne na geoidu. Tada problem grani¢nih vrijednosti ne

ovisi o hipotezi o gusto¢ama masa (He¢imovi¢, 2001).

Moldensky kaze da se tocka P fizicke povrsine Zemlje S, projicira u tocku Q elipsoida
duz normale na isti. Eliposidna visina (h=H+N) sada se odreduje kao (Heiskanen,

Moritz, 2000):
h=H"+{=¢=h-H"’ (2.101)

pri ¢emu normalna visina H, zamjenjuje ortometrijsku visinu H, a anomalija visine
¢ zamjenjuje geoidnu undulaciju N (vidi Sliku 2.16).
Nanesu li se visinske anomalije od povrSine prema dolje, dobije se povrsina koju je

R.A. Hirvonen nazvao teluroid (vidi Sliku 2.16).

Normalni potencijal U u svakoj to¢ki Q povrsine, jednak je potencijalu W u svakoj

tocki P fizi€ke povrsine Zemlje = Ug= Whp.

Normalna visina H, tocke P fizicke povrSine Zemlje, jednaka je elipsoidnoj visini h

tocke Q na teluroidu = H/J =h,.

Ako bi vrijedilo da je u svakoj to¢ki W=U, tada bi se tocke P i Q poklapale tj. teluroid

bi se poklapao sa fizickom povr§inom Zemlje. Kako je u stvarnosti Wp£Up slijedi

(ibid.):

{o=hy—HZ 2h, —h, 20 (2.102)
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Anomalija visine tada je udaljenost izmedu tocke P na fizickoj povrSini Zemlje s

potencijalom Wp i pripadajuce tocke Q na teluroidu Ug=Wp, te primjenom Brunsove

formule mozemo pisati (ibid.):
T
F=— (2.103)
4
Anomalije visina moZemo nanijeti i od eliposida prema gore, i na taj nac¢in dobivamo
plohu identi¢nu geoidu iznad oceana, pa dolazi do velikog priblizenja tih dviju ploha pa
se moze pisati (=N, §to bi potvrdilo izraz (2.103). Molodensky je takvu plohu nazvao

kvazigeoid (Slika 2.16), koja kao i teluroid nije nivo-ploha.

Medutim, dvije plohe definirane sa ¢ i N koje se iznad oceana skoro poklapaju, ipak

nisu identi¢ne. Poznate su relacije za elipsoidnu visinu h preko geoidne undulacije N,

odnosno anomalije visine ¢, te ortometrijske H, odnosno normalne ortometrijske H” :

h=H+N (2.104)
h=H"+¢ (2.105)
Ortometrijske (Helmertove) visine H i normalne ortometrijske visine H’ definirane su

izrazima (Rapp, 1997):

H===x (2.106)

" g,+0.0424xH

[ C
g

H7=gz c
vy 7,—0.1543xH”

(2.107)

gdje je C — potencijal, g - integralna srednja vrijednost ubrzanja sile teze duz

zakrivljene teZi$nice, gp — mjereno ubrzanje sile teze u todki P, » - srednje normalno
ubrzanje sile teze duz normalne tezi$nice, a yp — normalno ubrzanje sile teze na povrSini
nivo-elipsoida. Ako napravimo razliku izraza (2.104) i (2.105) i uvrstimo
odgovarajuée izraze (2.106) i (2.107), dobivamo izraz za razliku izmedu anomalija

visine i geoidne undulacije (Forsberg, 2005.):

Op —7,+0.1967xH  Ag, H
%o Yo

C-N=H-H"= (2.108)
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Konac¢no za anomaliju visine mozemo pisati:

c=N-2%
Yo

gdje je Agg — Bouguerova anomalija. Korekcioni ¢lan %H predstavlja utjecaj

70
topografskih masa.
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2.10 GEODETSKI PROBLEM GRANICNIH VRIJEDNOSTI

Odredivanje plohe geoida znaci odredvanje oblika Zemlje, odnosno odredivanje
tocno odredene nivo plohe Zemljinog polja ubrzanja sile teze. Dakle, potrebno je
prona¢i odgovor na pitanje: da li je moguce odrediti vanjsko polje ubrzanja sile teze
Zemlje, bez poznavanja funkcije raspodjele gustoée u njenoj unutrasnjosti, a
poznavajuc¢i samo potencijal na rubu podru¢ja (rub podrucja predstavlja Zemljina

povrsina).

Matematicki gledano, odgovor na postavljeno pitanje predstavlja rjesenje
problema grani¢nih vrijednosti iz teorije parcijalnih diferencijalnih jednadzbi. U naSem
specificnom sluc¢aju polja ubrzanja sile teze nastupaju Laplaceova diferencijalna
jednadzba (koja nam daje rjeSenje za vanjski problem grani¢nih vrijednosti) 1
Poissonova diferencijalna jednadZba (koja nas vodi ka rjeSenju za unutarnji problem
grani¢nih vrijednosti). Nas geodete zanima samo problem vanjskog polja, odnosno

rjeSenje Laplaceove jednadzbe.

Opcenito, kod rjeSavanja problema grani¢nih vrijednosti poznata je rubna ploha
S, ali ne 1 kod tzv. geodetskog problema grani¢nih vrijednosti. Kod geodetskog
problema grani¢nih vrijednosti moramo pored geometrije rubne plohe S, odrediti i
potencijal ubrzanja sile teze W. Kod odredivanja geoida nas u stvarnosti zanima samo
rubna ploha S. Rubne uvjete nam tu odreduje neprekidna rubna funkcija — potencijal
ubrzanja sile teze. Potencijal se ne moze neposredno izmjeriti, zato ga predstavljamo
putem veli¢ina, koje se mogu direktno izmjeriti. Te veliCine su ili tzv. anomalijske
veli¢ine polja ubrzajna sile teze ili tzv. poremecajne veliCine polja ubrzanja sile teze
(anomalija sile teze i poremecajna sila teze, otkloni vertikale (Helmertovi ili Pizzetijevi)
i geoidne odn. anomalije visina). Sve te veli¢ine se mogu izraziti u linearnom obliku
kao derivacije poremecajnog potencijala T i ujedno odreduju rubne uvjete, Cije rjeSenje

je traZzena ploha - priblizni oblik Zemlje (Kuhar, Muli¢. 2009).
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Razlikujemo dva pristupa rjesavanju geodetskog problema rubnih uvjeta:
"klasi¢ni" pristup, gdje kao rjeSenje dobivamo geoid i "pristup po Molodenskom", ¢ijim
rijeSenjem dobivamo kvazigeoid. Pristup se uglavnom razlikuju u odnosu na redukciju
mjerenih veli¢ina. Kod klasicnog pristupa mjerene veliCine reduciramo na nultu
nivoplohu (Wy=const) i rjeSenje je geoid. U suprotnom primjeru, ako upotrijebimo
mjerene veli¢ine takve kakve jesu (na fizickoj povrSini Zemlje), rjeSenje je kvazigeoid.
Kod geoida su "mjerene veli¢ine" anomalijske veli¢ine, kod kvazigeoida su to
"poremecajne veli¢ine". U prvom primjeru moramo uzeti u obzir odredene uvjete.
Redukcija mjerenih veli¢ina na geoid pretpostavlja uvodenje hipoteza o gusto¢i masa
unutar Zemlje. Pored toga, redukcija na geoid znaci da izvan rubne plohe - geoida ne
postoje poremecajne mase (atmosfera i1 topografija). Pristup po Molodenskom ne
zahtjeva uvodenje hipoteze o rasporedu gustoce, kao $to nije potrebno izvrsiti nikakve
redukcije mjerenih veli¢ina. Ali je sa matematiCkog stajaliSta taj postupak mnogo
kompliciraniji (ibid.).

Konac¢ni rezultat raCunanja geoida je ploha geoida (kvazigeoida) odredenog
oblika 1 veli¢ine u odnosu na izabranu referentnu plohu elipsoida. U prostornom smislu,
geoid (kvazigeoid) i izabrani referentni elipsoid su povezani preko geoidnih visina
(kvazigeoidnih, odnosno anomalija visina). To su odstupanja pravilne plohe elipsoida
od nepravilne plohe geoida. Zadatak odredivanja oblika Zemlje je raCunanje tih

odstupanja.

IzraCunate geoidne visine (anomalije visina), kao u primjeru otklona vertikale,
mogu biti relativne ili apsolutne. Apsolutne se odnose na apsolutni geocentricki elipsoid

Zemlje, kao $to su GRS 80 1 WGS 84. Relativne geoidne visine se odnose na relativno
orijentirane referentne elipsoide (vazi isto Sto smo napisali i1 za otklone vertikala).
Geoid (kvazigeoid) se moZe izraCunati na globalnom nivou za ¢itavu Zemlju, na
lokalnom nivou samo za odredeno podrucje jedne drzave ili vise drzava, ili samo za
jedno usko podrucje sa to¢no odredenim ciljem (za potrebe geodinamike ili inzenjerske

geodezije).

54



2.10.1 Vrste podataka za odredivanje geoida (kvazigeoida)

Za racunanje plohe geoida (kvazigeoida) upotrebljavaju se sljedece geodetske

mjerne veliCine:

Mjerenja ubrzanja sile teze: ubrzanje sile teze igra veoma vaznu ulogu u
fizikalnoj geodeziji. Upotrebljava se za odredivanje anomalija ubrzanja sile teze,
ortometrijskih visina iz niveliranih visinskih razlika, u istraZzivanjima tektonskih

pomaka 1 proucavanju promjena srednjeg nivoa morske povrsine.

Astronomska mjerenja: putem astronomskih opazanja zvijezda i Sunca
odredujemo  astronomske (geografske) koordinate tocaka na Zemlji
(astronomska S$irina @ i astronomska duzina A) kao i azimute stranica u
drzavnim mreZzama (A). Astronomska opaZanja upotrebljavamo za odredivanje
geoida posredno, preko izracunatih komponenti otklona vertikale (usporedbom
astronomskih 1 geodetskih koordinata). Astronomska opaZzanja su veoma
zahtjevna, dugotrajna i skupa, i ograni¢ena su na kontinentalne dijelove Zemlje.
Raspored i broj astronomsko odredenih tocaka je najrjedi od svih veli¢ina koje

se upotrebljavaju za odredivanje geoida.

Koordinate toCaka odredene pomocu metoda satelitske geodezije: Satelitska
mjerenja za odredivanje poloZaja tocaka na Zemlji (GNSS tehnologija) nam daju
trodimenzionalne koordinate toCaka. Te se odnose na globalni geocentri¢ni
koordinatni sustav i globalni Zemljin elipsoid. Razlika elipsoidne visine h i
ortometrijske visine, koja se odnosi na geoid, kao nultu nivo-plohu daje nam
neposredno undulacije geoida. Jednako vazi za normalne visine i1 anomalije

visina.

Opazanja do umjetnih Zemljinih satelita 1 mjerenja izmedu njih: Pracenjem
pravilnosti trajektorija gibanja niskolete¢ih umjetnih Zemljinih satelita 1 putem
analize dobivenih rezultata, moguce je odrediti model Zemljinog polja sile teze
geopotencijalni model. Najveca slabost tih modela je njihova mala rezolucija, jer

oni ne sadrze lokalne, detaljne karakteristike polja.
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e Mijerenja satelitske altimetrije. Osnovu satelitske altimetrije predstavljaju
visinomjeri (altimetri), koji se nalaze na krovu niskoletec¢ih satelita. Altimetri
Salju (emitiraju), radarske impulse okomito na povr§inu mora, koji se odbijaju
od morske povrSine i vrac¢aju nazad do satelitske antene. Orbite gibanja satelita
se tretiraju kao zadane veliCine, $to zna¢i da je poznata njihova visina nad
referentnim elipsoidom. Za svaki trenutak mjerenja moguce je odrediti trenutni
polozaj morskog nivoa. Ako poznajemo nivo morske povrsine ("Sea Surface
Topography” - SST), moguce je neposredno odrediti visine geoida nad
elipsoidom.

Sve navedene geodetske veliCine se u neposrednom racunanju geoida upotrebljavaju u
obliku svojih "anomalijskih" komponenti odn. "poremecajnih" komponenti u primjeru

odredivanja kvazigeoida:

2.10.2 Metode racunanja geoida

Metode racunanja geoida se mogu razvrstati u vise grupa, s obzirom na to, koje
podatke upotrebljavamo za racunanje plohe geoida:
1) U prvu grupu metoda spadaju one, koje upotrebljavaju samo terestri¢ke
podatke:
a) gravimetrijska metoda,
b) astrogeodetska metoda,
2) U drugu grupu spadaju satelitske metode odredivanja geoida.

3) Trefu grupu metoda predstavljaju integrirani pristupi odredivanja geoida, gdje

upotrebljavamo sve podatke koji nam stoje na raspolaganju.

Slaba strana svih klasi¢nih metoda odredivanja geoida je nepotpun i nehomogen
raspored podataka na Zemlji. Od vrste upotrebljenih podataka zavisi i rjeSenje:

Gravimetrijsko rjesenje daje veoma dobru lokalnu rezoluciju, ali dugovalna
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komponenta polja sadrzi sistematsku pogresku zbog nejednakog rasporeda mjerenih

vrijednosti anomalija.

- Slabost astrogeodetskog rijeSenje je malobrojnost podataka, jer su tocke sa mjerenim

otklonima vertikale na relativno velikim udaljenostima.

Samo satelitsko rjeSenje ima dugovalnu komponentu polja homogenu i bez

sistematskih pogresaka, ali je lokalna rezolucija slabija.

Iz prakti¢nih 1 teoretskih razloga sve suvremene metode uzimaju u obzir barem tri vrste
podataka: globalni geopotencijalni model, terestricka mjerenja (neposredno mjerene
anomalije sile teze, odnosno poremecajne anomalije sile teze, ili otklone vertikale 1
geoidne visine) 1 na kraju podatke o topografiji. Na taj nacin su 1 podaci podijeljeni
prema tome, kakav utjecaj imaju na ukupnu geoidnu visinu. Dugovalni utjecaj imaju
podaci globalnog geopotencijalnog modela (Ngm, valne duzine oko 100 km), terestric¢ki
podaci (anomalije sile teze, otkloni i mjerene geoidne visine — Ng) imaju srednjevalni
utjecaj (duzine 2—-10 km); kratkovalni utjecaj imaju podaci o topografiji koji su dobiveni
na osnovu digitalnog modela reljefa(Ny), gdje valna duzina zavisi od rezolucije DMR-a.

To nam ilustrira slika 2.17.

"detaljni" geoid

"gladak" geoid

100km

elipsoid

Slika 2.17: Doprinos pojedinih vrsta podataka kod odredivanja geoida

Naravno, ako Zelimo odrediti geoid koji pokriva i morska podruc¢ja, moramo uzeti u

obzir i altimetrijska mjerenja.
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2.110PCENITO O GLOBALNIM GEOPOTENCIJALNIM MODELIMA

Globalni geopotencijalni modeli, modeli kuglinih funkcija odnosno modeli kuglinih
harmonika su modeli koje se upotrebljavaju za definiranje matematickog modela §to ga
¢ine koeficijenti razvoja potencijala Zemljina polja ubrzanja sile teze u red po sfernim
funkcijama. Uz pomo¢ globalnog geopotencijalnog modela mogu se izracunati
vrijednosti svih fizikalnih parametara za svaku to¢ku na Zemlji u odnosu na referentni

elipsoid (He¢imovi¢, Basi¢, 2002).

Globalni geopotencijalni modeli se zadaju uz pomo¢ harmonijskih koeficijenata Cyp i
Shm kojieh je maksimalan red n i maksimalan stupanj m. Uz harmonijske koeficijente

Cnhm | Spm za neke su modele dane i pripadajuc¢e standardne devijacije koeficijenata

oCnmi0Shm.

Tablica 2.1 Primjer zadavanja globalnog geopotencijalnog modela

key L M C S sigma C sigma S
end_of head ====
gfc 0 0 1.0d0 0.0d0 0.0d0 0.0d0
gfc 2 0 -0.484165143790815e-03 0.000000000000000e+00 0.7481239490e-11 0.0000000000e+00
gfc 2 1 -0.206615509074176e-09 0.138441389137979e-08 0.7063781502e-11 0.7348347201e-11
gfc 2 2 0.243938357328313e-05 -0.140027370385934e-05 0.7230231722e-11 0.7425816951e-11
gfc 3 0 0.957161207093473e-06 0.000000000000000e+00 0.5731430751e-11 0.0000000000e+00
gfc 3 1 0.203046201047864e-05 0.248200415856872e-06 0.5726633183e-11 0.5976692146e-11
gfc 3 2 0.904787894809528e-06 -0.619005475177618e-06 0.6374776928e-11 0.6401837794e-11
gfc 3 3 0.721321757121568e-06 0.141434926192941e-05 0.6029131793e-11 0.6028311182e-11
gfc 4 0 0.539965866638991e-06 0.000000000000000e+00 0.4431111968e-11 0.0000000000e+00
gfc 4 1 -0.536157389388867e-06 -0.473567346518086e-06 0.4568074333e-11 0.4684043490e-11
gfc 4 2 0.350501623962649e-06 0.662480026275829e-06 0.5307840320e-11 0.5186098530e-11
gfc 4 3 0.990856766672321e-06 -0.200956723567452e-06 0.5631952953e-11 0.5620296098e-11
gfc 4 4 -0.188519633023033e-06 0.308803882149194e-06 0.5372877167e-11 0.5383247677e-11
gfc 5 0 0.686702913736681e-07 0.000000000000000e+00 0.2910198425e-11 0.0000000000e+00
gfc 5 1 -0.629211923042529e-07 -0.943698073395769e-07 0.2989077566e-11 0.3143313186e-11
gfc 5 2 0.652078043176164e-06 -0.323353192540522e-06 0.3822796143e-11 0.3642768431e-11
2111

2.11.2 Teorijska osnova globalnih geopotencijalnih modela

Fizikalni paramateri koji se racunaju pomocu globalnih geopotencijalnih modela su

funkcionali poremecajnog potencijala razvedenog u red po sfernim harmonicima:

T =

GM e

r

1=2

?)

i(A(_:.m coSMA + ASm Sin m;t)ﬁum (cos 0)

m=0

3.1)
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gdje je GM — geocentri¢na gravitacijska konstanta, (r,1,0) - kugline (sferne)
koordinate, | (n), m — stupanj i red razvoja globalnog geopotencijalnog modela, a —
velika poluos elipsoida, ACm, ASmm - razlike izmedu potpuno normaliziranih
koeficijenata sfernih harmonika realnog i normalnog polja ubrzanja sile teze, Pin (cos0)
- normalizirani Lagenderovi polinomu, lnx — maksimalan razvoj globalnog

geopotencijalnog modela.

Za geoidne undulacije (anomalije visina) u sfrenoj aproksimaciji, uz uvazavanje

Brunsove formule i (2.103) vrijedi izraz:

[ L
N=CM ( )Z(AClmCosmﬂ+AS|mSlnm/I)Pum(Cose) (3.2)
ry =

m=0

Za raCunanje anomalije ubrzanja sile teze preko globalnih geopotencijalnih modela

vrijedi:
GM e | —_ —_ . —_
Ag == IZZ: : ZO(AC.mcosm/1+AS.msmmﬂ)Pum(cose) (3.3)

Poremecaj ubrzanja preko globalnog geopotencijalnog modela raCuna se prema izrazu:

Imax

sg==3"(1 —1)(%]MT| (8.4) (3.4)

M=
gdje su povrsinski sferni harmonici T, za poremecajni potencijal dani izrazom:

GM'(

T(92)= &

ACin COSMA + ASim Sin mﬂ.)Eum (cos6) (3.5)

Na kraju, za komponente otklona vertikale vrijede izrazi:

Iina I
&= GM ( jZ(ACmcosm/1+AS|msmm;t)le(cosH) (3.6)
7/r r m=0
GM Ima\x I | _ _ —_
ACimcosmA+ASimsinmA |Pim(cos @ 3.7
yrZSInH,Z:(erZ_O( I ' ) in(c0s6) 37

59



3. CILJEVI ISTRAZIVANJA

Pracenjem pravilnosti trajektorija gibanja niskolete¢ih umjetnih Zemljinih
satelita 1 analizom dobivenih podataka, moguce je odrediti model Zemljinog polja
ubrzanja sile teze odnosno tzv. geopotencijalni model. Globalni geopotencijalni model
predstavlja razvoj poremecajnog potencijala ubranja sile teze u red po sfernim
funkcijama. Kod razvoja potencijala odnosno geoidnih visina u red po sfernim funkcija
bitno je odrediti nepoznate koeficijente razvoja. Mozemo ih odrediti na viSe nacina.
Isklju¢ivo pomocu satelitskih mjerenja, ili u kombinaciji satelitskin mjerenja i
terestriCkih podataka. Samo satelitska mjerenja omogucuju odredivanje koeficijenata
razvoja do stupnja 36. Kombinacijom razli¢itth podataka moguce je odrediti
koeficijente razvoja viSeg stupnja, u ovom trenutku sve do stupnja m=2160 i reda
n=2190, odnosi se na model EGM2008. Taj stupanj razvoja odgovara reprezentaciji
podru¢ja na Zemlji sa minimalnom valnom duzinom polja ubrzanja sile teze 18 km
(360°/m=0,17°=18 km), odnosno rezolucije geoidnih visina 9 km (180°/m). Znajuéi da
su prethodni modeli imali maksimalni stupanj i red razvoja samo do 360, postavlja se
pitanje Sto ¢e biti moguce posti¢i daljnim razvojem senzora i raCunalnih tehnologija

potrebnih za obradu podataka.

Globalni geopotencijalni modeli imaju veliki zna¢aj zbog svoje upotrebljivosti
na podrucju cijele Zemlje, jer nisu ograni¢eni samo na kontinente, odnosno oceane.
Predstavljaju jedini naCin modeliranja Zemljinog polja ubrzanja sile teze na globalnoj
razini, a podrucje primjene poduZzi je popis. Uzimaju¢i u obzir navedeno, cilj naSeg
istrazivanja je upoznati se sa teorijom koja stoji iza globalnih geopotencijalnih modela,

te steCena znanja primjeniti pri vizualizaciji istih.

Kako je nama posebno zanimljivo podrucje Republike Hrvatske, Katedra za
drzavnu izmjeru ustupila nam je podatke GNSS nivelmanskih undulacija odredenih

izmjerom u listopadu 2009. godine, cilj nam je takoder prikazati usporedno te podatke s
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podacima undulacija sraunatih iz globalnih geopotencijalnih modela u sklopu

interaktivnog web rjesenja.

4. PLAN ISTRAZIVANJA

Plan istraZivanja globalnih geopotencijalnih modela u svrhu vizualizacije istih,

definiran je sljede¢im koracima:

upoznavanje s teoretskom pozadinom globalnih geopotencijalnih modela
prikupljanje potrebnih podataka

programiranje vlastitog programa za konverziju koordinata iz
elipsoidnog u Kartezijev koordinatni sustav

objedinjavanje svih podataka u isti sustav koriste¢i vlastiti prethodno
isprogramirani program

rekonstrukcija povrsine trodimenzionalnog modela iz oblaka tocaka
uredivanje modela 1 kreiranje skale boja sukladno geoidnoj undulaciji
kao tre¢oj dimenziji

programiranje vlastitog programa za interpolaciju geoidne undulacije za
tocke kontinenata iz pravilnog GRID-a podataka geoidnih undulacija
modela

konverzija dobivenih koordinata iz elipsoidnih u Kartezijeve koordinate
rekonstrukcija granica kontinenata iz sraCunatih to¢aka

objedinjavanje svih obradenih podataka u VRML jeziku i uredivanje za
web prikaz

izrada web rjeSenja za interaktivni prikaz vrijednosti geoidnih undulacija
za podrucje Republike Hrvatske

izrada web stranice
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5. REZULTATI ISTRAZIVANJA

5.1 PRIKAZ KORISTENIH GLOBALNIH GEOPOTENCIJALNIH MODELA

EIGEN — 6C — model s maksimalnim razvojem u red i stupanj 1420 sfernih
harmonika. Sastoji se od: 6.5 godina LAGEOS i GRACE prikupljanja podataka u
periodu od 01.01.2003 do 30.06.2009., 6.7 mjeseci prikupljanja GOCE podataka u
rasponu od 01.11.2009. do 30.06.2010. te podataka altimetrije i gravimetrije
(DTU2010). Eigen — 6C sadrzava promjenjive vremenske parametre za sve koeficijente
sfernih harmonika do reda i stupnja 50. (URL — 7)

ITG-Grace2010s — model definiran na temelju GRACE satelitske misije razvijen
do reda i stupnja 180. Referentna epoha za ovaj model je 01.01.2005. (URL —8)

GIF48 — model nastao kombinacjiom GRACE satelitske misije i terestrickih
podataka razvijen do reda 1 stupnja 360. Odreden je na temelju mjerenja iz 66 mjeseci
tokom perioda od 2003. do 2010. Godine. Terestricki podaci o gravitaciji preuzeti su iz

DTU10. Referentna epoha je 01.01.2007. . (URL —9)

AIUB-GRACEO03S — model nastao na temelju GRACE satelitske misije u periodu
od srpnja 2007. godine do kolovoza 2009. godine. Razvijen je do reda i stupnja 160
sfetnih harmonika. (URL — 10)

GO_CONS_GCF_2 DIR_R3 — model definiran na temelju GOCE, GRACE i
LAGEOS satelitskih misija. Razvijen je do reda i stupnja 240 sfernih harmonika. (URL
-11)

62



EGM2008 — model je pusten u javnost od strane americke nacionalne geoprostorne
agencije (NGA). Sadrzi podatke GRACE satelitske misije u kombinaciji s terestrickim i
altimetrijskim podacima. Razvijen je do reda i stupnja 2159, i sadrzi dodatne
koeficijente sfernih harmonika do stupnja i reda 2190. Model osigurava 15 cm RMS
toCnost geoida na globalnoj razini i 5' x 5' pokrivenost gravimetrijskim podacima.

(URL-12)

5.2 PREUZIMANJE PODATAKA S ONLINE KALKULATORA

Preuzimanje podataka izvrSeno je upotrebom online kalkulatora (slika 5.1) na web
stranici ICGEM-a (International Center of Global Earth Models) koji sluzi za raCunanje
odabranih funkcionala poremecajnog potencijala za set toaka grida na referentnom
elipsoidu. Kalkulator nudi odabir referentnog koordinatnog sustava (WGS84, GRS80,
EGM2008, elipsoid definiran od strane korisnika...). Prilikom preuzimanja podataka
koristen je WGS84 — World Geodetic System 1984. Idu¢i odabir je vrsta modela —
dugoperiodi¢na ili mjeseCna rjeSenja te ovisno o tome pojedini model. U radu je
vizualizirano 6 razli¢itih modela s dugoperiodi¢nim rjeSenjima. Funkcionali
poremecajnog potencijala koje kalkulator moZe izracunati za svaki model su anomalije
visina, geoidne undulacije, anomalije ubrzanja sile teze, poremecajno ubrzanje...
Odabrani funkcional je geoidna undulacija. U ra¢unanju su koriSteni modeli ,,tide free*
(srednji Zemljin gravitacijski potencijal bez trecih tijela). Preostaje joS odabrati veli¢inu
rastera (gridstep) te podrucje za koje se racuna funkcional. Budu¢i da je cilj vizualizirati
globalni geopotencijalni model na globalnom nivou funkcional geoidne undulacije
racunat je za set toc¢aka u rasteru 15'x15" geodetske Sirine i duzine na podrucju cijele

Zemlje (0° — 360° E, - 90° — 90° N).
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model and reference selection

refsys [WG884 | v l
radiusrefpot
flatrefpot
gmrefpot
omegarefpot
model directory longtime models -
modelfile egm2008 v
functional geoid -
tide_system tide free -
zero_degree_term yes by
grid selection
gridstep 0.25
longlimit_west 0
longlimit_east 360
latlimit_south -90
latlimit_north 90
height_over_ell
truncation
max_used_degree ** max degree of model **
startgentlecut ** unused **
Gaussian filtering
flength_definition [** unused ** Rd

filterlength_degree
filterlength_meter

filterlength in meter

start computation show directory B Ps-ile

Slika 5.1: Online kalkulator



Tablica 5.1: Primjer online izracunatog EGM2008 modela u rasteru 15'x15"

generating institute
generating date
product type

body

modelname

max used degree
tide system
functional

zero degree term
unit

refsysname
gmrefpot
radiusrefpot
flatrefpot
omegarefpot

normal potential
long lat unit
latlimit north
latlimit south
longlimit west
longlimit east
gridstep

latitude parallels
longitude parallels
number of gridpoints
gapvalue

weighted mean
maxvalue

minvalue

signal wrms

grid format

gfz-potsdam
2012/04/22
gravity field
earth
egm2008
2190
tide free
geoid
included
meter
WGS84
3.98600441800E+14 m**3/s**2
6378137.000 m
3.352810664747480E-03
7.29211500000E-05 1/s
6.263685171456948E+07 m**2/s**2
degree
90.000000000000
-90.000000000000
0.0000000000000
360.00000000000
0.25000000000000
721
1441
1038961
999.0000
-3.8751691E-02 meter
8.5849046E+01 meter
-1.0649513E+02 meter
3.0592067E+01 meter
long lat value

(1/298.25722356300)

longitude latitude geoid
[deg.] [deg.] [meter]
end of head =

0.0000 90.0000 15.303555275629
0.2500 90.0000 15.303555275629
0.5000 90.0000 15.303555275629
0.7500 90.0000 15.303555275629
1.0000 90.0000 15.303555275629
1.2500 90.0000 15.303555275629
1.5000 90.0000 15.303555275629
1.7500 90.0000 15.303555275629
2.0000 90.0000 15.303555275629
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5.3 OBRADA PODATAKA

5.3.1 Konverzija koordinata

Za vizualizaciju globalnih geopotencijalnih modela koriSten je program MeshLab
v1.3.1. Pri unosu u program potrebni su podaci, tj. koordinate u Kartezijevom 3D
koordinatnom sustavu. Preuzete podatke s online kalkulatora treba konvertirati (¢, A, N)
— (X, Y, Z). Za konverziju je koriSten vlastiti program napisan u Java programskom
jeziku (Prilog 1). Prije same konverzije vrijednosti geoidnih undulacija (N) uvecane su

10000x kako bi se naglasile medusobne razlike.

Pg

Slika 5.2: Pravokutne koordinate (X,Y,Z) < elipsoidne kordinate (¢, A, h) (Basi¢, 2008)
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5.3.2  Rekonstrukcija povrsine

Koordinate u Kartezijevom 3D koordinatnom sustavu (X, Y, Z) unesene su u program
MeshLab te je stvorena mreza tocaka (Slika 5.3)

3 Meshlab v131 - [Project.)
& File Edit Filters Render View Windows Tools Help

E— .

NFegcEEs OBD@ ¥ RQen « s /HE €aMD X ¥XX

Slika 5.3: Vizualizirane X,Y,Z koordinate u programu MeshLab

Iz mrezZe tocaka povrsina je rekonstruirana pomocu algoritma Ball pivoting (Slika 5.3).
Na rekonstruiranu povrSinu dodana je skala boja algoritmom Ambient occlusion — Per
Vertex (Slika 5.4).
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& Meshlab v13.1 - [Project 1] ™oy

jec = e
@ File Edit Fiters Render View Windows Tools Help

NFEFeveEE O 000 @D Q@00 « 8 /HGEEC¢MD X XX

Slika 5.4: Rekonstruirana povr§ina iz mreze to¢aka u programu MeshLab

3 Meshlab v31- Project 1] 0 L N L Lo e
/@ File Edit Filters Render View Windows Tools Help BCE

NFeCceEsE O -0 @ @B OL I P4 FREAAIOIE & &9

Slika 5.5: Obojena povrsina u programu MeshLab

Budu¢i da je vizualizacija obavljena iz mreZe tocaka zadanih geodetskom Sirinom,
geodetskom duZinom te geoidnom undulacijom kao treCom koordinatom, vizualiziran
model predstavlja geoid. Model je eksportiran u VRML format — Virtual Reality
Modeling Language.
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5.4 REKONSTRUKCIJA GRANICA KONTINENATA | VIZUALIZACIJA

Kako bi na vizualiziranom modelu geoida razlike geoidnih undulacije bile predoc¢ene
ovisno o prostornoj smjestenosti potrebno je rekontruirati granice kontinenata. U tu
svrhu preuzet je dokument s vektorskim podacima o granicama kontinenata s web
stranice Natural Earth (URL-5) (Slika 5.6).

Slika 5.6: 2D vektorska karta granica kontinenata

Budu¢i da je navedena karta u 2D obliku, pomocu vlastitog programa napisanog u
programskom jeziku Phyton (Prilog 2) provedena je interpolacija za svaki model kako
bi se dobila ispravna treca (visinska) koordinata granica kontinenata budu¢i da su
modeli nepravilnog oblika. Dodatno uredivanje obavljeno je u programu Sketch Up
(Slika 5.7) iz kojeg je dokument s granicama eksportiran, kao i sam model geoida, u
VRML format.
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Slika 5.7: 3D vektorski prikaz granica kontinenata u programu Sketch Up

Zbog nemogucénosti raspolozivih programa za zajednicko modeliranje geoida i granica
kontinenata, oba su dokumenta eksportirana u VRML format te je njihovo uskladivanje
obavljeno u programu Notepad++ uredivanjem koda. Kona¢no, 3D vizualizacija geoida
s granicama kontinenata (Slika 5.8) omogucena je online pomo¢u Cortona 3D VRML

plugin-a za web preglednik (URL-6).
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5.5 VRML

VRML (eng. Virtual Reality Modelling Language) jezik je za modeliranje
prividne stvarnosti. Njegov razvoj zapoceo je 1994. godine pod nazivom VRML 1.0, a
omogucavao je izradu prividnih svijetova sa ograni¢enom interaktivnoséu. Ti svijetovi
mogli su sadrzavati objekte koji imaju linkove na druge izvore, HTML dokumente, ali
ne i nekakve sloZenije interakcije i animacije. Godine 1997. izlazi nadogradnja jezika
kodne oznake VRML97 (jo§ se koristi naziv . VRML2 ili VRML 2.0 ) koja sada
omogucuje razliCite vrste animacija s objektima. Svi aspekti prividne stvarnosti koje
mozemo prikazati, interakcija 1 rad unutar Web-a mogu se stvoriti koriste¢i VRML.
Namjera je dizajnera da VRML postane standardni jezik za interaktivne simulacije
unutar Weba-a. Osim kompletne 3D scene, u VRML-u je moguée definirati i izvore
svjetla, polozaj kamere, teksture, animaciju, interakciju s korisnikom itd. Sve §to je
potrebno je editor teksta. Datoteke koje VRML stvora nazivaju se “svjetovi” i imaju
dodatak .wrl

Opcenito, trodimenzionalna grafika temelji se na sustavu tocaka (oblaka tocaka),
zatim se te toCke povezuju mreZom koja aproksimira oblik objekta, na temelju mreze
linija stvaraju se povrSine trodimenzionalnih objekata koje su napravljene od poligona.
Na kraju, kako bi se postigao Sto bolji dojam prividne stvarnosti definira se polozaj

izvora svjetlosti, i traZi se nacin reflektiranja svjetla od povrSine objekta.

VRML sadrzi opis objekata ( u terminologiji 3D-a objekti se jo§ nazivaju i
¢vorovima). Opis objekta sadrzi sljedece parametre:
1. vrsta objekta
a) geometrijski oblik objekta
b) tekstura povrSine i osvjetljenje objekta
c) def. skupine objekata koja se tretira kao jedan objekt

2. parametri specificnog objekta (npr. polumjer kugle)
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Kako bi mogli pregledavati i uredivati VRML sadrzaj potrebni su nam odredeni

alati, i to:

1) VRML preglednici: blaxxun Contact, Cosmo Player, Cortona,
OpenVRML Pocket Cortona

2) Alati za modeliranje u VRML: Cortona SDK, DesignSpace,
GEOMETRA, Internet Space Builder, Simply 3D, WinPlace, 3D
Anywhere.

5.5.1 Globalni geopotencijalni model u VRML

U sljede¢im crtama ukratko ¢emo prikazat strukturu i elemente (¢vorove 1 polja)

VRML koda vizualiziranih modela.

Linije koje po¢inju s # su komentari, a svaka VRML datoteka pocinje s linijjom

#VRML V2.0 utf8.

Shape, Appearance i Material su ¢vorovi (pocinju velikim slovom) a
appearance, material su polja (po¢inju malim slovom). Osnovni gradevni ¢vor je
Shape, pomoc¢u kojeg se definiraju svi 3D predmeti, od najjednostavnijih do
najslozenijih.

Za ¢vor Shape osnovna polja su:

e appearance (definira izgled predmeta preko ¢vora Material)

e geometry - definira oblik predmeta, koriste se ¢vorovi osnovnih oblika (Box,

Sphere, Cylinder, Cone) ili za slozenije oblike IndexedFaceSet
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Specifikacija svakog ¢vora sastoji se od popisa njegovih polja ( eng. field). Svako
polje ima:

e tip (npr. SFFloat) - sastoji se od prefiksa (SF — single value, MF — multi value) i
tipa podatka (Float, Bool, String, Color, Rotation...)

e naziv (height, bottomRadius ...)

e pocetnu vrijednost

Svaki ¢vor je potpuno definiran u samoj specifikaciji VRML-a, dakle sva polja su
postavljena na neke pocetne vrijednosti. Specifikacija za svaki ¢vor moze se naci u
VRMLO97 dokumentaciji. Ono §to mi radimo kad piSemo u VRMLu je mijenjanje tih

pocetnih vrijednosti na nama potrebne vrijednosti.

Od Shape ¢vorova u naSem istrazivanju koristeni su IndexedFaceSet za
stvaranje povrSine modela, te IndexedLineSet za rekonstrukciju karte kontinenata.
Potrebno je naglasiti da navedena dva ¢vora spadaju u slozene ¢vorove. Sastoje se od
toCaka zadanih 3D koordinatama, te indeksiranih koordinata kojima se definira koje
toCke medusobno zatvaraju poligon, i stvaraju povrsinu, ili u drugom slucaju koje tocke
se medusobno spajaju linijama. Osim toga, sama boja modela definirana je bojom tocke
(eng. Vertex color), stoga indeksirane koordinate modela takoder sadrze i informacije

(indekse) o vrijednosti boje za svaku tocku.
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Tablica 5.2: Primjer sintakse IndexedFaceSet ¢vora vizualiziranog modela

Shape
{
geometry IndexedFaceSet
{
creaseAngle .5
solid FALSE
coord Coordinate
{
point
[
-6.73184e+006 862229 -1.45274e+006, -6.72974e+006 934204 -1.44363e+006,
-6.73304e+006 524753 -1.53751e+006, —-6.73166e+006 S$68790 -1.54598e+006,

-6.73296e+006 886655 -1.53497e+006, —-6.72673e+006 1.15961e+006 -1.44252e+006,
-6.72358e+006 1.20923e+006 -1.38575e+006, -6.72978e+006 886753 -1.58387e+006,

coordIndex

[
68025,68519,257135,-1, 256485,68025,257135,-1, 68363,68171,257180,-1,
68833,68363,257180,-1, ©68888,68484,257209,-1, 68484,256512,257054,-1,

342805,342789,342796,-1, 342807,342781,131220,-1, 342799,342807,131223,-1,
342800,342782,342783,-1, 342783,342788,342800,-1, 342801,131330,131323,-1,
1

}

appearance Appearance

{

material Material

{
ambientIntensity 0.2
diffuseColor 0.9 0.9 0.9
specularColor .1 .1 .1
shininess .5

Jedan od najbitnijih ¢vorova u izgradnji scene je grupni ¢vor Transform.

Osnovni oblik:

Transform { translation X Y Z
rotation X Y Z angle
scale XY Z

children [...]}
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gdje children [ ] je osnovno polje svih grupnih ¢vorova, unutar polja nalaze se svi
¢vorovi koje grupni ¢vor sadrzi. To moze biti bilo koji ¢vor (npr drugi Transform
¢vorovi). U ovom primjeru ¢vor Transform je parent (roditelj) svim ¢vorovima u polju

children (djeca).

e translation: transformacija translacije, unosi se float vrijednost (jedinica je

metar)

e rotation: transformacija rotacije, bira se po kojoj osi se rotira angle (kut) su
unosi u radijanima

e scale: predstavlja faktor mjerila

Tablica 5.3: Primjer sintakse Transform ¢vora vizualiziranog modela
#VRML V2.0 utf8

DEF Geoid Transform {
scale 1 1 1
translation 0 0 0O
children
[
Shape
{
geometry IndexedFaceSet
{
creaseAngle .5
solid FALSE
coord Coordinate
{
point
[
-6.73184e+006 862229 -1.49274e+006, -6.72974e+006 934204 -1.44363e+006,

1

coordIndex
[
68025,68519,257135,-1, 256485,68025,257135,-1,

]
}
appearance Appearance
{
material Material
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Pomoc¢u VRML-a mogude je jednostavno animirati predmete tako da se pomicu,
okrecu, mijenjaju veli¢inu ili slicno. Opcenito, animacija se odvija u nekom
vremenskom intervalu. Napredovanje animacije u vremenskom intervalu u VRML-u
opisuje se modelom protoka podataka (eng. data flow model). Model opisuje
komunikaciju izmedu ¢vorova u VRML-u. Cvorovi izmjenjuju podatke putem ruta (ili
grana). Cvor koji 3alje podatke generira dogadaj slanja podatka. Podatak putuje rutom i
dolazi do slijede¢eg ¢vora koji generira dogadaj primanja podatka. Cvor moze podatak
s viSe strana 1 slanja podataka na viSe odrediSta. Podatak mozZe biti vektor (npr
koordinate translacije) ili vrijeme (kada je podatak poslan). Kako bi pokrenuli rotaciju
modela spojen je ¢vor koji Salje koordinate za rotaciju s rotation poljem u Transform

¢voru.

Tablica 5.4: Primjer sintakse VRML za rotaciju vizualiziranog modela

#VRML V2.0 utfs

DEF timer TimeSensor {
cycleInterval 100
enabled TRUE
loop TRUE

} # end timer

DEF twirler OrientationInterpolator {
key [
0
“ 2D
25
.75
1
1 # end key

keyValue [

010 A
571
.14
7 D

=1
.40

o0 oo
o0 oo
I
o W O

1

} #end twirler

ROUTE timer.fraction changed TO twirler.set_ fraction
ROUTE twirler.value_changed TO Geoid.rotation
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A Cortona

Slika 5.8: Kona¢ni rezultat prikazan u Cortona 3D pregledniku (Prilog 5)

5.6 ANALIZA GEOPOTENCIJALNIH MODELA NA PODRUCJU RH

5.6.1 Usporedba globalnih geopotencijalnih modela u rasteru 90"x 90"

Budu¢i da su razlike u vrijednostima geoidnih undulacija za odabrane modele na
globalnoj razini zbog omjera veli¢ine geoida te iznosa geoidnih undulacija neprimjetne,
provedeno je ra¢unanje funkcionala geoidne undulacije u rasteru 90"x90" geodetske
Sirine 1 duzine na podrucju Republike Hrvatske (13 -20° E, 42 -47°N).

5.6.2  Racunanje funkcionala poremecajnog potencijala iz globalnih geopotencijalnih

modela za podrucje RH

Upotrebom on-line kalkulatora na web-stranici ICGEM -a koji sluzi za racunanje
odabranih funkcionala poremecajnog potencijala za set grid tocaka na referentnom
elipsoidu, izracunata je geoidna undulacija N odabranih modela za podrucje Republike
Hrvatske. Odabrani funkcional je racunat u rasteru 90"x90" geodetske Sirine i duzine.
Koristeni su modeli "tide -free" (srednji Zemljin gravitacijski potencijal bez tre¢ih

tijela). Vizualizacija rezutata napravljena je u pogramu Surfer.
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5.6.3  Geoidne undulacije iz globanih geopotencijalnih modela za podrucje RH

Na slikama5.9 — 5.14 izolinijama su prikazane geoidne undulacije pojedinih globalnih
geopotencijalnih modela na podru¢ju RH. U tablici 5.5 je dana statistika geoidnih

undulacija tih modela.

GO_CONS_GCF_2 DIR_R3 (nmax=240) geoidne undulacije

47

N [m]

46

45

Geodetska sirina [°]
b

43

42
13

Geodetska duzina [°]

Slika 5.9: Geoidne undulacije iz modela GO_CONS_GCF 2 DIR R3 na podru¢ju RH u

rasteru 90 x 90 [m]
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GIF48 (nmax=360) geoidne undulacije

47

N [m]

46

'S
w

Geodetska sirina [°]
=
B

43

42
13

Geodetska duzina [°]

Slika 5.10: Geoidne undulacije iz modela GIF48 na podru¢ju RH u rasteru 90“ x 90 [m]

EIGEN-6C (nmax=1420) geoidne undulacije

a7
N [m]

46

S
o

Geodetska sirina [°]
kS

43

Geodetska duzina [°]

Slika 5.11: Geoidne undulacije iz modela EIGEN-6C na podrucju RH u rasteru 90 x 90 [m]
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AlIUB-GRACE03S (nmax=160) geoidne undulacije

a7

N [m]

46

S
a

Geodetska sirina [°]
£
iy

43

Geodetska duzina [°]
Slika 5.12: Geoidne undulacije iz modela AIUB-GRACEO03S na podru¢ju RH u rasteru 90 x
90° [m]

ITG-GRACE2010S (nmax=180) geoidne undulacije

a7 N [m]

48

~
=

Geodetska sirina [°]
S

43

Geodetska duzina [°]

Slika 5.13: Geoidne undulacije iz modela ITG-GRACE2010S na podru¢ju RH u rasteru 90“ x
90% [m]
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EGM2008 (nmax=2190) geoidne undulacije

a7 N [m]

46

£
(62

Geodetska sirina [°]
iy
N

43

42
13 14 15 16 17 18 19

Geodetska duzina [°]

Slika 5.14: Geoidne undulacije iz modela EGM2008 na podrucju RH u rasteru 90° x 90 [m]

Tablica 5.5: Statistika gobalnih geopotencijalnih modela u rastreru 90“x90° u metrima [m]

STATISTIKA
GO_CONS_GCF_2 DIR_R3

50,995 37,125 45,128 2,135

(nmax=240)
GIF48

50,849 37,414 45,126 2,137
(nmax=360)
EIGEN - 6C

50,899 37,340 45,117 2,151
(nmax=1420)

AIUB - GRACEOQ3S

50,362 37,543 45,123 2,137

(nmax=160)
ITG - Grace2010s

50,034 37,293 45,125 2,100

(nmax=180)
EGM2008

50,869 37,589 45,126 2,135

(nmax=2190)

5.6.4
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5.6.5 Usporedba vrijednosti geoidnih undulacija odabranih modela u 40 testnih tocaka

Vrijednosti geoidnih undulacija pomoc¢u online kalkulatora izra¢unati su za 40 testnih
tocaka na kojima su mjerene vrijednosti GNSS-nivelmanskih undulacija u suglasju sa
HVRS71. Tocke su dio seta od 495 tocaka koje su upotrijebljene za apsolutnu
orijentaciju novog geoida za Republiku Hrvatsku HRG2009.

GNSS - nivelmanske undulacije

4651

4554,

4451

Geodetska sirina [°]

43.59

42,5
13.5 14.5 15.5 16.5 175 18.5

Geodetska duzina [°]

Slika 5.15: GNSS nivelmanske undulacije u 40 testnih to¢aka [m]

Tablica 5.6: Statistika GNSS — nivelmanskih undulacija [m]

46,630 | 41,587
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46.5{ T

45.54

Geodetska sirina [°]

43.59

42.54

GO_CONS_GCF_2_DIR_R3 (nmax=240)

13.5 14.5

155 16.5 175 185
Geodetska duzina [°]

Slika 5.16: Globalni geopotencijalni model GO CONS_GCF_2 DIR_R3 na podru¢ju RH u 40

testnih tocaka u [m]

46.51
46{ N\

45544

-y
» IS
il il

Geodetska sirina [°]
&

43.51

43

42.5

GIF48 (nmax=360)

135 145

155 165 175 185
Geodetska duzina [°]

Slika 5.17: : Globalni geopotencijalni model GIF48 na podru¢ju RH u 40 testnih toc¢aka u [m]
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EIGEN-6C (nmax=1420)

46.59

45.54

w“s

Geodetska sirina [°]

43.59

425
135 14.5 15.5 16.5 17.5 18.5

Geodetska duzina [?]

Slika 5.18: : Globalni geopotencijalni model EIGEN-6C na podru¢ju RH u 40 testnih to¢aka u

[m]

AIUB-GRACE03S (nmax=160)

46.54

45.54

4451

Geodetska sirina [°]

43.54

42.51

135 14.5 15.5 16.5 17.5 185
Geodetska duzina [°]

Slika 5.19: : Globalni geopotencijalni model AIUB-GRACEO3S na podru¢ju RH u 40 testnih

tocaka u [m]
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ITG-GRACE2010S (nmax=180)
B5 T Ay

4554

44.5-

Geodetska sirina [°]

43541

42,51
135 14.5 15.5 16.5 17.5 18.5
Geodetska duzina [°]

Slika 5.20: : Globalni geopotencijalni model ITG-GRACE2010S na podru¢ju RH u 40 testnih

to¢aka u [m]

EGM2008 (nmax=2190)
4654 :

45554

4454

Geodetska sirina [°]

435

42.51

135 14.5 15.5 16.5 175 185
Geodetska duzina [°]

Slika 5.21: : Globalni geopotencijalni model EGM2008 na podruc¢ju RH u 40 testnih tocaka u

[m]
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Tablica 5.7: Statistika undulacija u 40 testnih tocaka [m] (Prilog 3)

STATISTIKA

Prikazi vrijednosti geoidnih undulacija na ¢itavom podru¢ju Republike Hrvatske te
zasebno na 40 odabranih toc¢aka obradeni su te je izradeno web rjeSenje za interaktivni

prikaz koje je dostupno na web stranici.
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6. RASPRAVA

6.1 VIZUALIZACIJA GLOBALNOG GEOPOTENCIJALNOG MODELA

‘ ~A Cortona3 D!

Slika 6.1: Vizualizacija 3D globalnog geopotencijalnog modela

Cilj rada bio je vizualizirati globalne geopotencijalne modele, §to je i uspje$no
apsolvirano. Rezultati uloZenoga rada i truda, te primjenjenih stru¢nih znanja 1 vjeStina

prikazani su na slici 6.1.

Za pregledavanje VRML datoteka unutar internet preglednika potrebno je
instalirati dodatak (eng. plugin). Postoji viSe takvih dodataka, ali za najbolji prikaz

preporucujemo Cortona3D preglednik.

87



Cortona3D dodatak omoguéva razliite opcije i1 mogucnosti po pitanju
navigacije i prikaza modela, koriste¢i se pritom misom i tipkovnicom, ili pak oboje. Sto
se tie tipkovnice interakcija je omoguéena tipkama ctrl i shift, pomocu kojih se moze
ubrzati odredena radnja navigacije, a maksimalna brzina postize se istovremenim
pritiskom na obje tipke.. Prve tri tipke na dnu preglednika, krenuvsi s lijeva na desno,
pruzaju izbor na¢ina navigacije, a redom se nazivaju: walk, fly i examine. Sljedece Cetiri
tipke sluze da odabir to¢ne radnje prilikom navigacije, i to su redom: plan, pan, turn i

roll.

Sljede¢i blok od dvije tipke predstavljaju goto i align. Goto se Koristi za
pomicanje 1 zoomiranje na tocku intresa. Funkcionira na taj nacin da odaberemo
naredbu te kliknemo na tocku interesa. Align naredbu koristimo da bi postavili

horizontalne i longitudalne osi kamere paralelno horizontalnoj ravnini scene modela.

Posljednje dvije tipke predstavljaju naredbe restore i fit. Restore se koristi na
povratak scene na poc¢etan pogled, dok se fit koristi da bi , model razvukli da se najbolje

iskoristi virtualni prostor scene.

Detaljan opis koristenja Cortona3D preglednika dostupan je u korisnickim

uputama koji su dostupni na URL-12.
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6.2 WEB RJESENJE ZA PRIKAZ GEOIDNIH UNDULACIJA NA PODRUCJU
RH

Slika 6.2: Pocetni zaslon web rjeSenja za prikaz geoidnih undulacija

Osim prikaza globalnih geopotencijalnih modela, napravljeno je 1 web rjeSenje
koje se sastoji od interaktivne karte na kojoj je prikazano 40 tocaka na kojima su nam
poznate geoidne undulacije (vrijednosti undulacija su nam ustupljene od strane Katedre
za drzavnu izmjeru). Za svaku toC¢ku osim navedenih undulacija, prikazani su i

vrijednosti undulacija sraunatih iz koriStenih globalnih geopotencijalnih modela.
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Samo rjeSenje ukratko ¢emo objasniti u sljede¢im crtama. U gornjem lijevom

kutu nalaze se alati za navigaciju i ,,zoomiranje “.

Slika 6.3: Alati za navigaciju i ,,zoomiranje

U gornjem desnom kutu nalazi se malena ikona sa znakom plus. Klikom na tu
ikonu, korisniku ¢e se ponuditi izbor izmedu Sest razli¢itih slojeva, po jedan za svaki
koristeni model za globalni prikaz, te pored toga jos i sedmi sloj koji sadrzi tocke na

kojima su prikazane undulacije.

Base Layer

O Preglendi prikaz

@ AIUB-GRACE03S

® EGM2003

@ EIGEN-6C

® GIF43

® GO_CONS_GCF_2_DIR_R3

® ITG-GRACE2010S
Overlays

E Tocke

Ugitano. . =
C

Slika 6.4: Web rjesenja s istaknutim izbornikom za odabir slojeva
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Korisnik nakon $to odabere model koji ga zanima, prikazat ¢e mu se slojna karta

undulacija za odabrani model, a klikom na svaku od tocaka prikazati ¢e mu se

vrijednosti undulacija za sve modele ukljucujuci i GNSS nivelmansku undulaciju. Kod

za izradu web rjeSenja nalazi se u prilogu br. 5.

Utitano.

8 GO_CONS_GCF_2_DIR_R3
GIFag|

EIGEN-6C
AIUB-GRACE03S|
ITG-GRACE2010§

EGM2008

30
43.764944
15.799247
42.760m
43.636m
43.637Tm
43.508 m
43.540m
43.686 m
43.921m

Slika 6.5: WeDb rjesenja s prikazanom slojnom kartom i vrijednostima undulacije za to¢ku broj

30
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7. ZAKLJUCAK

U skladu s postavljenim ciljevima te planom istrazivanja uspjesno je obavljena
vizualizacija globalnih geopotencijalnin modela u 3D obliku. Prije samog ulaska u
istrazivacki rad savladana je Citava teorijska osnova te upoznata materija koja opisuje
predmet vizualizacije — globalne geopotencijalne modele te njihov znafaj kako u
geodeziji tako 1 u drugim znanstvenim 1 stru¢nim primjenama. Konacni proces
vizualizacije s finalnim proizvodom danim u ovom radu te dostupnim na web stranici,
rezultat je primjene dotadaSnjeg znanja, implementacije novousvojenih znanja te
viSemjesecnog istrazivanja na podrucju novih tehnologija, posebice 3D modeliranja.
Krajnji rezultat ovog rada nije samo vizualizacija odabranih globalnih geopotencijalnih
modela nego i ¢itav prikaz svakog koraka vizualizacije. Zbog specifi¢nosti problematike
predmeta obrade — vizualizacije nepravilnog tijela, za pojedine segmente procesa nuzno
je bilo ispitati vise opcija i mogucnosti rjeSavanja problema te ovisno o prihvatljivosti
rjeSenja odabrati najbolji rezultat. Takav pristup, ali 1 u nekim slucajevima nepostojanje
drugog izbora dovelo je do stvaranja vlastitih programa u programskim jezicima Javi i
Phytonu. Uspjesno ispunjeni postavljeni ciljevi i koriSteni principi rada iskoristivi su te
imaju mogucénost primjene u nekim narednim vizualizacijama ovog dijela geodezije, ali
1 ostalih podrucja koja sezu 1 izvan geodetske struke. Osim prikaza prikaza na
globalnom nivou, jedan od rezultata je i interaktivna web karta Republike Hrvatske s
prikazom undulacija globalnih geopotencijalnih modela za lokalno podrucje. Izrada tog
rjeSenja obuhvaca primjenu znanja i vjesStina iz podrucja kartografije 1 programiranja
odnosno koriStenja najsuvremenijih informacijskih tehnologija. Vizualizacija odabranih
globalnih modela na podru¢ju RH ukazuje na razlike u iznosima vrijednosti undulacija
odabranih modela §to dovodi do zaklju¢ka da joS uvijek svi globalni modeli nisu
dostigli dostatnu razinu primjenjivosti na lokalnom nivou. Opis koristenih metoda i
principa rada te sama 3D vizualizacija kao glavni produkt ovog rada omogucuje bolju
prezentaciju globalnih geopotencijalnih modela te pruza moguénost da na jednostavniji
i atraktivniji nacin ¢ak i laici dobiju sliku jedne drugacije naravi Zemlje od one koje su
susretali  dosad. Rezultati su javno dostupni na web stranicama

(http://www.geof.unizg.hr/~ivracetin/GGMV i http://www.geof.unizg.hr/~ijankovic/ GGMV).
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SAZETAK

Ivan Jankovi¢, Ivan Racetin

GLOBALNI GEOPOTENCIJALNI MODELI I NJIHOVA VIZUALIZACIJA

Globalni geopotencijalni modeli, modeli kuglinih funkcija odnosno modeli
kuglinih harmonika su modeli koje se upotrebljavaju za definiranje matematickog
modela §to ga ¢ine koeficijenti razvoja potencijala Zemljina polja ubrzanja sile teze u
red po sfernim funkcijama. Vizualizacija op¢enito doprinosi boljem shvacanju predmeta
prikazivanja. Uz taj segment prezentacijske prednosti koju vizualizacije ima te potrebu
za pracenjem napretka tehnologije u tom podrucju, ovaj rad posvecen je izradi 3D
vizualnih rjeSenja za globalne geopotencijalne modele. Rad sadrzava teoretski dio koji
objasnjava globalne modele te vizualizaciju sa svim koracima, ulaznim podacima te
koriStenim alatima 1 metodama. Koordinate preuzete s web kalkulatora (vrijednosti
geoidnih undulacija) pocetni su podaci koji su daljnjom obradom, konverzijom,
interpolacijom te koriStenjem gotovih ili napisanih programa i algoritama dovedeni do
krajnjeg rezultata — trodimenzionalnog globalnog geopotencijainog modela. Uz
rekonstruiranu obojenu povrSinu nastalu iz oblaka to¢aka, rekonstrukcija je obavljena i
za granice kontinenata koje su zajedno s modelom implementirane 1 konac¢no
oblikovane u VRML formatu koji se kao krajnji cilj pregledava pomocu 3D
preglednika. Geoidne undulacije koje su u ovom radu prikazane sraCunate su i za
lokalno podruéje Republike Hrvatske te takoder vizualizirane u 2D formatu
interaktivnom web kartom. Rezultati rada — 3D globalni geopotencijalni modeli te 2D
prikaz vrijednosti geoidnih undulacija za podrucje RH javno su dostupni na web

stranicama:

e http://www.geof.unizg.hr/~ivracetin/l GGMV

e http://www.geof.unizg.hr/~ijankovic/GGMV

Kljuéne rijeci: globalni geopotencijalni modeli, 3D vizualizacija, VRML, geoid
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SUMMARY

Ivan Jankovi¢, Ivan Racetin

GLOBAL GEOPOTENTIAL MODELS AND THEIR VISUALIZATION

Global geopotential models, spherical function models or spherical harmonic models
are used to define a mathematical model made up of the coefficients of development of
potential of Earth gravity field in order by spherical functions. Visualization generally
contributes to a better understanding of the objects displayed. With this segment of the
presentational advantage that visualization has and the need for following the progress
of technology in this field, this paper is dedicated to the development of 3D visual
solutions for the global geopotential models. The paper contains a theoretical section
that explains the global models, visualization with all the steps, inputs, the tools and
methods. Coordinates taken from the web calculator (values of geoid undulations) are
initial data which with further processing, conversion, interpolation, and using ready or
written applications and algorithms led to the final result - a three-dimensional global
geopotential model. With a reconstructed painted surface resulting from the cloud of
points, the reconstruction is completed for the boundaries of continents, too. They have
been implemented together with the model and finally shaped in VRML format as the
ultimate goal which can be reviewed in the 3D viewer. Geoidn undulations that are in
this paper were also calculated for the local area of Republic of Croatia and also
visualized in 2D format by using interactive web map. Results of labor - a global
geopotential 3D models and 2D presentation of geoid undulation values for the

Republic of Croatia are publicly available on the websites

e http://www.geof.unizg.hr/~ivracetin/lGGMV

e http://www.geof.unizg.hr/~ijankovic/GGMV

Keywords: global geopotential models, 3D vizualization, VRML, geoid
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PRILOG
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PRILOG 1.

Vlastiti program za konverziju koordinata napisan u Java programskom jeziku
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import java.io.*;
import java.lang.Math;

import java.util.*;

public class Unos_konv{
public static void main(String[] args)
throws Exception, NullPointerException

{

String filename="D:/Ulazni dokument.txt";

Writer writer = new BufferedWriter(
new FileWriter("D:/Izlazni dokument.asc"),

* )

FileReader fr = new FileReader (filename) ;
BufferedReader br = new BufferedReader (fr);
String s = br.readLine()
int i=0;

double X,Y,Z,N;

try {

float a= vp(filename) ;

double f=flat(filename) ;

while ( s !'= null) ({
i++;

s = br.readLine();

if (i>34){

StringTokenizer stringtokenizer = new
StringTokenizer(s) ;

String sl = stringtokenizer.nextToken() ;
String s2 = stringtokenizer.nextToken() ;
String s3 = stringtokenizer.nextToken() ;
double lam = Double.parseDouble(sl)
double fi = Double.parseDouble(s2) ;
double h = Double.parseDouble(s3)* ;
double b= a-a*f;
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double c=Math.pow(Math.cos((fi*Math.PI)/ ), 2);
double d=Math.pow(Math.sin((fi*Math.PI)/ ), 2);
N=

Math.pow(a,?)/Math.sgrt (Math.pow(a,?)*c+Math.pow (b, 2) *d) ;
X=(N+h) *Math.cos (fi*Math.PI/ ) *Math.cos (lam*Math.PI/ ),

Y=(N+h) *Math.cos (fi*Math.PI/ ) *Math.sin(lam*Math.PI/ ),

7Z=(N* (Math.pow(b,?) /Math.pow(a,”))+h)*Math.sin(fi*Math.PI/ ) ;
String Xs = Double.toString(X) ;
Double.toString(Y) ;

String Ys
String Zs = Double.toString(Z) ;
writer.write (Xs+" "+Ys+" "+7s) ;

writer.write("\r\n");

System.out.println(N) ;

} }catch(Exception e) {

writer.close();

fr.close();

static float vp(String q)
throws Exception
{

FileReader fr = new FileReader(q);
BufferedReader br = new BufferedReader (fr);
String s = br.readLine() ;
int 1=0;
float k=0;

while ( s !'= null) {

i++;
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s = br.readLine();
if (i==12){
StringTokenizer stringtokenizer = new
StringTokenizer(s) ;
stringtokenizer.nextToken() ;
String s2 = stringtokenizer.nextToken() ;

k = Float.parseFloat(s2);
}

}fr.close();

return k;

}

static double flat(String q)
throws Exception
{
FileReader fr = new FileReader(q):;
BufferedReader br = new BufferedReader (fr);
String s = br.readLine();
int i=0;
double k=0;
while ( s !'= null) {
i++;
s = br.readLine() ;
if (i==13){
StringTokenizer stringtokenizer = new
StringTokenizer(s) ;
stringtokenizer.nextToken() ;
String s2 = stringtokenizer.nextToken() ;

k = Float.parseFloat(s2);
}

}fr.close();

return k;

}
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PRILOG 2.

Vlastiti program za interpolaciju i odredivanje treée (visinske) koordinate na karti
granica kontinenata
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grid [map (float, line.split()) for line in open('model.txt')]

gran [map (float, line.split()) for line in open('granice.txt')]
for i in range(len(gran)):
5=99999
print i
for k in range(len(grid)):
if grid[k][0]<(gran[i][0]+1) and grid[k][0]>(gran[i][0]-1) and

grid[k][1]1<(gran[i][1]1+1) and grid[k][1]1>(gran[i][1]-1):
dlam=gran[i] [0]-grid[k] [O]
dfi=gran[i] [1]-grid[k][1]
si=abs (dfi)+abs (dlam)
if si<s:
m=k
gran[i] [2]=grid[m] [Z]

s=si

with open('granice undulacija.txt', 'w') as f:

f.writelines('\t'.join(str(j) for j in i) + '\n' for i in gran)
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PRILOG 3.

Vrijednosti GNSS nivelmanskih undulacija 40 testnih to¢aka koristenih za apsolutnu
orijentaciju HRG2009 geoida
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Br. tocke A P h N

1 19,282753 45,233911 0,000000 44,181
2 18,963474 45,380416 0,000000 44,166
3 18,917080 45,047930 0,000000 44,458
4 18,736473 45,862764 0,000000 44,031
5 18,414850 45,130647 0,000000 44,686
6 18,471421 45,637180 0,000000 44,179
7 17,977587 45,365493 0,000000 45,204
8 17,527262 45,785302 0,000000 44,624
9 17,206887 45,231270 0,000000 45,086
10 16,949630 46,075656 0,000000 44,756
11 16,938190 45,572888 0,000000 45,156
12 16,436788 46,513067 0,000000 45,116
13 16,280458 46,105167 0,000000 45,521
14 15,834212 46,196661 0,000000 45,954
15 16,263128 45,483359 0,000000 45,325
16 16,154166 45,152212 0,000000 45,730
17 15,783765 45,800859 0,000000 45,708
18 15,552743 45,492979 0,000000 45,608
19 15,027130 45,424152 0,000000 46,100
20 14,574866 45,638203 0,000000 46,630
21 14,558829 45,383051 0,000000 45,705
22 13,634994 45,451046 0,000000 44,552
23 13,833190 44,838430 0,000000 43,138
24 14,898150 44,988959 0,000000 44,224
25 15,618713 44,882280 0,000000 45,652
26 14,905007 44,748960 0,000000 44,046
27 15,652581 44,290051 0,000000 43,988
28 16,260512 44,167209 0,000000 44,428
29 15,213185 44,133912 0,000000 42,782
30 15,799247 43,764944 0,000000 42,760
31 16,885841 43,603883 0,000000 43,604
32 16,157811 43,514744 0,000000 42,646
33 17,077245 43,258897 0,000000 42,616
34 17,607174 43,032604 0,000000 41,809
35 17,920300 42,755478 0,000000 41,587
36 14,222108 45,152286 0,000000 44,162
37 14,286472 45,132740 0,000000 44,034
38 14,848783 44,704329 0,000000 43,656
39 15,053292 44,451002 0,000000 43,400
40 15,380509 44,548254 0,000000 44,314
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PRILOG 4.

Vrijednosti geoidnih undulacija 40 testnih tocaka dobivenih iz modela
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Br. tocke A P h N ecmz2008 N 6o_cons_GcF_2_pir_r3 N Giras

1 19,282753 45,233911 0,000000 45,077 44,839 45,000
2 18,963474 45,380416 0,000000 45,045 45,048 44,944
3 18,917080 45,047930 0,000000 45,313 45,342 45,346
4 18,736473 45,862764 0,000000 44,889 45,051 44,930
5 18,414850 45,130647 0,000000 45,572 45,692 45,727
6 18,471421 45,637180 0,000000 45,011 45,245 45,012
7 17,977587 45,365493 0,000000 46,094 45,598 45,886
8 17,527262 45,785302 0,000000 45,502 45,488 45,578
9 17,206887 45,231270 0,000000 45,971 46,177 46,273
10 16,949630 46,075656 0,000000 45,632 45,499 45,608
11 16,938190 45,572888 0,000000 46,045 45,851 46,077
12 16,436788 46,513067 0,000000 45,990 45,783 46,036
13 16,280458 46,105167 0,000000 46,379 45,970 46,327
14 15,834212 46,196661 0,000000 46,849 46,654 46,896
15 16,263128 45,483359 0,000000 46,192 46,464 46,149
16 16,154166 45,152212 0,000000 46,632 46,632 46,507
17 15,783765 45,800859 0,000000 46,533 46,773 46,543
18 15,552743 45,492979 0,000000 46,461 46,897 46,700
19 15,027130 45,424152 0,000000 46,952 46,821 46,891
20 14,574866 45,638203 0,000000 47,503 46,774 47,089
21 14,558829 45,383051 0,000000 46,581 46,431 46,498
22 13,634994 45,451046 0,000000 45,509 45,064 45,444
23 13,833190 44,838430 0,000000 44,010 44,031 43,774
24 14,898150 44,988959 0,000000 45,247 45,784 45,470
25 15,618713 44,882280 0,000000 46,463 45,977 46,411
26 14,905007 44,748960 0,000000 45,103 44,985 44,720
27 15,652581 44,290051 0,000000 44,695 44,569 44,943
28 16,260512 44,167209 0,000000 45,273 45,506 45,298
29 15,213185 44,133912 0,000000 43,678 43,548 43,802
30 15,799247 43,764944 0,000000 43,636 43,637 43,508
31 16,885841 43,603883 0,000000 44,480 44,496 44,374
32 16,157811 43,514744 0,000000 43,547 43,503 43,615
33 17,077245 43,258897 0,000000 43,558 43,491 43,343
34 17,607174 43,032604 0,000000 42,781 43,189 42,930
35 17,920300 42,755478 0,000000 42,622 42,209 42,096
36 14,222108 45,152286 0,000000 45,001 45,637 45,273
37 14,286472 45,132740 0,000000 44,887 45,677 45,250
38 14,848783 44,704329 0,000000 44,584 44,786 44,475
39 15,053292 44,451002 0,000000 44,229 44,127 44,373
40 15,380509 44,548254 0,000000 45,178 44,793 45,331
47,503 46,897 47,089

42,622 42,209 42,096

45,268 45,251 45,261

1,155 1,132 1,178
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Br. tocke A P h N eigen-sc N aus-rAcEo3s N 176.6rRACE20108
1 19,282753 45,233911 0,000000 45,062 44,825 45,201
2 18,963474 45,380416 0,000000 45,062 44,965 45,545
3 18,917080 45,047930 0,000000 45,256 45,487 46,048
4 18,736473 45,862764 0,000000 44,932 44,989 45,240
5 18,414850 45,130647 0,000000 45,584 45,657 46,273
6 18,471421 45,637180 0,000000 45,067 45,046 45,557
7 17,977587 45,365493 0,000000 46,144 45,375 45,889
8 17,527262 45,785302 0,000000 45,464 45,150 45,186
9 17,206887 45,231270 0,000000 46,071 45,899 46,180
10 16,949630 46,075656 0,000000 45,553 45,562 45,303
11 16,938190 45,572888 0,000000 46,075 45,704 45,829
12 16,436788 46,513067 0,000000 45,916 46,434 46,303
13 16,280458 46,105167 0,000000 46,363 46,453 46,284
14 15,834212 46,196661 0,000000 46,869 47,110 46,951
15 16,263128 45,483359 0,000000 46,222 46,542 46,572
16 16,154166 45,152212 0,000000 46,662 46,800 46,851
17 15,783765 45,800859 0,000000 46,550 46,960 46,742
18 15,552743 45,492979 0,000000 46,510 46,988 46,720
19 15,027130 45,424152 0,000000 46,935 46,654 46,385
20 14,574866 45,638203 0,000000 47,598 46,537 46,483
21 14,558829 45,383051 0,000000 46,574 45,911 45,967
22 13,634994 45,451046 0,000000 45,444 44,809 45,506
23 13,833190 44,838430 0,000000 44,027 42,779 43,563
24 14,898150 44,988959 0,000000 45,200 45,746 45,517
25 15,618713 44,882280 0,000000 46,455 46,630 46,403
26 14,905007 44,748960 0,000000 45,043 45,232 44,933
27 15,652581 44,290051 0,000000 44,517 45,309 45,181
28 16,260512 44,167209 0,000000 45,273 45,684 45,765
29 15,213185 44,133912 0,000000 43,602 44,033 43,733
30 15,799247 43,764944 0,000000 43,540 43,686 43,921
31 16,885841 43,603883 0,000000 44,447 44,767 44,771
32 16,157811 43,514744 0,000000 43,518 43,476 43,876
33 17,077245 43,258897 0,000000 43,496 43,943 43,989
34 17,607174 43,032604 0,000000 42,691 43,383 43,493
35 17,920300 42,755478 0,000000 42,471 42,033 42,242
36 14,222108 45,152286 0,000000 44,958 44,613 45,089
37 14,286472 45,132740 0,000000 44,830 44,701 45,102
38 14,848783 44,704329 0,000000 44,563 44,990 44,704
39 15,053292 44,451002 0,000000 44,154 44,754 44,360
40 15,380509 44,548254 0,000000 45,169 45,661 45,337

47,598 47,110 46,951
42,471 42,033 42,242
45,247 45,282 45,375

1,192 1,181 1,082
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PRILOG 5.

Primjer VRML koda globalnog geopotencijalnog modela
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#VRML V2.0 utfs8

NavigationInfo {
type [ "EXAMINE", "ANY" ]
}
DEF Geoid Transform ({
scale 1 1 1
translation 0 0 O
children
[
Shape
{
geometry IndexedFaceSet
{
creaseAngle .5
solid FALSE
coord Coordinate
{
point
[

-6.73184e+006 862229 -1.49274e+006, -6.72974e+006 934204 -
1.44363e+006, -6.73496e+006 922413 -1.49086e+006, -6.73044e+006
1.00963e+006 -1.45918e+0006,

-6.73304e+006 924753 -1.53751e+006, -6.73166e+006 968790 -
1.54598e+006, -6.73331e+006 966093 -1.46147e+006, -6.7344%9e+006 883160
-1.50205e+006,

-6.7307e+006 1.03236e+006 -1.50308e+006, -6.7336e+006
976322 -1.50141e+006, -6.73136e+006 855849 -1.52627e+006, -
6.72974e+006 1.00587e+006 -1.55914e+006,

-6.73296e+006 886655 -1.53497e+006, -6.72673e+006
1.15961e+006 -1.44252e+006, -6.72731e+006 1.12009e+006 -1.45151e+006,
-6.72991e+006 927702 -1.58584e+006,

-6.72358e+006 1.20923e+006 -1.38575e+006, -6.72978e+006
886753 -1.58387e+006, -6.72953e+006 854450 -1.5708e+006, -6.72788e+006
1.10193e+006 -1.49278e+006,

-6.72707e+006 766427 -1.55688e+006, -6.72777e+006 778577 -
1.58942e+006, -6.72727e+006 939605 -1.62476e+006, -6.72861e+006
1.07194e+006 -1.51172e+006,

]
}
coordIndex
[
68025,68519,257135,-1, 256485,68025,257135,-1,
68363,68171,257180,-1, 68171,256171,257180,-1, 68313,68729,257502,-1,
256979,68313,257502, -1,
68833,68363,257180,-1, 68888,68484,257209,-1,
68484,256512,257054,-1, 68484,257054,257209,-1, 68519,68626,257699, -1,
257135,68519,257699, -1,
68707,068523,257114,-1, 68523,256376,257114,-1,
68626,069187,257699,-1, 69325,68707,258035,-1, 68707,257114,257235,-1,
68707,257235,258035, -1,
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342799,342807,131223,-1,
342807,342799,342798, -1,

342801,131330,131323,-1,
342801,342802,342794,-1,

342807,342804,342781,-1,
342796,131144,342805,-1,

]
}

DEF timer TimeSensor {
cycleInterval 100

}
{

]

material Material

{

342805,342789,342796,-1, 342807,342781,131220,-1,

342809,342790,342803, -1,
131155,131157,342799, -1,

342800,342782,342783,-1, 342783,342788,342800,-1,

131323,131236,342801, -1,
131187,342802,131233, -1,

342795,342809,342788,-1, 342790,342785,342803,-1,

342810,342783,342806, -1,
342812,342797,342806, -1,

appearance Appearance

ambientIntensity 0.2
diffuseColor 0.9 0.9 0.9
1 1

specularColor
shininess

enabled TRUE
loop TRUE
} # end timer

DEF twirler OrientationInterpolator

key
0

[

.25

.75

1

] # end key

keyValue

0

O O O o

]

0

O O O o

1

e S

[NV i @]

[

.57
.14
71
.28

} #end twirler

ROUTE timer.fraction changed TO twirler.set fraction
ROUTE twirler.value changed TO Geoid.rotation

#VRML V2.0 utfs8
NavigationInfo {
[ "EXAMINE",

}

DEF Karta Transform {

type

"ANY " ]

scale 1.0045 1.0045 1.0045

translation 0 0 O
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children

[

Shape {

appearance DEF COL ForegroundColor Appearance {
material Material { diffuseColor 0 0O O
}

}

geometry IndexedLineSet ({

coord Coordinate {

point [ 40.822 -4.433 55.897,

41.499 -4.386 55.344,

]

}

coordIndex [ O 1 -1]

}

}

Shape {

appearance USE COL_ ForegroundColor

geometry IndexedLineSet ({

coord Coordinate {

point [ 5.707 -5.398 65.7,

6.075 -5.079 65.785,

]

}

coordIndex [ 0 1 -1]

}

}

]

}

Viewpoint {
position 145.9087 -237.73846 185.24685
orientation 0.850705 0.256199 0.45898 1.161377

fieldOfview 0.61087

description "Camera"

Jjump FALSE

}

DEF timer TimeSensor {

cycleInterval 100

enabled TRUE

loop TRUE

} # end timer

DEF twirler OrientationInterpolator ({
key [

0

.25

.5

.75

1

] # end key

keyvValue [
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.57
.14
.71
.28

—— 00O OO
co oo o
e
O W o

#end twirler

ROUTE timer.fraction changed TO twirler.set fraction
ROUTE twirler.value changed TO Karta.rotation
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PRILOG 6.

Web rjesenje za prikaz undulacija na podru¢ju RH

115



<!DOCTYPE html>
<html>
<head>

<meta http-equiv="Content-Type" content="text/html;
charset=utf-8">

<link rel="stylesheet" type="text/css"
href="o0l/theme/default/style.css"/>

<script src="ol/Openlayers.]js"></script>

<style type="text/css">

* |

font-family: "Helvetica
Neue",Helvetica,Arial, sans—-serif;

}

#map {
border: 1lpx solid black;
width: 800px;
height: 600px;
position: relative;

-popup {
font-size: 9px;
border-spacing: 0;

.popup tr {
border-bottom: lpx solid black;

.popup td:nth-of-type (2) {
text-align: center;
font-weight: bold;

.popup td:nth-of-type(l) {
text-align: right;
font-weight: bold;
border-right: 1lpx solid black;

#load info {
position: absolute;
bottom: 0;
z—-index: 1000;
background-color: white;
padding: 3px;
font-size: 12px;

}

.legenda {
position: absolute;
top: 120px;
left: 12px;

background: url ('UNDULACIJE KARTA/Skala boja.png') no-repeat
center;

z-index: 1000;

height: 415px;

width: 55px;
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view-source:http://www.geof.unizg.hr/%7Eivracetin/rad/ol/theme/default/style.css
view-source:http://www.geof.unizg.hr/%7Eivracetin/rad/ol/OpenLayers.js

</style>
<script>

var map, popup;

var pop up template = "<tr><td> {{key}} </td><td> {{value}}
</td></tr>";

function setMarker (point) {

var lonLatMarker = new Openlayers.LonlLat (point.lon,
point.lat);

var feature = new Openlayers.Feature (markersLayer,
lonLatMarker) ;

feature.closeBox = true;

feature.popupClass =
Openlayers.Class (Openlayers.Popup.AnchoredBubble, {autoSize: true,
maxSize: new Openlayers.Size (200, 160) } );

//feature.data.overflow = "hidden";

html = "<table class='popup'>"

for (key in point) {
if (key != "h")
html += pop up template.replace(/{{key}}/,
key) .replace (/{{value}}/, point[key]);
}
html += "</table>"
feature.data.popupContentHTML = html;

var icon = new
OpenlLayers.Icon ("http://www.openlayers.org/dev/img/marker.png") ;
var marker = new Openlayers.Marker (lonLatMarker, icon);

marker.feature = feature;
var markerClick = function (evt) {
if (this.popup == null) {

this.popup = this.createPopup (this.closeBox) ;
map .addPopup (this.popup) ;
this.popup.show () ;
} else {
this.popup.toggle () ;
}
Openlayers.Event.stop (evt);
bi
marker.events.register ("mousedown", feature,
markerClick) ;

markersLayer.addMarker (marker) ;

}

function loadData () {
var xobj = new XMLHttpRequest () ;
xobj.overrideMimeType ("application/json") ;
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xobj.open ('GET', 'points.json', true);

xobj.onreadystatechange = function () {
if (xobj.readyState == 4) {
var icon = new

OpenlLayers.Icon('http://www.openlayers.org/dev/img/marker.png') ;

var markersAll = [];
var AutoSizeAnchored =
Openlayers.Class (OpenLayers.Popup.Anchored, {
'autoSize': true

1)

var jsonObj = JSON.parse (xobj.responseText);

for (i=0; i<jsonObj.points.length;i++) {
setMarker (jsonObj.points[i])

}

}

}
xobj.send (null) ;

function init () {
map = new Openlayers.Map ("map") ;

var layers = [

new OpenlLayers.Layer.WMS (
"Preglendi prikaz",
"http://vmapO.tiles.osgeo.org/wms/vmap0",
{layers: "basic"}

new OpenlLayers.Layer.Image (
'ATUB-GRACEQ3S"',
'UNDULACIJE_KARTA/AIUB—GRACEO3S (nmax=160)
geoidne undulacije.jpg',
new Openlayers.Bounds (13, 42, 20, 47),
new Openlayers.Size (400, 400)
) s
new Openlayers.Layer.Image (
'EGM2008",
'UNDULACIJE KARTA/EGM2008 (nmax=2190) geoidne
undulacije.jpg’',
new Openlayers.Bounds (13, 42, 20, 47),
new Openlayers.Size (400, 400)
)
new Openlayers.Layer.Image (
'"EIGEN-6C"',
'UNDULACIJEiKARTA/EIGEN—6C (nmax=1420) geoidne
undulacije.jpg',
new Openlayers.Bounds (13, 42, 20, 47),
new Openlayers.Size (400, 400)
),
new Openlayers.Layer.Image (
'GIFr48’,
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'UNDULACIJE KARTA/GIF48 (nmax=360) geoidne
undulacije.jpg',
new Openlayers.Bounds (13, 42, 20, 47),
new Openlayers.Size (400, 400)
)
new Openlayers.Layer.Image (
'GO_CONS_GCF_2 DIR R3',
'"UNDULACIJE KARTA/GO_CONS_GCF_2 DIR R3
(nmax=240) geoidne undulacije.jpg',
new Openlayers.Bounds (13, 42, 20, 47),
new Openlayers.Size (400, 400)
)
new Openlayers.Layer.Image (
'ITG-GRACE2010S"',
'UNDULACIJE_KARTA/ITG—GRACEZOIOS (nmax=180)
geoidne undulacije.jpg',
new Openlayers.Bounds (13, 42, 20, 47),
new Openlayers.Size (400, 400)

)1

map.addLayers (layers) ;
map.zoomToExtent (new Openlayers.Bounds(14,43,19,46));

markersLayer = new Openlayers.Layer.Markers( "Tocke" );
map.addLayer (markersLayer) ;

for (i=0; i < layers.length; i++) {
layers[i].events.on ({
loadstart: function() {

document.getElementById('load info').innerHTML = "Uc¢itavanje u
tijeku.";
s

loadend: function() {

document.getElementById('load info').innerHTML = "Uc¢itano.";

}
1) ;

map.events.register ("changebaselayer", map,
function (e) {

if (e.layer.name != "Preglendi prikaz") {
document.getElementById('legenda skala') .className = "legenda";
} else {

document.getElementById('legenda skala').className = "";
}
b

map.addControl (new Openlayers.Control.LayerSwitcher());

loadData () ;
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</script>
</head>
<body onLoad="init () ">

<div id="map">
<div id="load info"></div>
<div id="legenda skala"></div>
</div> B

</body>
</html>
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