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1. UVOD

Rezultati dobiveni ispitivanjima na konstrukcijama nam omogucavaju ocjenu stanja
konstrukcije, razvoj novih modernijih konstrukcija, unapredenje tehnickih normi i propisa te
otkrivanje eventualnih nedostataka konstrukcije. Kako se ¢esto radi o malim, tesko uocljivim
oSte¢enjima, dinamicko mjerenje je idealna metoda za ispitivanje 1 utvrdivanje stanja
konstruktivnih elemenata jer je jednostavna, brza 1 nerazorna metoda ispitivanja. Na osnovi
razlike izmedu dinamickih karakteristika konstrukcije unutar dva razdoblja ispitivanja
moguce je donijeti zakljuc¢ak o bitnim promjenama na konstrukeiji (krutost i masa) i o stanju
konstruktivnih elemenata.

Metodama eksperimentalne analize moguce je dobiti niz podataka potrebnih za analizu
nosivosti 1 stabilnosti konstrukcije. Za eksperimentalno odredivanje dinamickih parametara
konstrukcije polazi se od ¢injenice da odgovor konstrukcije na dinamicku pobudu sadrzi
karakteristiku fizickog sustava. Svrha dinamickih ispitivanja je mnogobrojna: kontrola
kvalitete radova tijekom gradnje 1 u€inkovitosti radova na rekonstrukciji, odredivanje utjecaja
dinamickih djelovanja na proizvodne procese u gradevini, odredivanje promjena strukturnih
parametara (krutost) i oSteCenja konstrukcija, predvidanje odgovora na poznatu pobudu
(potres, vjetar), dokaz sigurnosti, utjecaj dinamickih djelovanja na ljude te kontrola racunskih
veli¢ina dinamickih parametara i poboljSanje rac¢unskog modela.

Jedan od osnovnih uvjeta pravilne provedbe dinamickog ispitivanja je dobar izbor
dinamickog djelovanja. Dobar izbor se odnosi na nacin djelovanja, veli¢inu djelovanja te
mjesto djelovanja. Pri dinamickom djelovanju na konstrukciju dolazi do aktiviranja
inercijalnih sila koje uzrokuju dinamicke pomake i1 deformacije ovisne o vremenu. Tocna
matematiCka rjeSenja koja opisuju ponaSanje konstrukcije pri dinami¢kom djelovanju moguce
je dobiti samo za jednostavne i idealizirane sluCajeve. PonaSanje konstrukcija pri
dinami¢kom djelovanju ovisi o intenzitetu dinamickog optere¢enja, promjeni opterecenja
tijjekom vremena, mjestu (polozaju) djelovanja 1 fizikalnim svojstvima materijala
konstrukcije. Dinamicka djelovanja se mijenjaju u vremenu i/ili mijenjaju polozaj na
konstrukciji. NajceS¢a dinamicka djelovanja su opterecenje vjetrom, potresno djelovanje,
djelovanja prouzroena radom strojeva, prometom ili izvanrednim djelovanjima (udar,

eksplozija) na gradevinu.

Svako optere¢enje, osim vlastite tezine i stalnog tereta, moglo bi se smatrati
dinamickim jer od svakog opterec¢enja nastaju deformacije tijela, dakle i neki pomaci koji se

mijenjaju u vremenu i izazivaju ubrzanja.



Pri podjeli na staticka i dinamicka djelovanja postaje nam bitno kako promatrano
djelovanje nastaje, kakav intenzitet ima i kakve su mu posljedice. Postoje djelovanja koja
imaju izrazito promjenjiv intenzitet, ali uzrokuju zanemarivo gibanje konstrukcije. Koja ¢emo
djelovanja smatrati dinamickim, a koja aproksimirati statickim ili potpuno zanemariti, zavisi o
silama inercije koje nastaju za vrijeme gibanja. Ako su gibanja od promatranog djelovanja
toliko spora da se sile inercije koje zbog toga nastaju mogu zanemariti (to su npr. pomaci od
slijeganja temelja, skupljanja betona i temperaturnih utjecaja) ili ako je intenzitet djelovanja
zanemariv (npr. udar naSih koraka), tada to djelovanje aproksimiramo statickim, a dinamicke
utjecaje pokrivamo propisanim dinamickim faktorom sigurnosti. Ako su sile inercije takvog

intenziteta da ith ne mozemo zamijeniti stati¢kim silama, optere¢enje nazivamo dinamickim.

1. CILJ RADA
Za dinamicku analizu 1 odredivanje dinamickih parametara kruznih ploca danas se
koriste brojne analiticke 1 numericke metode. Osim izravnog rjeSavanja diferencijalne
jednadzbe, kao 1 odgovarajuc¢e frekvencijske jednadzbe, koriste se numericki postupci
bazirani na metodi konacnih razlika 1 kona¢nih elemenata, kao i varijacijski i1 energetski
postupci. Sve su to teorijski utemeljene metode bazirane na odredenim pretpostavkama koje u
sebi sadrZe 1 odredene nedostatke, uglavnom u ponaSanju materijala. Stoga sva ta utemeljena

teorijska rjeSenja u sebi sadrze 1 neke pogreske.

Da bismo dobili to¢na rjeSenja, koja u sebi ne sadrze greske zbog teorijskih
pretpostavki 1 usvajanja pribliznth modela ponaSanja, koristimo odgovarajuce
eksperimentalne metode. Jedna od najsuvremenijih eksperimentalnih metoda analize
dinamickih parametara (vlastitith frekvencija, modalnih oblika 1 modalnih prigusenja) je
svakako eksperimentalna modalna analiza. Eksperimentalna modalna analiza se razvijala u
zadnjih nekoliko desetljeca proslog stoljeca, a njezin intezivni razvoj traje i do danas. Posebnu
paznju u podru¢ju gradevinskih konstrukcija i njenih elemenata ima tzv. ,,Operacionalna
modalna analiza® pomocu koje se s visokom toc¢nos¢u odreduju dinamicki parametri samo na

temelju mjerenja dinamickog odgovora konstrukcija ili njezinih elemenata.

Cilj ovog rada je primjena ekserimentalne ,,Operacionalne modalne analize* (OMA) u
svrhu verifikacije dosad utemeljenih analit¢kih i pribliZznih numerickih racunskih modela koji

se koriste u odredivanju dinamickih parametara kruznih ploca.



Eksperimentalnim putem, odnosno primjenom OMA — e, to¢no odredeni dinamicki
parametri (otprilike prvih 10 modova) usporedit ¢e se s odgovarajuéim vrijednostima
dobivenim numerickim postupkom. Na taj nain ¢e se ocijeniti pogreske koje su nastale
usvajanjem odredenih teorijskih pretpostavki o ponasanju materijala ili odredenog racunskog

modela.
2. DOSADASNJA SAZNANJA

Do sada su razni autori razvijali odredene metode rjeSavanja dinamickih problema
tankih ploca, a posebno metode odredivanja dinamickih parametara. To se uglavnom odnosilo
na odredivanje vlastitih frekvencija i vlastitih oblika osciliranja. U tom smislu, treba izdvojiti
probleme odredivanja vlastitih frekvencija i vlastitih oblika tankih kruZznih ploc¢a. S teorijskog
stanovisSta, taj problem je uglavnom rijeSen. RjeSenje diferencijalne i frekvencijske jednadzbe
vodi preko odredivanja Besselovih funkcija 1 matematicki je dosta slozeno. Problem
slobodnih vibracija kruzne ploce prvi je istrazivao Poisson 1829. godine [19], a John i Airey
[20] su predlozili metodu za rjeSenje korijena jednadzbe koje ukljuc¢uju Besselove funkcije. S
druge strane, imamo mogucénost odredivanja dinamickih parametara pribliznim numeri¢kim
metodama, primjerice Ritzovom metodom (vibracije kruzne ploce, koriste¢i Rayleigh — Ritz-
ovu metodu, proucavao je Kang W. [6]), Glarkinovom metodom, konalim elementima
(matematicu podlogu je prvi dao Courant 1943. godine, a naziv ,.konacni element* prvi puta
je upotrijebio Clough 1960. godine [21]) 1 kona¢nim razlikama, kao 1 drugim metodama
baziranim na funkcionalu energije. Naravno, tu su i eksperimentalne metode koje su se u
zadnjih nekoliko godina intezivno razvijale, ali su se zbog odredenih nedostataka malo
koristile. Primjenom racunala eksperimentalne metode su dobile na brzini i tocnosti tako da se
pocinju i intezivno primjenjivati i to uglavnom u svrhu verificiranja analit¢kih 1 numerickih

postupaka, tzv. Bazdarenje racunskih modela.



4. PROGRAM ISPITIVANJA
4.1. Teorijska podloga

4.1.1. Eksperimentalna modalna analiza

Eksperimentalna modalna analiza podrazumijeva eksperimentalno odredivanje
dinamickih parametara. Odreduju se modalni parametri linearnog sustava neovisnog o
vremenu. Ovaj postupak se temelji na analizi registriranih funkcija pobude, koje se nanose na
konstrukciju 1 vibracija konstrukcije kao odgovora sustava u vremenskoj i frekventnoj
domeni. Modalni parametri (vlastita frekvencija, prigusenje i modalni oblik) odreduju
pojedini mod 1 ovise o geometriji, karakteristikama materijala i rubnim uvjetima. Modalni
model opisuje dinamicko ponasSanje konstrukcije kao linearnu kombinaciju razli¢itih

rezonantnih modova.

Postoje dvije osnovne metode eksperimentalne modalne analize klasi¢na
eksperimentalna modalna analiza (EMA) 1 Operacionalna modalna analiza (OMA). Za
primjenu EMA-e potrebno je poznavanje ulazne funkcije pobude 1 funkcije odgovora. Kod
primjene OMA-e dinamicki parametri se odreduju iz funkcija odgovora konstrukcije pri

pobudama koje se javljaju u operacionalnim uvjetima.

Uvodimo odredene pretpostavke o ponasanju konstrukcije kako bi mogli primjeniti

eksperimentalnu modalnu analizu.

Odgovor konstrukcije uvijek je proporcionalan pobudi, to jest pretpostavlja se da je
konstrukcija linearna. Linearnost se cesto gubi pri velikim pomacima. Pretpostavka
linearnosti za sobom povlaci zakljucak da odgovor konstrukcije pri kombiniranom djelovanju
viSe opterecenja mora odgovarati zbroju pojedina¢nih odgovora konstrukcije pri svakom od
tih optere¢enja, znaci da vrijedi princip superpozicije. Takoder iz pretpostavke o linearnosti
proizlazi i zaklju€ak da za konstrukciju vrijedi Maxwell-Betti-ev teorem o uzajamnosti
pomaka. Mjerenje niza frekventnih odgovora moze se prikazati u formi kvadratne matrice u

kojoj ¢lanovi reda predstavljaju toCke registriranih odgovora, a stupci odgovaraju tockama

pobude.
Hy; Hyz o Hip
Hao Hzz o Han 4.1)
Hpy Hpp oo Hpn



Matrica frekventnog odgovora (4.1.) je simetricna Sto proizlazi iz Maxwell-Betti-evog
teorema. Mjerenja kod kojih su registirirane funkcije odgovora samo u tockama pobude
naziva se mjerenje pobudenih toc¢aka i formira dijagonalu matrice frekventnog odgovora. Iz
teorema o uzajamnosti pomaka se moze zakljuciti da je kod odredivanja funkcije frekventnog
odgovora za dvije tocke na konstrukciji svejedno na kojoj se mjeri odgovor, a na kojoj pobuda
H;; = Hj;.

Druga osnovna pretpostavka je da se parametri koje odredujemo ne mijenjaju tijekom
mjerenja, to jest da je konstrukcija neovisna o vremenu. Kod dugotrajnih ispitivanja recimo
temperatura moZze utjecati na promjenu dinamickih parametara. Utjecaj moZe biti znacajniji
kad se mjerenja provode u razmacima od nekoliko dana, tjedana, mjeseci ili godina $to je
slu¢aj kod odredivanja oStecenja konstrukcije. Tada trebamo poznavati utjecaj temperature i

uzeti ga u obzir.
Oprema za prikupljanje i obradu podataka

Da bi se dinamicko ispitivanje provelo potrebna nam je oprema za prikupljanje i
obradu podataka. Danas postoje razni tipovi instrumenata i osjetila za mjerenje na
konstrukcijama koji se razlikuju po veli€ini, kvaliteti, preciznosti 1 pouzdanosti mjerenja. Kod
dinamickih ispitivanja oprema predstavlja znaCajan faktor o kojem ovisi osnovni pristup
prikupljanu 1 obradi podataka. Sva koriStena oprema mora biti prilagodena po svojoj
frekventnoj rezoluciji 1 opsegu frekventnih karakteristika konstrukciji koja se ispituje.
Potrebno je voditi raCuna o tome da se pri prikupljanju i prijenosu podataka izoliraju svi
dodatni signali iz frekventnog podrucja od interesa koji pri analizi mogu uzrokovati greske 1
poteskoce. Oprema za dinamicko ispitivanje se sastoji od nekoliko komponenata, a to su

pobudivac, osjetilo, sustav za prikupljanje podataka te sustav za analizu ili analizator.

Kod klasi¢ne eksperimentalne modalne analize potreban nam je pobudivac koji ¢e nam
osigurati kontrolirano nanoSenje poznate sile na ispitivanu konstrukciju dok kod metoda
OMA-e nije potreban. PobudivaC omogucava nanoSenje vibracija uz poznatu funkciju
unesene sile u konstrukciju. Preko osjetila ¢emo mehanicko gibanje pojedinih tocaka
konstrukcije pretvoriti u elektri¢ni signal. Slijede¢a komponenta je sustav za prikupljanje
podataka, u kojem se vr$i kondicioniranje signala, filtriranje 1 pojacanje signala, te analogno-

digitalna pretvorba. Analizator u kojem se vrsi obrada i analiza signala je zadnja komponenta.



Konstrukciju mozemo pobuditi da vise nacina. Jedan od nacina je uz pomo¢ udarnog
¢ekica, §to je primijenjeno u okviru ovog istrazivanja. Ceki¢ se koristi za nanoSenje impulsne

pobude na konstrukciju koja ju mora pobuditi sa dovoljnim opsegom frekvencija.

Udarni ¢eki¢ ima ugradeno osjetilo za mjerenje sile u glavi samog ¢eki¢a. Pobuda nanoSena
udarnim ¢eki¢em nije idealna delta funkcija ve¢ ima odredeno vremensko trajanje. Trajanje
impulsa, a time 1 oblik frekventne funkcije je odreden masom 1 krutoS¢u samog cekica i
konstrukcije koju ispitujemo. Krutost cekica, koja utjeCe na tvrdo¢u impulsa se moze
povecavati ili smanjivati razli¢itim vrhovima glave ¢ekica koje se najceS¢e mogu mijenjati
(aluminijska, plasticna, gumena). Opseg frekvencija kojim pobudujemo konstrukciju
smanjujemo ako pove¢avamo masu ceki¢a, a povecavamo ako koristimo tvrdi vrh glave
cekica, recimo od aluminija. Ova tehnika unoSenja funkcije pobude vrlo je pogodna zbog
relativno jednostavne opreme i kratkog vremena mjerenja. Primjena je moguéa samo kod

modelskih istrazivanja i kod manjih konstrukcija i1 konstruktivnih elemenata.

Jo§ mozemo 1 koristiti elektromagnetske, hidraulicne i pobudivace s rotirajuéim
masama za kontinuirano nanoSenje sinusne, slucajne ili neke druge vrste pobude. Da bi se
proizveli odgovaraju¢i signali kojima pobudujemo konstrukciju koriste se elektronicki

generatori signala koji su integrirani u ra¢unalni program koji vrsi i analizu signala.

Osjetila pretvaraju neku fizicku veli¢inu u elektri¢nu i najcesée se dijele po mjernoj
veli¢ini, specifikacijama karakteristika, tipu pretvaranja, materijalu izrade, podru¢ju primjene.
Klasificiramo senzore po specifikaciji karakteristika s obzirom na osjetljivost, linearnost,
mjerno podrucje, stabilnost, rezoluciju, to¢nost, selektivnost, brzinu odziva, podrucje

neosjetljivosti, zivotni vijek, cijenu, veli¢inu, tezinu [7].

Za prikupljanje podataka danas se najviSe koriste elektricni senzori 1 to akcelerometri (za
mjerenje ubrzanja), brzinomjeri (za mjerenje brzine), vibrometri (za mjerenje pomaka) te
mikrofoni (za mjerenje jaCine zvuka).

Ovisno o tome kako se vrSi pretvorba mehanickih veli¢ina (akceleracija, brzina i
pomak) u elektricne veli¢ine, senzori za njihovo mjerenje mogu biti zasnovani na principima

promjene otpora, induktiviteta, kapaciteta, potencijala ili elektri¢nog naboja.



Senzori daju elektricni izlazni signal proporcionalan mehanickoj veli¢ini koju mjere i
uglavnom se napajaju s konstantnim elektricnim naponom. Rad spomenutih senzora je
zasnovan uglavnom na inercijalnoj metodi, gdje su glavni elementi masa i opruga
odgovarajuce krutosti [9]. Cesto se koriste akcelometri pri mjerenju vibracija (Slika 1.). Iz
zapisa ubrzanja moze se jednostrukom integracijom dobiti brzina, a dvostrukom integracijom
pomak. NajceS¢e se koriste akcelerometri sa piezoelktriénim kristalima koji generiraju
elektri¢ni naboj pri deformiranju. Sastoje se od dvije mase, jedna od njih je pri¢vrS¢ena na
konstrukciju osjetila i odvojena od druge piezoelektricnim materijalom, koji se ponasa kao

opruga Sto uzrokuje postojanje rezonantne frekvencije akcelerometra.

Slika 1. Akcelometri Briiel & Kjeer [8]

Elementi za kondicioniranje signala pretvaraju izlazni signal osjetila u oblik prikladan
za daljnju obradu. Postupak se temelji na obradi analognog signala na nacin da zadovolji
zahtjeve racunalnih uredaja koji vrSe digitalnu obradu i analizu signala. Kondicioniranje je
priprema signala za analogno digitalnu pretvorbu signala koju obavlja analogno digitalni
pretvara¢ (ADC — Analog Digital Converter). Eksperiment impulsnim udarom popracen je
problemima u signalnom procesu koji se manifestiraju Sumom prezentiranima u vremenskom
zapisu pobude 1 odgovora [3]. Kako bi izbjegli znatne Sumove signala pri pojaanju potrebno
ga je filtrirati. Pojacavanje signala ima dvije funkcije, povecava se rezolucija ulaznog signala i
povecava se omjer signala i Suma. Izlazni signal osjetila (napon, struja, elektri¢ni naboj) je
najcesce prenizak za direktnu obradu u analogno digitalnom pretvaracu. Potrebno je razinu
signala povecati kako bi se mogla obaviti analogno digitalna konverzija. Danas se analiza
signala vrsi digitalnim analizatorima baziranim na osobnim racunalima, a kao priprema
signala za analizu vr$i se prozoriranje i osrednjavanje signala. Odgovor konstrukcije sistema
na ulaznu funkciju pobude prikazan je funkcijom odgovora u vremenskoj ili frekventnoj

domeni.



Za prijelaz u frekventno podrucje koriste se Fourierove transformacije. Kao rezultat imamo
spektre frekvencija pojedinih signala ili meduspektre ulaznih funkcija pobude i raznih
mjerenih odgovora konstrukcije. Sto je niZi opseg frekvencija pobude kao ulazne funkcije to
¢e 1 funkcija odgovora konstrukcije imati uzi spektar frekvencija. Daljnjom analizom
dolazimo do podataka o vlastitim frekvencijama, koeficijentima prigusenja, modalnim

oblicima koje mozemo prikazivati numericki ili graficki.

Digitalna obrada signala

Fourierove transformacije

Fourierova transformacija omogucava da se svaki fizikalno realan signal moze
jedinstveno rastaviti u sumu sinusnih i kosinusnih ¢lanova odgovarajucih frekvencija, to jest
Fourierov red i1 Fourierova transformacija pruzaju informacije o spektralnom sadrzaju
analiziranog signala. To je postupak koji omogucuje prijelaz iz vremenskog u frekventno

podrucje 1 obratno (Slika 2.).

Sinusoid with f = 50 Hz {in time) Sinuscid with = 50 Hz (in fequency}
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Slika 2. Signal u vremenu i frekvenciji [12]

Kod digitalnog prikupljanja podataka mjerenje se vrsi u konacnom vremenskom periodu koji
je diskretiziran na N jednako rasporedenih vremenskih intervala, stoga je Diskretna
Fourierova Transformacija (DFT) osnova za formulaciju bilo kakve funkcije u frekventnom
podrucju kod digitalnog prikupljanja podataka. Ako je frekventno podrucje diskretizirano,
izbor frekvencija je ovisan o toj diskretizaciji, a DFT opisuje doprinos svakog sinusnog i

kosinusnog ¢lana za pojedinu diskretnu frekvenciju [2].



Rezultat Diskretne Fourierove transformacije je kompleksni spektar frekvencija odredenog
signala koji ima realni 1 imaginarni dio, a oni se naj¢eS¢e preracunavaju u magnitudni i fazni
spektar. prikaz magnitude komponenti kao funkcije frekvencije, prikaz faze komponenti kao

funkcije frekvencije (Slika 3.).

A
Magnitudni

Realni dio spektar

Fazni spektar

Slika 3. Rezultat DFT-a prigusenog sinusnog signala

Sinusni signal se moZe u potpunosti rekonstruirati iz uzorkovanog signala ukoliko je
frekvencija uzorkovanja bar dvostruko veca od frekvencije sinusnog signala. U spomen na
Nyqista dvostruko veca frekvencija uzorkovanja naziva se Cesto i Nyquistova frekvencija
uzorkovanja [11]. Nygqistovim teoremom je odreden vremenski interval uzorkovanja.
Frekventna rezolucija (diskretizacija spektra) je odredena trajanjem uzorkovanja. Veli¢ina
bloka podataka odreduje ukupni vremenski period prikupljanja podataka i1 kod vecine
digitalnih analizatora to je vrijednost koja se odreduje prije pocetka prikupljanja podataka 1
ona je potencija broja 2. S povecavanjem bloka podataka produzujemo vremenski period
uzorkovanja 1 povec¢avamo frekventnu rezoluciju i obrnuto, za isto podrucje frekvencija. Ako
pove¢avamo podrucje frekvencija, a zadrzimo istu veli¢inu bloka podataka, smanjujemo

vremenski period uzorkovanja i frekventnu rezoluciju [3].

Brza Fourierova Transformacija (FFT) predstavlja algoritam za rjeSavanje DFT-a koji

taj proces znatno ubrzava. Razlika u broju operacija moZe biti znatna.

Da bismo mogli vidjeti i signale nizih amplituda, amplitude se Cesto prikazuju na
logaritamskoj skali u frekventnom podrucju, dok se kod amplitudnih zapisa u vremenskom
podrugju koristi uglavnom linearna skala. Cest je slu¢aj da neke zanimljive komponente
frekvencija imaju u spektru puno nizu amplitudu od dominantne komponente frekvencija. Te
niske amplitude se kod linearne skale nece ni primijetiti, dok ¢e kod logaritamske svaka

zastupljena frekvencija u spektru biti dobro vidljiva (Slika 4.).



Spektralni analizatori Cesto koriste logaritamsku amplitudnu skalu koja je bazirana na

decibelima (dB).

Piezoelektricni akcelerometri mogu detektirati amplitude vibracija u rasponu od 100000

milijuna (10'':1), $to u decibelnoj skali iznosi prihvatljivih 220 dB [2].
j j
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Slika 4. Usporedba linearne 1 decibelne skale [2]

Spektralne funkcije

Prijelaz iz vremenskog u frekventno podruc¢je obavlja spektralni analizator. Proces je
baziran na diskretnoj Fourierovoj transformaciji, a koristi se FFT algoritam radi
jednostavnosti postupka i ustede vremena. Analizatorima frekvencija odreduju se razlicite

spektralne funkcije [13]:

kompleksni spektar frekvencija

spektralne gustoce snage
- funkcija autospektralne gustoce snage

- funkcija meduspektralne gustoce snage

frekventni odgovor

koherencija.

Kompleksni spektar frekvencija je osnovni oblik spektralne funkcije i on je direktan rezultat
brze Fourierove transformacije [2]. Sastoji se od realnog i imaginarnog dijela koji se koriste

za odredivanje magnitudnog i1 faznog dijela spektra.

Spektralna gustofa snage je veli¢ina koja najbolje opisuje frekventne ili spektralne
karakteristike signala [2]. Kod mjerenja na mehanickim sustavima koristi se za odredivanje

energetskog doprinosa pojedine frekvencije ukupnoj energiji sustava.
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Frekventni odgovor ili prijenosna funkcija, opisuje odnos izmedu ulaznih i izlaznih signala ili

odgovora linearnih sustava u frekventnom podrucju.

Prijenosne funkcije se mogu odrediti iz spektralnih, autospektralnih i meduspektralnih
funkcija. To je kompleksna funkcija koja opisuje snagu i fazu odgovora po jedinici sinusne

pobude kao funkciju ulazne frekvencije [10].

Koherencija pokazuje stupanj uzro€nosti u funkciji frekventnog odgovora, to jest daje
veli¢inu onih dijelova izlazne snage spektra koji su direktan rezultat ulaznog signala kao 1
onih dijelova snage spektra koji su izazvani nekom drugom vanjskom pobudom ili Sumom.
Funkcija koherencije se izvodi iz serije mjerenja prosjecnih frekventnih odgovora. U
prakti¢noj primjeni funkcija koherencije se kre¢e izmedu vrijednosti 0 kada izlazni signal
uopce nije izazvan ulaznim signalom 1 vrijednosti 1,0 kada je cijela snaga izlaznog signala

uzrokovana ulaznim signalom.
Najcesce greske pri digitalizaciji signala

Najcesc¢e greske koje se javljaju pri digitalizaciji signala su greSke preslikavanja i
greske propusStanja. Do greske preslikavanja dolazi kada je uzorkovanje presporo da se u
potpunosti uhvati signal, to jest kada signal sadrzi frekvencije iznad maksimalne frekvencije.
Kao posljedica toga kod digitalizacije ¢e se frekvencije vise od frekvencije uzorkovanja krivo
interpretirati i preslikati ¢e se simetri¢no oko te frekvencije. Da bi se izbjeglo preslikavanje
mora se odabrati dovoljno mali period uzorkovanja koji ¢e uhvatiti najmanje dva zapisa po
ciklusu najviSe frekvencije koja nas zanima u analizi, prema Nyquistovom teoremu o

uzorkovanju.

Slika 5. Greska preslikavanja [3]
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Test impulsnim udarom poprac¢en je problemima u signalnom procesu koji se
manifestiraju Sumom prezentiranim u vremenskom zapisu pobude i odgovora.
Kako je trajanje impulsa redovito vrlo kratko u odnosu na duzinu vremenskog zapisa, dio
signala nakon prestanka djelovanja impulsa je Sum, kojeg mozemo eleminirati upotrebom
,»prisilnog* prozora. Upotreba ,,prisilnog® prozora ne¢e promijeniti frekventne karakteristike
ulaznog signala. Prije provedbe FFT-a primjenjuje se prozor na ulazni signal na nacin da se
vremenska funkcija mnozi sa prozorskom funkcijom. Upotrebom prozorskih funkcija greska
propustanja se moze smanjiti ili svesti na minimum.
Prozor predstavlja filtar za otklanjanje signala koji nisu periodicki 1 primjenjuje se kao

tezinska funkcija na ulazni signal u vremenskom podrucju.

Primjena prozora je standardan postupak kod provodenja FFT-a, prozori malo mijenjaju
podatke, ali daju velika poboljSanja u smislu periodi¢nosti svakog zapisa. Odabir prozorskih
funkcija ovisi o primjeni na temelju koje se bira funkcija koja daje vecu toc¢nost ili prozorska

funkcija koja daje vecu rezoluciju.
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4.1.2. Klasi¢na eksperimentalna modalna analiza

Dinamicko ponasSanje konstrukcije u odredenom frekventnom opsegu moze se
modelirati s nizom pojedinaénih modova vibriranja. Modalnim parametrima nazivamo
parametre koji opisuju svaki mod, a to su vlastita (modalna) frekvencija, modalno prigusenje i
modalni oblik. Klasi¢na eksperimentalna modalna analiza (EMA) temelji se na odredivanju
funkcije frekventnog odgovora iz koje se mogu odrediti modalni parametri. Bazirana je na
mjerenjima ulaznih funkcija pobude i izlaznih funkcija odgovora mehanickog sustava. Dobro
je uhodana 1 ima Siroku praktiénu primjenu. Primjenjiva je u praksi kod laboratorijskih
ispitivanja gdje je obuhvaceno mjerenje odgovora konstrukcije na velikom broju mjernih
mjesta s istodobnim nanosSenjem pobude na viSe lokacija te je u potpunosti zadovoljavala
potrebe ispitivanja koja su provedena u okviru ovog rada. Poznavanje modalnih parametara
pomaze kod pronalazenja rjeSenja kod dinamickih problema uzrokovanih rezonantnim

vibracijama i omogucuje bolje razumijevanje istih.

Primarni parametar koji odreduje ponasanje konstrukcije pod dinamickim djelovanjem
je osnovni period konstrukcije. To je vrijeme potrebno da tijelo dospije u pocetni polozaj,
tijekom gibanja koje nastane nakon uklanjanja neke pocetne pobude. Svi objekti mogu
oscilirati u razli¢itim oblicima, ali osnovni oblik ima najve¢i utjecaj na veli¢inu pomaka.
Frekvencija je fizikalna veli¢ina kojom se izraZava broj titraja u odredenom vremenskom
intervalu 1 obrnuto je proporcionalna periodu. Modalni oblik predstavlja rezim gibanja
(osciliranja) sustava pri pojedinoj vlastitoj frekvenciji. Stvarni pomaci bilo koje tocke
konstrukcije su uvijek kombinacija svih modova. Modalni oblik opisuje relativne pomake
svih dijelova konstrukcije za pojedini mod. Odreduje gibanje pojedinog moda kao da je on
izdvojen od svih ostalih modova sustava.

PriguSenje je mjera rasprSivosti energije u konstrukciji. Iz iskustva znamo da se konstrukcija,
ako ju zanjiSemo, nakon nekog vremena prestane njihati. Dakle, konstrukcija je izgubila
energiju (mehanicku), to jest oscilacije su se prigusile. Funkcija prigusenja ovisi o svojstvima
okruZenja. Za vrijeme gibanja uvijek postoji otpor. To moze biti otpor zraka, otpor gibanju
moze biti sila trenja koja je uvijek suprotna smjeru gibanja ili viskozno prigusenje, otpor
gibanju unutar gustih teku¢ina. To¢no uzimanje svih utjecaja na prigusenje je vrlo slozeno, no
znamo da prigusenja izmjerena na nasim modelima nisu velika te se, radi pojadnostavljenja, u
vedini matematickih modela oscilacija pretpostavlja da je priguSenje viskozno,

proporcionalno brzini.
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PriguSenje se najCesSce izrazava koeficijentom prigusenja u odnosu na kriticno priguSenje,
najmanje prigusenje pri kojem slobodno gibanje naSeg sistema, nastalo zbog pocetnog
pomaka i/ili brzine, nema oscilirajuci karakter [5]. Odredivanje koeficijenta prigusenja vrsi se

eksperimentalno.

Funkcija frekventnog odgovora

Funkcija frekventnog odgovora je prijenosna funkcija izraZzena u frekventnom
podrucju. Idealan slucaj u provodenju eksperimenta i eksperimentalnoj dinamickoj analizi je
kada smo u mogu¢énosti simultano registrirati 1 funkciju pobude 1 funkciju odgovora, te iz njih
frekventnom analizom odrediti funkcije spektralne gustoe snage pobude 1 odgovora, te
funkciju meduspektralne gustoc¢e. Tada je prijenosna funkcija sistema definirana odnosom
gustoca snage odgovora i pobude, a funkcija frekventnog sistema definirana je odnosom

meduspektralne gustoce odgovora i pobude, te spektralne gusto¢e snage pobude.

Modalni parametri mogu se odrediti serijom mjerenja funkcija frekventnog odgovora
(FRF) izmedu jedne ili viSe referentnih toCaka na kojima se nanosi pobuda 1 odredenog broja
mjernih tocaka, tj. mjerenih stupnjeva slobode (DOF — Degree of Freedom). Stupanj slobode
je mjerna tocka i smjer definiran na konstrukciji. Da bi se to¢no interpretirao pojedini modalni
oblik potrebno je provesti mjerenja za dovoljan broj stupnjeva slobode. Broj mjernih
stupnjeva slobode odreduje se s obzirom na svrhu ispitivanja koje se provodi 1 geometriji
ispitivane konstrukcije. Vlastite frekvencije 1 koeficijenti priguSenja ne mogu se odrediti 1z
mjerenja funkcije frekventnog odgovora izmedu onih stupnjeva slobode koji predstavljaju

nultocke pojedinog modalnog oblika, dok izmedu bilo koja dva druga stupnja slobode mogu.

Prijenosna funkcija opisuje ulazno — izlaznu vezu izmedu dvije tocke na sistemu kao
funkciju frekvencije. Odgovor konstrukcije na jednom mjestu je uzrokovan djelovanjem sile
na drugom mjestu 1 mjeri se kao pomak, brzina ili akceleracija. U sva tri slucaja funkcija
frekventnog odgovora nosi iste podatke koji su medusobno povezani integracijom ili
derivacijom. Tijekom ispitivanja mjeri se ili jedan cijeli redak (pobuda) ili jedan cijeli stupac
(odgovor) matrice prijenosne funkcije (1.1). Iz izmjerenih podataka moguce je izvrSiti sintezu

neizmjerenih podataka [10].

Odredivanje funkcije frekventnog odgovora ovisi i o konfiguraciji ispitivanja koja se odnosi

na broj pobuda koje se primjenjuju i na broj kanala na kojima se mjeri odgovor konstrukcije.
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Postoje Cetiri osnovne konfiguracije ispitivanja [13]:

- jedan ulaz/jedan izlaz — SISO (single input/single output)
- jedan ulaz/viSe izlaza — SIMO (single input/multiple output)
- viSe ulaza/jedan izlaz — MISO (multiple input/single output)

- viSe ulaza/viSe izlaza — MIMO (multiple input/multiple output).

MIMO konfiguracija je najzahtjevnija s aspekta opreme koja se koristi kao 1 obrade
prikupljenih rezultata, ali daje najbolje rezultate ispitivanja jer se prikupljanje podataka
provodi u najkra¢em vremenu s najmanje promjena uvjeta pri ispitivanju.

Svaki redak ili stupac matrice frekventnog odgovora sadrzi dostatne informacije za procjenu
niza frekvencija, prigusenja i koeficijenata modalnih oblika. To znaci da je kod linearnog
sistema za odredivanje dinamickih parametara dostatno upotrijebiti pobudu u jednoj tocki, te
registrirati funkcije odgovora na nizu tocaka ili obratno primijeniti pobudu na nizu tocaka 1

registrirati funkciju odgovora u jednoj tocki.

Odredivanje dinamickih parametara
Za odredivanje jednadzbi krivulja modalnih oblika postoji €itav niz poznatih

algoritama koji se temelje na dvije osnovne metode.

a) Metoda jednostrukog oblika
Metoda jednostrukog oblika je najjednostavnija metoda odredivanja modalnih parametara i
uglavnom primjenjuje za jednostavnije lagano priguSene konstrukcije koje se ponasaju kao
jednostupanjski sustavi pri rezonantnim frekvencijama, gdje su su modovi rasporedeni
dovoljno Siroko po spektru. Primjenjuje se u onim sluc¢ajevima kada u blizini rezonantne
frekvencije nema istaknutih frekvencija ostalih oblika. Rezonantna frekvencija odreduje se iz
bilo kojeg prikaza frekventnog odgovora u polarnim ili pravokutnim koordinatama. Kod
realnog dijela FRF-a to je tocka infleksije koja ima vrijednost nula. Imaginarni dio
frekventnog odgovora pri vlastitoj frekvenciji ima maksimum ili minimum. Magnituda
frekventnog odgovora je maksimalna pri vlastitoj frekvenciji, a odgovor kasni za 90° u

odnosu na pobudu $to je vidljivo iz faznog dijela frekventnog odgovora [3].

Koeficijent prigusenja se odreduje metodom pojasa pola snage ili nekom drugom

metodom temeljenoj na procjeni ostrine rezonantnog vrha (stupnja prigusenja).
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Ova metoda se moZe upotrijebiti samo kod malih prigusenja (< 0,05), frekventna rezolucija
zapisa mora biti najmanje pet puta manja od Sirine pojasa pola snage te se promatrani mod ne
smije preklapati sa susjednim modom. U mnogo slucajeva se ova metoda ne moze preporuciti.
Nepovoljno je nelinearno ponasanje konstrukcije jer moze prouzro€iti izobli¢enje vrha
rezonantne krivulje. Mogu 1 nastupiti greSke mjerenja uzrokovane registriranim Sumom
bliskih rezonantnoj frekvenciji koje prividno povecavaju koeficijent prigusenja.
Najjednostavnije je procjeniti modalne koeficijenate jednostrukog oblika izdvajanjem vrha iz
imaginarnog dijela funkcije frekventnog odgovora. Ovaj nacin je jednostavan i brz, no
osjetljiv je na Sumove 1 efekte rezonantnih vrhova susjednih oblika. Moze se preporuciti za
primjenu na konstrukcijama s malim priguSenjem 1 jace odvojenim vrijednostima rezonantnih

frekvencija.

b) Metoda visestrukih oblika
Primjenjuju se kad su rezonantne frekvencije susjednih modalnih oblika u spektru bliske te
kad su koeficijenti priguSenja veci. Funkcija frekventnog odgovora tada poprima matri¢ni
oblik. Potrebno je izvrsiti, uz koriStenje raznih numeri¢kih metoda, procjenu doprinosa
pojedinog jednostupanjskog sustava kao dijela viSestupanjskog sustava mjerenja. Moderni
analizatori frekvencije sadrze pakete tih programa te posjeduju mogucnost kvalitetne procjene

funkcije frekventnog odgovora tijekom mjerenja u realnom vremenu.

4.1.3. Operacionalna modalna analiza

Cilj modalne analize je konstruirati matematicki model vibracijskih osobina 1
ponaSanja strukture eksperimentalnim putem. Operacionalna modalna analiza (OMA) za
razliku od klasicne eksperimentalne modalne analize (EMA) za odredivanje modalnih
parametara koristi se samo rezultatima izmjerenih odgovora konstrukcija [2]. Kod primjene
metode OMA-e, deterministicke harmonic¢ke pobude (kao §to su pobude uzrokovane
proizvodnim postrojenjima, ventilacionim sistemima, turbinama, generatorima 1 slicno ) koje
se mogu pojaviti kod gradevinskih konstrukcija, mogu uzrokovati greske i krivu interpretaciju
rezultata te ih je potrebno prepoznati i izdvojiti te eliminirati njihov utjecaj kod odredivanja

dinamickih parametara.

Osnovna prednost OMA-e je u tome Sto pri ispitivanju nije potrebno kontrolirano pobudivati

konstrukciju.
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Postupak je jednostavniji, brzi i znatno jeftiniji jer provodenje eksperimenata zahtjeva samo
koriStenje opreme za prikupljanje i obradu podatka Sto su najéesc¢e akcelerometri i sustav za
prikupljanje podataka (analizator, AD pretvara¢ i osobno racunalo). Razlikujemo dvije
osnovne skupine metoda OMA-e, metode razvijene u frekventnom podrucju koje se temelje
se na singularnoj dekompoziciji funkcija odgovora konstrukcije — FDD (Frequency Domain
Decomposition), te metode razvijene u vremenskom podru¢ju koje se baziraju se na

metodama stohasticke identifikacije potprostora — SSI (Stochastic Subspace Identification).

Dekompozicija frekventnog podruéja — FDD

Osnovna ideja ove metode je da se izvr$i dekompozicija funkcije autospektralne
gustoc¢e snage odgovora viSestupanjskog sustava na seriju neovisnih jednostupanjskih sustava,
po jedan za svaki mod koji se nalazi u spektralnom opsegu u kojem je mjerenje provedeno.
Uz pretpostavke da funkcija pobude odgovara bijelom Sumu u promatranom spektralnom
opsegu, da su prigusenja mala i da su modalni oblici geometrijski ortogonalni, singularne
vrijednosti predstavljaju autospektralne gustoce jednostupanjskog sustava, a singularni vektori
modalne oblike. Ako neka od pretpostavki nije zadovoljena dekompozicija na
jednostupanjske sustave je procjena koja je i dalje tocnija od klasicne metode odabira vrhova

spektralnih funkcija odgovora konstrukcije.

FDD metoda je proSirenje klasicne metode odredivanja modalnih parametara
odabirom vrhova funkcija spektralnog odgovora za slu¢aj kada pojedini modovi nisu blisko
rasporedeni u spektru. Postupak se temelji na dekompoziciji na singularne vrijednosti matrice

autospektralnih gustoc¢a snage odgovora konstrukcije [14 1 15].

Teoretska podloga FDD metode temelji se na odnosu ulaznih pobuda i odgovora
konstrukcije koji se preko matrice funkcije frekventnog odgovora mogu prikazati u

obliku[ 14]:
Gxx(w) = H* (0)Gpr(w)H" (w) , (4.2.)

gdje je Gyx(w) kvadratna matrica spektralnih gustoca snaga odgovora konstrukcije reda n
koji oznacava broj mjernih mjesta mjerenja odgovora konstrukcije, Gz je kvadratna matrica
spektralnih gustoca snaga pobuda konstrukcije reda m koji oznacava broj mjesta nanoSenja

pobude, a H(w) je matrica funkcija frekventnog odgovora formata (n X m).
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€.
*

Eksponenti 1 “T” oznacavaju konjugirano kompleksnu i transponiranu matricu. Funkcija

frekventnog odgovora moze se zapisati u obliku:

Ry R}
Simals e (4.3.)

iw iw—pr

H(w) = erf=1

gdje je k broj modova, R, je ostatak, p,- je pol i odredeni su izrazima:
R, = arQDrQDrT = (prVrT 4.4)

pr = —0, Tt iwg, 4.5.)

Ostatak je odreden vektorom modalnog oblika ¢, 1y, vektorom modalnih participacija, a pol

stupnjem priguSenja o,- 1 prigusenom vlastitom frekvencijom w 4,

Ako sada primijenimo pretpostavku da pobuda ima karakteristiku bijelog Suma, tj. da je
matrica spektralne gustofe snage Gpp(w) = C dijagonalna matrica sa konstantama na

dijagonali, izraz (4.2.) moZemo zapisati u obliku:

Gx(©) = Boy Do [+ ] e[ Loy ] (46)

iw-py iw-py iw-ps  lw—p;

Eksponent “H” oznaava transponiranje i konjugaciju [18].

Proces odredivanja modalnih parametara sastoji se u prvom koraku od odredivanja
matrice spektralnih gusto¢a snaga odgovora konstrukcije. Drugi korak je dekompozicija na
singularne vrijednosti (SVD - Singular Value Decomposition) matrice spektralnih gustoca
snaga. Rezultat dekompozicije matrice spektralnih gustofa snaga odgovora pri pojedinoj
diskretnoj frekvenciji su matrice - matrica koja sadrzi singularne vektore i dijagonalna matrica

koja sadrzi singularne vrijednosti.

Osnovna FDD metoda je brza 1 efikasna u odredivanju vlastitih frekvencija 1
modalnih oblika. Odredivanjem vrhova funkcije spektralne gustoc¢e snage nakon provedene
dekompozicije na singularne vrijednosti (SVD), direktno odredujemo modalni oblik za tu
frekvenciju. Kako se pri ovoj metodi za odredivanje vlastitih frekvencija i modalnih oblika
za svaki mod koristi samo jedna diskretna frekvencija metoda ne omoguéava odredivanje

modalnih prigusenja.
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PoboljSana FDD metoda — EFDD

EFDD ( Enhanced Frequency Domain Decomposition) je poboljSana metoda
dekompozicije frekventnog podrucja, to jest nadogradnja osnovne metode FDD. Ovom
metodom se odreduje funkcija spektralne gustoc¢e snage jednostupanjskog sustava u blizini
vlastite frekvencije odnosno rezonantnog vrha, zatim se ta funkcija jednostupanjskog sustava
vraca u vremensko podru¢je Inverznom Diskretnom Fourierovom Transformacijom (IDFT) 1
predstavlja procjenu funkcije korelacije jednostupanjskog sustava. Za odredivanje vlastitih
frekvencija 1 koeficijenata prigusenja pojedinog moda koriste se tako odredene funkcije u
vremenskom podrucju.[16] Usporedbom vektora modalnih oblika odredenih dekompozicijom
na singularne vrijednosti za diskretne frekvencije u blizini vrha s vektorom odredenim za sam
vth funkcije odreduje se funkcija jednostupanjskog sustava, koja se ponekad naziva i1
“spektralno zvono”. Korelacija modalnih oblika odreduje se koriStenjem MAC-a faktora, na
taj nacin utvrduje se u kojoj mjeri pojedini modalni oblik pri diskretnim frekvencijama (¢;)
oko vrha funkcije oblikom odgovara referentnom modalnom obliku (¢, ) odredenom za sam

vrh funkcije spektralne gustoce snage.

loToil”
MAC = ———— 4.7.
¢ (oo ol o} (4.7)

Kod primjene ove metode odabiremo vrijednost MAC faktora kojim definiramo zahtjevanu

podudarnost modalnih oblika i nazivamo ga faktor odbacivanja.

Ako je MAC faktor jednak 1 modalni oblici su potpuno identi¢ni. Ako je vrijednost MAC
faktora veca od faktora odbacivanja za modalni oblik odreden pri nekoj diskretnoj frekvenciji,
singularna vrijednost za tu diskretnu frekvencije (spektralna gustoca snage) ulazi u funkciju
spektralne gustofe snage jednostupanjskog sustava. Smanjivanjem stupnja odbacivanja
pove¢avamo broj singularnih vrijednosti koje definiraju pojedini jednostupanjski sustav,
odnosno uzimamo $ire podrucje oko vrha funkcije spektralne gustoce snage i1 suprotno [18].
Ako sada primijenimo IDFT na funkciju jednostupanjskog sustava (spektralno zvono) koja je
odredena na ranije opisan nacin, odredujemo normaliziranu funkciju korelacije iz koje
mozemo potvrditi vlastitu frekvenciju na nacin da broj prolazaka funkcije kroz nulu

prikazemo u vremenu.

Koeficijenti prigusenja se odreduju koriStenjem logaritamskog dekrementa linearnom

aproksimacijom funkcije logaritamskih vrijednosti ekstrema normalizirane funkcije.
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Za odredivanje modalnih oblika EFDD metoda koristi tezinsku sumu singularnih vektora i

singularnih vrijednosti pri ¢emu se eventualni slu¢ajni Sumovi gube kroz osrednjavanje.

FDD metoda izjednacavanja krivulja - CFDD

CFDD metoda ima odredene prednosti u odnosu na EFDD u prisutnosti
deterministickih signala pri mjerenju ili kada su zapisi prikupljani u kratkom vremenskom

periodu $to uzrokuje neciste rezultate dekompozicije na singularne vrijednosti.

CFDD ( Curve-fit Frequency Domain Decomposition) kao nadogradnja EFDD je
FDD metoda izjednacavanja krivulja. CFDD metoda (kao i EFDD metoda ) obuhvaca
odredivanje svih modalnih parametara. Postupak odredivanja modalnih parametara temelji se
na FDD metodi i1 odredivanju funkcija spektralne gusto¢e snage jednostupanjskih sustava.
Razlika je u tome S§to CFDD metoda za odredivanje modalnih parametara Kkoristi
izjednaCavanje krivulja jednostupanjskih sustava u frekventnom podru¢ju. Modalni oblici u

slu¢aju EFDD i CFDD metode odreduju se na isti nacin [16 1 17].
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4.2. Eksperimenti na modelu slobodno oslonjene kruZne ploce

Model koji ispitujemo je kruzna ploca od mediapana promjera 75 cm (A), visine Icm (h),
slobodno oslonjena duz cijele kruznice. Lezaj je odmaknut od ruba za 3,3 cm (Slika 6.). Masa
ploce je 3,1336 kg, Poissonov koeficijent v = 0,16, a modul elasti¢nosti E = 4408 MPa =
4408000 kN /m?.

Pregjek 1 -1

| iy

[
A
K

._
I~

A Ed

Slika 6. Dispozicija modela

Eksperimentalna modalna analiza

Kako bismo osigurali kontrolirano nanoSenje pobude, koristili smo udarni ¢eki¢ (Slika 7.).
Pobuda koju smo ostvarili je impulsna i omogucila je dobivanje dovoljnog opsega
frekvencija. U svrhu ovog istraZivanja koristili smo udarni ¢ekié tipa Briiel & Kjer 8206.
Osjetljivost mjerne doze za silu ovog udarnog ¢ekica je 22,7 mV/N, sila koju moze nanijeti je

220 N, a raspon radne temperature od -73° do +60°C.
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Udarni ¢eki¢ ima ugradeno osjetilo za mjerenje sile koje se nalazi u glavi samog cekica, Sto
nam omogucava nanos$enje vibracija uz poznatu funkciju unesene sile u konstrukciju. Koristili

smo cekic¢ tvrde glave (od aluminija) kako bi dobili §to veci opseg frekvencija.

Slika 7. Udarni ¢ekié i akcelerometri u 5. fazi ispitivanija

Za prikupljanje podataka koristili smo piezoelektricne akcelerometre tipa Briiel & Kjer
4508B sa osjetljivoséu od 10mV/ms, amplitudnim podru&jem frekvencija od 0,3Hz do 8 kHz
i faznim od 2 Hz do 5 kHz, rezonantnom frekvencijom od 26,6 kHz, mjernim podruc¢jem od
700 ms? i temperaturnim radnim podrugjem od -54° do +121°C. Na raspolaganju smo imali
pet akcelerometra od kojih smo jedan postavili u srediSte modela kao stati¢ni, a ostala Cetiri
smo premjestali po modelu po mjernim mjestima koje smo unaprijed odredili. Mjerna mjesta

(mjerne tocke) su mjerni stupnjevi slobode. Dispozicija mjernih mjesta prikazana je na Slici 8.
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Slika 8. Dispozicija mjernih mjesta na modelu

Akcelerometre smo pomicali po fazama. Kod oznaka 1/1, 2/1, 3/5 itd. broj na prvom mjestu
oznaCava broj akcelerometra (Slika 9.), a na drugom mjestu je broj koji oznacava fazu

ispitivanja.

Kako bi dobili Sto toCije rezultate kombinirali smo mjesto pobude s fazama ispitivanja

pomicanjem akcelerometara. Ispitivanja smo vr$ili ovim redoslijedom:

1) ispitivanje s pobudom na srednjem prstenu 1 akcelerometrima postavljenim na
srednjem prstenu

2) ispitivanje s pobudom na sredini 1 akcelometrima na srednjem prstenu

3) ispitivanje s pobudom na srednjom prstenu i akcelometrima na unutarnjem prstenu

4) ispitivanje s pobudom na sredini i akcelometrima na unutarnjem prstenu

5) ispitivanje s pobudom na srednjem prstenu i akcelometrima na vanjskom prstenu

6) ispitivanje s pobudom na sredini i akcelometrima na vanjskom prstenu
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Slika 9. Brojevi na akcelerometrima

Slika 10. Model s postavljenim akcelerometrima
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Slika 11. Model s postavljenim akcelerometrima, prva faza

Operacionalna modalna analiza

Ispitivanje je vrlo slicno kao i1 kod eksperimentalne modalne analize. Razlika je u tome §to
pobudu nismo nanosili kontrolirano. Istim udarnim ceki¢em smo pobudivali konstrukciju na
raznim mjestima na modelu (Slika 12.). Faze pomicanja akcelerometrara i dispozicija

mjernih mjesta je ista kao i kod EMA —e (Slika 8.).

Kod obje metode ispitivanja analiza signala vrsi se digitalnim analizatorima baziranim na

osobnim ra¢unalima (Slika 12.).
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Slika 11. Pobudivanje konstrukcije kod OMA —e

Slika 12. Digitalni analizator baziran na osobnom racunalu
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5. REZULTATI ISPITIVANJA

5.1. Eksperimentalna modalna analiza

1. Ispitivanje s pobudom na srednjem prstenu 1 akcelerometrima postavljenim na srednjem

prstenu
[ Coherence [Line 2.4 Z-, Line 23 2]
(L | i
B00rm 1
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Slika 14. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana prva
vlastita frekvencija ( f; )

- Prva frekvencija: f; = 41,00 Hz
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Slika 15. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana druga

vlastita frekvencija( f; )

- Druga frekvencija: f, = 131,8 Hz
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Slika 16. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana treca

vlastita frekvencija ( f3 )

— Treca frekvencija: f; = 234,0 Hz
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Peti mod

[z, J/M] Frequency Response [Line 2.8 Z-, Line 232+ Magnitude) Cursor Yalues
— | Y =108 mfz M
1007
% =3R98Hz
n

Status
]

A i o NP7 t/\\‘ 2132012 115802156
3 V\WANY A (V( f VI s,

R [}

v Frequency = 360,58 Hz
Delta f 3dB = 9,774 Hz
el %
0 W/ | Damping Flatio = 1,39

/ Residue = 332 [m/s )N Hz
100m

30m

10m { |
il a0 1 150 200 250 300 380 400 450 a0 izl FO0 EA0 FiL] 70 800
[Ha] < | ]

Slika 17. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana peta vlastita
frekvencija ( f5 )

— Cetvrta frekvencija: f; = 360,8 Hz

Ostali zapisi nisu mjerodavni jer nastupa niska koherencija.
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1. Ispitivanje s pobudom na sredini i akcelometrima na srednjem prstenu
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Slika 18. Koherencija

Prvi mod

Iz JM] Frequency Response (Line 2.4 2, Ling 2 32+ [Magnitude) Cursor ¥alues

— | Y=286m/s N
10 / /
! /ﬂ\*‘/’\ ! "ﬁ%% \(\ Stat
4’\ /\\%@ / M \ \/ \ 2$3u25012 11:56:23 656
1 \/\M&F % [ A\;er'ages:S o
/ q \\{ / \V\ % | Overload: 000%

00 f U Resonance
Frequency = 41,25 Hz

#=4100Hz

%/
i

10 Deltaf 3d8 = 7.244 Hz
" Damping Fatis= 878 %
Residue = 65,3 [m/s /N Hz
3m
10m
I

I a0 0m 150 200 A0 00 w0 400 40 B0 B0 GO0 EWD YOO MEO 8O0
He] ¢ b

Slika 19. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
prva vlastita frekvencija ( f; )

- Prva frekvencija: f; = 41,25 Hz

Ostale frekvencije nisu mjerodavne zbog prisutnosti Suma.
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2. Ispitivanje s pobudom na srednjom prstenu i akcelometrima na unutarnjem prstenu
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Slika 21. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana

prva vlastita frekvencija f;

— Prva frekvencija: f; = 41,25 Hz
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[imdg )] Frequency Response (Line 25 2-, Line 2.32-] [Magritude] Cursor Values
/iy | ¥=148ms )N
0 1 //\ \\% N /| =130
LN AL ARSNN
[\ \_ﬁ __/ / / / Status
2132012 120327.811
e \'I\ Ayerages: B

Owverload: 0,00%

| /
300m

YA AR
T T 1

Resonance
Frequency = 1320 Hz
100m Dhelea f 3d8 = 5,007 Hz
Damping Ratin= 19%
Residue = 250 [m/z )/N Hz
30
10m
Im

1
0 50 100 180 200 20 300 |0 FiHUU] 450 B0 BG0 EDO 650 00 7RO 800 ¢ 5
z

Slika 22. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
druga vlastita frekvencija ( f, )

— Druga frekvencija: f, = 132,0 Hz
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Slika 23. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
treca vlastita frekvencija ( f3 )

— Treca frekvencija: f; = 236,3Hz
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Slika 24. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
Cetvrta vlastita frekvencija ( f; )

— Cetvrta frekvencija: f, = 277,8 Hz
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Slika 25. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
peta vlastita frekvencija ( f5 )

— Peta frekvencija: fs = 361,0 Hz
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Slika 26. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
Sesta vlastita frekvencija ( fg )

— Sesta frekvencija: f; = 432,8 Hz
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3. Ispitivanje s pobudom na sredini i akcelometrima na unutarnjem prstenu
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Slika 27. Koherencija
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Slika 28. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
prva vlastita frekvencija ( f; )

— Prva frekvencija: f; = 41,00 Hz
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Slika 29. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
Cetvrta vlastita frekvencija ( f; )

— Cetvrta frekvencija: f, = 280,3 Hz

Ostale frekvencije nisu mjerodavne zbog prisutnosti Suma.

Cursor Values
= 30,8 [méz /N

#=2793Hz

Status
21.3.2012 12.00:01.981

Awerages B
Overload 0,00 %

Resonance
Frequency = 280 3Hz
Deltaf 3d8 = 15,24 Hz
Damping Ratin= 272 %
Residue =1 4% [méz /N H

36



4. Ispitivanje s pobudom na srednjem prstenu i akcelometrima na vanjskom prstenu
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Slika 31. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
prva vlastita frekvencija ( f; )

— Prva frekvencija: f; = 41,25 Hz
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Slika 32. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
druga vlastita frekvencija f,

— Druga frekvencija: f, = 132,0 Hz
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Slika 33. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
treca vlastita frekvencija f3

— Treca frekvencija: f; = 233,8 Hz
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Slika 34. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
peta vlastita frekvencija ( f5)

Ostale frekvencije nisu mjerodavne zbog prisutnosti Suma.
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5. Ispitivanje s pobudom na sredini i akcelometrima na vanjskom prstenu
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Slika 35. Koherencija
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Slika 36. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
prva vlastita frekvencija ( f; )

— Peta frekvencija: f; = 41,25 Hz
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Slika 37. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
treca vlastita frekvencija ( f3 )

— Treca frekvencija: f; = 233,0 Hz

Cetvrti mod
[[m.s )] Frequency Respanse [Line 2.82-, Ling 2.3 Z-] [Magritude]
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Slika 38. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
Cetvrta vlastita frekvencija f,

— Cetvrta frekvencija: f, = 281,3 Hz

Cursor Values
Y = 9,08 [mds )N

¥=2333Hz

Status
2132012 11:41:20717

fyverages b
Overload: 0,00%

Resonance
Frequency = 2330 Hz
Deltaf 3dB =B,172 Hz
Damping Ratio = 1,32%
Residue =177 [m/z "N Hz

|~
b

Cursor Yalues
=181 [mds N

¥ = 281,3Hz

Status
213202 11:41:20.717

Averages: 5
Ovedoad: 0.007%

Resonance

Frequency = 281,3 Hz
Deltaf 3dB = 13,09 Hz
Damping Ratio = 2,33 %
Rezidue = 743 [m/s J/M Hz
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Sesti mod
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Slika 39. Funkcija frekventnog odgovora na kojoj je registrirana
Sesta vlastita frekvencija ( fg )

— Sesta frekvencija: fy = 434,0 Hz

Ostale frekvencije nisu mjerodavne zbog prisutnosti Suma.
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5.2.2. EFDD analiza

Odreduje se funkcija spektralne gustoée snage jednostupanjskog sustava u blizini
rezonantnog vrha (vlastite frekvencije), zatim se ta funkcija jednostupanjskog sustava vraca u
vremensko podrucje Inverznom Diskretnom Fourierovom Transformacijom 1 predstavlja
procjenu funkcije korelacije jednostupanjskog sustava.

Funkcija jednostupanjskog sustava odredena singularnim vrijednostima:

Prvi mod
[dB [ (1 mis®® FHz] Enhanced Frequency Domain Decomposttion - Peak Picking
Singular Yalues of Spectral Density Matrices Cursor Values
of Data Set: Measurement 2 Frequency = 1024 Hz

0 - - SWD Line = 4

Estimation Parameters
f=40420136Hz
z=126+23%

MAC Level =05

Indicators
0O Estimated Made
+  Selected Mode
Miodal Coherence
Mdadlal Domain

oaf - f

-40

| ] Lines

I r] 1 T AR R I O O T (A Yo WD Line #1
SYD Line #2
SYD Line #3
SYD Line #4
SDOF Bell

-0
0

300 [=ali]
Frequency [Hz]

Slika 49. Funkcija jednostupanjskog sustava odredena singularnim vrijednostima na
kojoj je registrirana prva frekvencija ( f; )

— Prva frekvencija: f; = 40,4 + 0,136 Hz

Drugi mod

[dB | (1 miz2)® [ Hz] Enhanced Frequency Domain Decompostion - Peak Picking
Singular Values of Spectral Densty Matrices cursor Values
of Data Set: Measurement 2

Frequency = 6 Hz
SWD Line = 4

Estimation Parameters
=129+ 00042 Hz
z=1.33+00356 %
MAC Level = 0.5

Indicators
0O Estimated Mode
+  Selected Mode
Modal Coherence
Maodal Damain

Lines

| - I o ] SvD Line #1
! : SVD Line #2
+_ I ] SVD Line #3
! : SV Line #4

o0 SDOF Bell

300 =]
Freauency [Hzl

Slika 50. Funkcija jednostupanjskog sustava odredena singularnim vrijednostima na
kojoj je registrirana druga frekvencija ( f, )

— Druga frekvencija: f, = 129 + 0,00142 Hz

52



Trec¢i mod

[dB | (1 miz?)® fHz] Enhsnced Freguency Domain Decomposition - Peak Picking

Singular Yalues of Spectral Density Matrices c val
of Data Set: Measurement 2 ursor Values
20 Frequency = 843 Hz
. 1 SVD Line =1

Estimation Parameters
=234 000128 Hz
z=0574 £ 0.0M6 %
MAC Level = 0.8

Indicators
0O Estimated Mode
+  Selected Mode
hiodal Coherence
Modlal Domain

Lines

SVD Line #1
SVD Line #2
SWD Line #3
SWD Line #4
SDOF Bel

&0 -
i 300

B00
Frequency [Hz]

Slika 51. Funkcija jednostupanjskog sustava odredena singularnim vrijednostima na
kojoj je registrirana treca frekvencija ( f3 )

— Treca frekvencija: f3 = 234 + 0,00128 Hz

Cetvrti mod

[dB | (1 mi=2)? f Hz] Enhanced Frequency Domain Decomposition - Peak Picking

Singular Walues of Spectral Density Matrices Cursor Values
of Data Set: Measurement 2 Freguency = B Hz
20 WD Line = 4
Estimation Parameters

f=257 £ 0.014Hz
z=19520092%
MAC Level = 0.8

Indicators

0 Estimated Mode

+  Selected Mode
Moctal Coherence
Maclal Damain

1 Lines
e e EWD Line #1
| ] =D Line #2
‘F | ] =D Line #3
! | SVD Line #4
a0 .

300 ] SDOF Bel
Freguency [Hz]

Slika 52. Funkcija jednostupanjskog sustava odredena singularnim vrijednostima na
kojoj je registrirana Cetvrta frekvencija ( f3 )

— Cetvrta frekvencija: f, = 257 + 0,014 Hz
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Peti mod

[clB | (1 miz®)® fHZ]

Enhanced Freguency Domain Decomposition - Peak Picking

Singular Yalues of Spectral Density Matrices

of Data Set: Meazurement 2

-0
0

%

300

600
Frequency [Hz]

Cursor Values
Freguency =130 Hz
WD Line =1

Estimation Parameters
=360+ 000439 Hz
1=05T6 £ 00179 %
MALC Level =08

Indicators

O Estimated Mode

+ Selected Made
Madal Coherence
Mozl Damain

Lines

5D Ling #1
WD Line #2
SYD Line #3
SVD Line #4
—— SDOF Bel

Slika 53. Funkcija jednostupanjskog sustava odredena singularnim vrijednostima na

kojoj je registrirana peta frekvencija ( f5 )

— Peta frekvencija: fs; = 360 + 0,00459 Hz

Sesti mod

[ | (1 miz)? fHz]

20

Erhanced Frequency Domain Decomposition - Peak Picking
Singular Yalues of Spectral Density Matrices

of Data Set: Measurement 2

20t

ot A

ol s

-0
0

300

[=i01]
Frequency [Hz]

Cursor Values
Freguency = 1024 Hz
SWD Line =3

Estimation Parameters
f=440+ 00215 Hz
z=0801+0.0282 %
MAC Level =038

Indicators
O Estimated Mode
+  Selected Mocde
Modal Coherence
Wodal Datmain

Lines

SWD Line #1
SWD Line #2
54D Line #3
SWD Line #4
SDOF Bell

Slika 54. Funkcija jednostupanjskog sustava odredena singularnim vrijednostima na

kojoj je registrirana Sesta frekvencija ( fg )

— Sesta frekvencija: f; = 440 + 0,0215 Hz
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Sedmi mod

[4B | (1 miz?)? fHz]

20

Enhanced Fregquency Domsin Decomposition - Pesk Picking
Singular Yalues of Spectral Density Matrices
of Data Set: Measurement 2

o)
anlf -

wofl s

+_

-0
o

300

Freauency [Hz1

Cursor Values
Frequency = 6 Hz
SYD Line = 4

Estimation Parameters
f=489+00291 Hz
=069 £0023%
MaC Level = 0.5

Indicators

0 Estimated Mode

+  Selected Mode
Modal Coherence
Macial Domain

Lines

SVD Line #1
SWD Line #2
S4D Line #3
SWD Line #4
SDOF Bell

Slika 55. Funkcija jednostupanjskog sustava odredena singularnim vrijednostima na
kojoj je registrirana sedma frekvencija ( f; )

— Sedma frekvencija: f; =489 + 0,0291 Hz

Prikaz frekvencija i prigusenja po modovima

Y Mode Y Frequency[Hdl % Sl Freguency[Hzl % Damping Ratio (%] % Std Damping Ratio %)
ﬁEFDD ifode 1 40.09 0.2291 10.71 287
@EFDD hade 2 1296 02814 1.351 [.06444
@EFDD ifode 3 234.2 1.008 0.4593 01876
@EFDD ifode 4 287 1137 2066 0.3783
@EFDD ifode & 3aTa 3362 0.387 (1.19596
@EFDD ilade 6 438.4 28149 [.671 [1.23498
@EFDD hade 7 485.6 4.8 0.7624 1.5105

Slika 56. Frekvencije i1 priguSenja po modovima dobiveni EFDD analizom
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6. PRIBLIZNI PRORACUN VLASTITH FREKVENCIJA

Problem oscilacija kruzne ploce rjesio je G.R.Kirchoff. Takoder postavio je rjeSenja za
frekvencije za viSe oblike oscilacija za plocu sa slobodnim rubom. Toc¢no rjeSenje ovog
problema zahtjeva primjenu Bessel-ovih funkcija. U svrhu ovog istrazivanja usredotocila sam
se na Rayleigh — Ritz — ovu metodu, koja daje za najnize oblike dovoljnu tocnost za prakti¢nu
primjenu.

Rayleigh — Ritz — ova metoda se bazira na analizi energije konstrukcije. Mehanicka

energija (zbroj potencijalne 1 kineti¢ke energije) za vrijeme slobodnih neprigusenih oscilacija
mora biti konstantna.

Potencijalna energija ploce jednaka je [4]:

v=f av="2[f {(S—Z)2+(§27’;)2+2v22’2’2’;+2(1— )(%)z}dxdy, 6.1)

gdje je D krutost ploc€e pri savijanju:

Eh3

= Zao (6.2.)
Kineticka energija ploce koja oscilira jednaka je [4]:
=1 Vh 2 vidxdy, (6.3.)

gdje je );Th masa po jedinici povrsine ploce.
Iz izjednacavanja izraza (6.1.) 1 (6.3.) mozemo dobiti diferencijalnu jednadZzbu oscilacija
ploce.

Primjenjuju¢i Rayleigh — Ritz — ovu metodu na modelu kruzne ploce potrebno je
transformirati izraze za potencijalnu (6.1.) 1 kineticku energiju (6.3.) preko polarnih
koordinata.

Nakon transformacije dobivamo izraz za potencijalnu energiju:

D (7 e[ (o 16v+162v2 sy V(Lo 1 0%
__f f or? rar r200? ( ”)a ror r2062?

+2(1 - v){ <lg—z>}zl rd@dr,

(6.4.)

gdje a oznacava polumjer ploce.
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Izraz za kineticu energiju u polarnim koordinatama:

1yh p2m .
T=320," J, videdr. (6.5.)

Primjenom Rayleigh — Ritz — ove metode pretpostavljamo da je v = v, cos ft, gdje je v,
funkcija od r 1 8. Deriviramo li v, dobivmo v = v, f sin ft.
Uzimajuéi vyu obliku reda:

vo = a (1 - ﬁ)2 +a(1- Z—z)z . (6.6.)

a2

U slucaju najnizeg oblika oscilacija, oblik ploce koja oscilira je simetri¢an u odnosu na centar
ploce i tada je vy funkcija samo od r.

Izjednacavanjem izraza za potencijalnu i kineticku energiju dobivamo:

2 2 2
ifo“{(d L l%) - fg—ghvoz}rdr = 0. (6.7.)

da dr? r dr

Uzimajuéi samo jedan c¢lan reda (6.6.) dobivamo prvu aproksimaciju za frekvenciju najnizeg
oblika oscilacija ploc¢e f;. Ako uzmemo prva dva ¢lana reda (6.6.) dobit ¢emo drugu
aproksimaciju frekvencije drugog oblika oscilacija pri ¢emu plo¢a koja oscilira ima samo
jedan ¢vorni krug. Primjenjujuéi istu metodu mogu se takoder odrediti i oblici oscilacija koji
imaju ¢vorne radijuse.

U svim slu¢ajevima frekvencija oscilacija se odreduje iz jednadzbe:

o= \/“j:fj (6.8.)

gdje je a konstanta, za s broj ¢vornih krugova i n broj ¢vornih radijusa.

za slobodno oslonjene kruzne plo¢e a ocitava se iz tablice 1, gdje n oznafava broj ¢vornih
promjera, a s broj ¢vornih krugova ne ukljucujuci rubni krug.

Tablica 1. Koeficijent a za slobodno oslonjenu kruznu plo¢uiv = 3,0 [1]

) { 0 1 2 3
0 4,9351 13,8982 25,6133 39,9573
1 29,7658 48,5299 70,1170 94,5490
2 74,2302 102,7965 134,2978 168,6749
3 138,3181 176,8012 218,2026 262,6244
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Cvorni krugovi i ¢vorni radijusi su &vorne linije duz kojih su progibi za vrijeme oscilacija
jednaki nuli. Nekoliko oblika oscilacija kruzne ploce prikazani su na slici 57., gdje su ¢vorni

krugovi (s) 1 ¢vorni radijusi (n) prikazani isprekidanim linijama.

n=0 s=0 n=1 s=0 n=1 s=10

n=21= 3= n=2 s=0 n=1U4 s=I
=3 g=i) ‘ n=1 s=1
n=1 s=1 n=4 s=0 n=4 s={}

Slika 57. Oblici oscilacija kruzne ploce
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Dimenzije kruzne plo¢e koju ispitujemo:
r=717cm

R=75cm

a= T/z = 35,85cm = 0,3585m
A=R/,=3750cm=0375m

h=099cm=1cm

e “\\\\.\
o R
i N
vy, Ny
/o N %
// h
// \
/ W
|\
4 | e A / /
\\\ // /
AN 7
N A
\\‘\ 2
N e
\\\\\\ ,i:/
S~ W
\\:\\::*_—:i;///
1
Pregick 1 -1
| .F
T r Ty
il R t
A A

Slika 58. Dispozicija ploce

Karakteristike materijala :

Masa ploce — m =3133,6 g =3,1336kg

Poissonov koeficijent — v =0,16

Modul elasti¢nosti —  E = 4408 MPa = 4408000 kN /m?

Volumen ploée — V =r?gh=0,375*7-0,01 = 4,41786 - 1073 m3

. ‘. _m _ 3,1336 _ 3
Gustoca ploce P=7= Gairss 10 709,3019 kg/m

i ¥ — _m_ _ __ 31336 - 3 3

Zapreminska tezina y=+-'9= 241786 10°%) 10 =7093,019 N/m 7,09302 kN/m

E-h® _ 4408000-0,013

- 12(1-v?) - 12(1-0,162) = 376,98 Nm = 0,37698 kNm

Krutost plo¢e pri savijanju —
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Mjerne jedinice naviSih i najnizih oscilacija (6.8.):

1 [kNm 1 |[kNm 1 [kg-m-s2-m
m m m

Frekvencije prvih 10 oblika oscilacija ploce

Prva frekvencija:

49351 376,98
hi= 2m - 0,35852% |709,3019-0,01

Druga frekvencija:

13,8982

_ 376,98
fa= 21 - 0,35852

709,3019 - 0,01

Tre¢a frekvencija:

13,8982

B 376,98
fs = 27 - 0,35852

709,3019 - 0,01

Cetvrta frekvencija:

25,6133

_ 376,98
fa= 21 - 0,35852

709,3019 - 0,01

Peta frekvencija:

25,6133

B 376,98
fs = 21 - 0,35852

709,3019 - 0,01

= 31,718

Sesta frekvencija:

29,7658
™ 21 -0,35852

376,98
709,3019 - 0,01

Sedma frekvencija:

39,9573

_ 376,98
fr = 21 - 0,35852

709,3019 - 0,01

2 . L . 2

=17,210 -

=17,210 -

= 31,718 -

= 36,860 -

= 49,481 -

2 = g~

=6,111-7,2903 = 44,551 571

7,2903 = 125,471 s~

7,2903 = 125,471 s71

7,2903 = 231,234 s71

-7,2903 = 231,234 s71

7,2903 = 268,722 571

7,2903 = 360,731 s~ 1
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Osma frekvencija:

= 49,481 -7,2903 = 360,731 s7*

39,9573 376,98
fo = 2m - 0,35852 [709,3019 - 0,01

Deveta frekvencija:

= 60,096 - 7,2903 = 438,123 51

48,5299 376,98
fo= 27 - 0,35852 [709,3019 - 0,01

Deseta frekvencija:

= 60,096 - 7,2903 = 438,123 s !

48,5299 376,98
107 97 .0,35852 [709,3019 - 0,01
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7. NUMERICKI PRORACUN POMOCU PROGRAMSKOG PAKETA SAP2000

| Deformed Shape MODAL)-Mode 1-T= 002348 £=4250175 | | " Deformed Shape (MODAL - Mode 2-T = 000B08; = 12379525 |

B 8
5 Z
[

25

350
325
300

215

250
225
20,0
175
15,0

125

10,0

75

50

25

560
520
48,0

440

40,0
360
320
280
240

200—

16.0
120
80

40

Slika 59. Prvih Sest modova, oblici oscilacija, vlastite frekvencije i periodi 62



& Deformed Shape (MODAL -Mode 7-T= 000280 £=35726004 || | X Deformed Shape (MODAL)- Mode 8- = 0,00280; = 35726004

364 I
338

312

364

338

2
26 286

260 26,0

234

N\ ws

o )
1

49,0

v o o o o
T 1 .

350
325
30,0

!

™

%0

25

125—

Slika 60. Drugih Sest modova, oblici oscilacija, vlastite frekvencije i periodi
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8. ANALIZA 1 USPOREDBA REZULTATA

USPOREDBA REZULTATA MJERENJA S ANALITICKI I NUMERICKI DOBIVENIM
REZULTATIMA

Tablica 2. Usporedba analiticki i numericki dobivenih rezultata s razultatima dobivenim
operacionalnom analizom

ANALITICKI NUMERICKI FDD EFDD

125,471 123,79525 122,5 129,6
| |
268,722 261,03027

| |

Tablica 3. Obrada razultata

SREDNJA VRIJEDNOST | STANDARDNA DEVIJACIJA POGRESKA
3,088505777
4,99120736

| |

Tablica 4. Usporedba razultata dobivenih operacionalnom analizom s rezultatima dobivenim
eksperimentalnom modalnom analizom

41,00 | 40,09 41,25 41,25 41,25 41,25
| | | | | |
2335 | 2342 | 234 | - | 2363 | - | 2388
27 - - 2778 2803 - 2813

Ay
fs| 359 | 3575 | 3608 | - | 361 | - | 358 | -
| |
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Tablica 5. Obrada rezultata

SREDNJA VRIJEDNOST | STANDARDNA DEVIJACIJA POGRESKA

| |
129,58 4,085584414 3,15%
| |

| |
| |

Tablica 6. Usporedba analiticki i numericki dobivenih rezultata s rezultatima dobivenim
eksperimentalnom modalnom analizom

ANALIT. NUMER. EMA

| |
| | | |
f;| 231234 | 22898584 | 234 | - | 2363 | - | 2388 | 233 |
|
fs | 360731 | 35726004 | 3608 | - | 361 | - | 358 | -
| | | |

f; = 506,86621 - - - - - -

Tablica 7. Obrada rezultata

SREDNJA VRIJEDNOST | STANDARDNA DEVIJACIJA POGRESKA

| |
| |

| |

fe 434,10 2,877266314 0,66%
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Srednja vrijednost je broj koji ¢e predstavljati rezultat naSeg mjerenja u slucajevima
kad smo izvrs$ili viSe uzastopnih, nezavisnih mjerenja iste veli¢ine. No, ne mozemo taj broj
smatrati pravim iznosom trazene veliine, to je najbolja aproksimacija tog iznosa koja se
moze dobiti iz doti¢ne serije mjerenja, uz pretpostavku da su pogreske nastale u mjernom
postupku iskljucivo slucajne prirode. Mjera za disperziju rezultata oko srednje vrijednosti
dana je iznosom standardne devijacije. Standardna devijacija predstavlja to¢nost s kojom je
izvr$eno pojedino mjerenje. Sto je ona manja, za niz mjerenja kazemo da je toéniji. Na slici
61. graficki je prikazan odnos pogreske u postotcima s obzirom na usporedbu EMA —e i OMA
—e (Tablica 5.), analiticki dobivenih rezultata, numericki dobivenih rezultata i OMA — ¢
(Tablica 3.) te usporedbe analiticki dobivenih rezultata, numericki dobivenih rezultata i EMA

— ¢ (Tablica 7.).

0,5
i
i z 3 4 5 5 7
® POGRESKA (Tsblica 5.) 0,95 3,15 0,93 4,34 0,44 0,73 0,6
® POGRESKA [Tablica 3.) 465 2,46 1,02 1,91 0,45 0,93 2,77
» POGRESKA [Tablica 7.) 2,96 3,13 1,5 3,18 0.5 0,66

Slika 61. Usporedba pogreski svih metoda dobivanja frekvencija
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Usporedba analiticke i eksperimentalne metode

1. Mod

" Deforned Shape (MODAL)- Mode 1-T= 002345, £= 4250175 |

FDD - Frequency Domain Decomposition

Modal Values
Frequency = 41 Hz
Damping = [Mone]

Display Settings
Riotation Harz, = 222°
Ritation Vert, = 26°
Tranalation Horz. = -0.0057
Translation Yert, = 047
Zoom Level = 128%
Ampltude = 100%
Phase Angle = 108°
Frames per Sec=0

Deformed Geometry
— Lines

I Gifaces

Slika 62. Prvi modalni oblik oscilacija
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. Mod

. Deformed Sape (WODAL- Mode 2-T = DU0BIE, = 1279505 |

FOD - Frequency Domain Decompasition

Modal Values
Freguency = 122 5Hz
Damping = [Nong]

Display Settings
Rotation Horz. = 201°
Riotation Wert. = 350°
Tranlation Horz, =0.25
Tranglation Yert. = 0031
Zoom Level = 134%
Ampitue = 100%

Phage Angle = 306°
Frames per Sec.=0

Undeformed Geometry
Lings

I G iaces

Deformed Geometry
Lines

I Surfaces

Slika 63. Drugi modalni oblik oscilacija
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. Mod

" Deformed Shape DAL - Node T~ 00043%; £ = 2898564 |

FDD - Frequency Domain Decomposition

Modal Values
Frequency = 2335 Hz
Datmping = [Mane)

Display Settings
Rotation Horz. = 131°
Rotation Vert, = 21°
Tranzlation Horz. = 0.25
Translation Yert. = -0.03
Zoom Level =132%
Ampltude = 100%

Phaze Angle = 270°
Frames per Sec=0

Undeformed Geometry
Lines

I Cofaces

Deforted Geometry
Lines

I Surfaces

Slika 64. Cetvrti modalni oblik oscilacija
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6. Mod

[ﬁﬂe{umledﬂm[mm“'m&-hmm:hmm‘m }

FOD - Frequency Domain Decorpositon

Modal Values
Frequency = 260 Hz
Damping = [Mone]

Display Settings
Rotation Horz. = 62°
Rotation Yert. = 2°
Translation Horz. = 0.25
Tranzlation Yert. = -0.031
Zoom Level = 136%
Amplituce = 100%
Phaze &ngle = 72°
Frames per Sec=0

Undeformed Geometry
Lines

I :orfaces

Deformed Geometry
Lines

I Gufaces

Slika 65. Sesti modalni oblik oscilacija
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7. Mod

& Deformed Shape (MODAL-Mode 7-T= L0028 £=357.26004 |

FDD - Frequency Domain Decomposition

Modal Values
Freguency = 359 Hz
Damping = [Mone]

Display Settings
Fotation Horz, = 154°
Rtation Yert, = 340°
Tranglation Horz, = 0,042
Translation Yert. = 0066
Zoom Level = 130%
Ampltude = 100%

Phase Angle = 90°
Frames per ec=0

Undeformed Geometry
Linez

I Crfaces

Deformed Geometry
— Lines

I Criaces

Slika 66. Sedmi modalni oblik oscilacija
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9. Mod

X Defmed Sape NODA)- e - T= O0UEY = 3146343 |

FDD - Frequency Domain Decomposition

Modal Values
Freguency = 431 Hz
Datniging = [Mone]

Display Settings
Rotation Horz. = 99°
Rotation Wert, = 21°
Tranzlation Horz, = 0.34
Transtation Wert, = 0042
Loom Level = 130%
Ampltuds = 100%

Phaze Angle = 0°
Frames per Sec=0

Undeformed Geometry
Lines

I ufaces

Deformed Geometry
Lines

I Surfaces

Slika 67. Deveti modalni oblik oscilacija
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11.

Mod

T3 Detmed e MODA-Mote 11 T= 00018, = 06621 |

FDD - Fregquency Domain Decomposition

Modal Values
Frequency = 4795 Hz
Damping = [Mone)

Display Settings
Rotation Horz. = 117°
Rotation Yert. = 11"
Tranzlation Horz. = 0.34
Translation Yert. = -0.042
Zoom Level = 118%
Amplituce = 100%

Phaze Angle = 195"
Frames per 2ec=10

Undeformed Geometry
Lines

I :urfaces

Deformed Geometry
Lines

I Gurfaces

Slika 68. Jedanaesti modalni oblik oscilacija
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9. ZAKLJUCAK

Na temelju usporedbe dobivenih vlastitih frekvencija modela analitickom Rayleigh —
Ritz metodom te numerickom metodom s obzirom na eksperimentalnu (EMA) i
Operacionalnu modalnu analizu (OMA), mozemo zakljuciti da postoje mala odstupanja u

rezultatima jer analiticke 1 numericke metode sadrze u sebi odredene nedostatke.

Numericka Rayleigh — Ritz — ova metoda je metoda za priblizno odredivanje vlastitih
frekvencija. Bazira se na odredenim pretpostavkama koje nisu u potpunosti precizne, ve¢ se
temelje na dosadasnjim saznanjima, to jest iskustvu inZenjera, koji su upoznati s doti¢nom
problematikom. Na primjer, pretpostavlja se funkcija oblika na temelju o¢ekivanog rjeSenja tj.

odgovora konstrukcije.

Modalni oblici koje smo dobili eksperimentalnim putem ( Slika 42. — Slika 48.)
zadovoljili su teoretska ocekivanja (Slika 57.) te numericki dobivene oblike oscilacija (Slika

59. i Slika 60.).

Tocna rjesenja dobili smo koriste¢i eksperimentalnu i Operacionalnu modalnu analizu.
Njihovom usporedbom vidimo vrlo male razlike, gotovo nikakve (Tablica 5.), te su rjeSenja

prihvatljiva za prakti¢nu primjenu.

Dakle, na modelu, konstruktivnom elementu ili konstrukciji mozemo procijeniti stanje
konstrukcije (otkriti evenutalne nedostatke konstrukcije), s dovoljnom precizno$¢u, pomocu

eksperimentalne 1 Operacionalne modalne analize.
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10. PRILOZI

Prilog 1. Compact Disc (CD) sa video — animacijom svih oblika osciliranja plo¢e dobivenih

FDD analizom.
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SAZETAK
Autor: Mateja Cupié
Naslov rada: Dinamicka analiza tanke kruzne ploce

Ovaj rad je napisan u svrhu verificiranja dosad utemeljenih analitickih 1 pribliznih numerickih
racunskih modela koji se koriste u odredivanju dinamickih parametara kruZznih ploca
uporabom eksperimentalne modalne analize (EMA) 1 Operacionalne modalne analize (OMA).
Ispitivanjem modela kruzne slobodno oslonjene ploce na dinamicku pobudu te primjenom
EMA — e 1 OMA — e dobili smo odgovarajuce vlastite frekevencije, modalne oblike i modalna
prigusenja (dinamicke parametre). Model smo pobudivali udarnim ¢ekic¢em, a za prikupljanje
podataka koristili smo piezoelektricne akcelerometre i brze AD konvertore. Kako bi dobili
Sto tocnije rezultate kombinirali smo razli¢ita mjesta pobudivanja konstrukcije s razli¢itim
polozajem akcelerometara. Kod EMA — e pobudu smo nanosili kontrolirano, dok kod OMA —
e za time nije bilo potrebe jer se ta metoda bazira na analizi odgovora konstrukcije. Kod obje
metode ispitivanja analizu signala vrSili smo digitalnim analizatorima baziranim na osobnom
racunalu. Numericki sam vlastite frekvencije modela dobila pomocu Rayleigh — Ritz — ove
metode, koja se bazira na analizi energije modela. Pomocu programskog paketa SAP2000
dobila sam prvih 12 modalnih oblika oscilitanja ploce te pripadajuce periode 1 vlastite
frekvencije. Usporedbom dobivenih frekvencija analiticki, numericki i eksperimentalno uocila
sam malu pogreSku u rezultatima dobivenim analitiCkom i numerickom metodom zbog
ponosanja materijala, to jest raznih pretpostavki na kojima se baziraju. Eksperimentalna 1
Operacionalna modalna analiza daju stvarne razultate o dinamickim parametrima modela za
prvih nekoliko modova te se pomocu njih jednostavno i brzo moZe procijeniti stanje

konstrukcije.

Kljuéne rije¢i: dinamicki parametri, eksperimentalna modalna analiza, Operacionalna

modalna analiza
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SUMMARY

Author: Mateja Cupié¢
Title: Dynamic analysis of thin circular plate

This paper was written for the purpose of verifying existing analytical and approximate
numerical computational models which are used in determining of the dynamic parameters of
circular plates using experimental modal analysis (EMA) and Operational modal analysis
(OMA). The research model that I have used is a simply supported circular plate which has
been subjected to the dynamic excitation and then by using EMA and OMA I have attained
corresponding frequencies, modal shapes and modal damping (dynamic parameters). The
model was excitated using impact hammer excitation and the data was collected with
piezoelectric accelerometers and high performance data acquisition systems. In order to get
the most accurate results I have combined different excitation positions with different
placements of accelerometers. Experimental modal analysis (EMA) was used in combination
with controlled excitation which was not necessary for Operational modal analysis (OMA)
because that method is based on analysis of construction response. Digital analyzer in
combination with a personal computer was used for signal analysis in both EMA and OMA.
Rayleigh — Ritz method was used for numerical calculations. It is a method which is based on
energy analysis of the model. Using the software package SAP2000 I got the first 12 modal
shapes and associated natural frequencies and periods. By comparing the frequencies obtained
analytically, numerically and experimentally I noticed a small error in the results obtained by
analytical and numerical methods due to material behavior, that is, various assumptions on
which their behavior is based. Experimental and Operational modal analysis give satisfactory
results for dynamic parameters of the model and are easy and quick methods for assessing

state of a construction.

Keywords: dynamic parameters, experimental modal analysis, operational modal analysis
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