SVEUCILISTE U ZAGREBU

PRIRODOSLOVNO-MATEMATICKI FAKULTET

Luka Cavaliere Lokas 1 Karlo Deli¢

Utjecaj kratkodoseznih asimetricnih
interakcija na amorfne strukture u dvije
dimenzije

Zagreb, 2019.






Ovaj rad izraden je u Grupi za racunalne bioznanosti Zavoda za fizikalnu kemiju na Institutu
Ruder Boskovi¢ u Zagrebu pod komentorstvom dr. sc. Ane Suncane Smith uz tehnic¢ko vodstvo
mag. Jakova Lovrica te je pod mentorstvom prof. dr. sc. Denisa Sunka predan na natjecaj za

dodjelu Rektorove nagrade u akademskoj godini 2018./2019.



Sadrzaj

1 UVOD
2 MODEL
2.1 Matematicki formalizam . . . . . ... ..o
21,1 EBLipsa . . . . o . e e e e
2.1.2 Voronojevdijagram . . . . . . . ... e e
2.2 Algoritam slucajnog pakiranjaelipsa . . . . . . . . . . .. ... ... ...

2.2.1 Pakiranje

2.2.2 PeriodiCnirubniuvjeti . . . ... L. L
2.2.3 Logicki slijed algoritma slucajnog pakiranjaelipsa . . . . ... ... ... ...
2.3 Lloydov algoritam i hiperuniformnost . . . . . . . .. ... ... L.
2.3.1 Lloydovalgoritam . . . . . . ... ... ...
2.3.2 Hiperuniformnost . . . . . . . . ... Lo

2.3.3  Strukturn

ifaktor . . . . ...

3 FIZIKALNA POZADINA IDEJE

4 REZULTATI

4.1 Fazni prostor pakiranja . . . . . . . . . . ... e e e e e
4.2 Aproksimacijametode . . . . . . ...
4.3 Funkcional energije . . . . . . . . . ... e e e e
44 PoviSina . . . .. e e
4.5 Elongacija . . . . . . .. e e
4.6 Udaljenost centra mase . . . . . . . . v v v vt e i e e e e e e e e e e e

4.7  Strukturni faktor
5 ZAKLJUCAK

6 ZAHVALE

10
10
12
12
14
15

18

22
22
22
22
24
28
32
35

42

43



1 UVOD

Izazovi modernog doba ocCituju se u razli¢itim segmentima Zivota, nadasve u pristupu sloze-
nim problemima koje susreCemo u prirodi. Znanost je u posljednjim desetljeCima neizmjerno
napredovala u rjeSavanju dosad nezamislivih zadataka, a na toj listi nalazi se i tema ovog rada.

Stanice viSestani¢nih organizama koje obavljaju zadace istu vrstu u organizmu posjeduju
sposobnost medusobnog povezivanja u kontinuirane strukture koje nazivamo tkivima. Tkiva se
sastoje od veéeg broja stanica povezanih medustani¢nom tvari ili fizicki spojenih koje zajedno
obavljaju odredene zadade za koje su namijenjene i time povecavaju ucinkovitost organizma
kao cjeline. Takoder, povezivanjem viSe razliCitih vrsta tkiva dobivamo organe kao veée funk-
cionalne jedinice u tijelima. Kod Zivotinja pronalazimo Ccetiri skupine tkiva, to su vezivno,
misi¢no, Ziv€ano i epitelno. Potonje postavljamo u fokus ovog rada, a nalazimo ga na unu-
trasnjim i vanjskim povr§inama organa te se pojavljuje kao jednoslojno i kao visSeslojno. Nase
istrazivanje potjece od trazenja modela prema kojem se stanice epitelnog tkiva grupiraju i tako
formiraju istoimeno tkivo.

Epitelno tkivo karakteristicno je zbog nekoliko glavnih znacajki, a to su vrlo velika gus-
toca poredanih stanica Sto se izmedu ostalog ogleda u tome da ne postoji medustanicni prostor
s medustanicnom teku¢inom, zatim su stanice epitela bipolarne te zbog toga imaju specificnu
orijentaciju u prostoru i epitelno tkivo nije prokrvljeno, ve¢ hranidbene tvari i kisik do stanica
tkiva dospijevaju difuzijom iz zavrSetaka ogranaka krvnih kapilara. Njegove glavne uloge su
fizicka zaSita struktura koje se nalaze ispod njega od ozljeda nastalih zbog djelovanja vece sile
na dijelu tijela i zaStita od infekcija, a uz nabrojane, slobodna povrsina ima apsorpcijsku, sekre-
cijsku i osjetilnu funkciju. Neki primjeri organa ¢ija su glavna ili sastavna komponenta epitelna
stalnom kontaktu s okolinom i predstavlja svojevrsnu granicu izmedu unutras$njosti organizma
1 vanjskog svijeta, neprestano dolazi do ljuStenja stanica s povrSinskog sloja. Ovdje je bitno
naglasiti veliki potencijal diobe stanica epitelnog tkiva koje stalnim odvijanjem procesa mitoze
osiguravaju kontinuirano postojanje zastitnog sloja. Prema morfoloSkoj strukturi ovisno o broju
slojeva epitelna tkiva dijelimo na jednoslojna i viSeslojna, a ovisno o obliku stanice dijelimo na
plocaste, kubicne, cilintri¢ne i viSeredne.

Razumijevanjem nacina na koji tkivo raste i kako poprima strukturu koju uo¢avamo proma-
tranjem, mogude je naéi odredenu pravilnost u procesima koji upravljaju rastom epitelnog tkiva.
Vidljivo je da se formiranje svakog tkiva sastoji od viSe procesa, djelomi¢no od pravilnih koji

se provode prema zadanim procedurama koje su zapisane u naSem genetskom kodu i realiziraju



se mitotickom diobom stanica, ali isto tako 1 od nasumi¢nih na koje utjecaj nije mogu¢, nego se
oni prirodno i stalno odvijaju, primjerice izloZenost razliitim vrstama zracenja ili kemijskim
spojevima koji na molekulskoj razini modificiraju na$ genom zapisan u DNK molekuli.

Bitno je navesti motivaciju ovog rada kojeg smatramo izuzetno vaZznim za napredak mo-
derne medicine. U danaSnjem vremenu sve brzeg tempa Zivota i tehnoloSkog napretka kojim
smo okruZeni, gomila se i donedavno nepoznata pojava stresa koji poc€inje biti uzrokom sve
vecem broju bolesti. Jedna od glavnih manifestacija stresa vidljiva je u obliku tumora i karci-
noma koji su postali sveprisutna pojava u danasnjem drustvu. Tumor definiramo kao nakupinu
novonastalih stanica koje su nepravilnog oblika i pokazuju progresivni rast. U principu tumori
predstavljaju stanice koje viSe ne obavljaju svoju uobicajenu ulogu za koju su namijenjene,
nego nekontrolirano rastu i Sire se. Kako bi lije¢nici bili u stanju prepoznati tumore, najéesée se
koriste ve¢ poznatim znanjem koje dolazi iz razliCitih izvora, primjerice dermatolozi se koriste
histoloSkim nalazima tkiva da bi prepoznali je li neki dio koZe zdrav ili nije. Vjerujemo da
tu postoji prostor za napredak medicine i za pojednostavljenje te vrste pregleda. Kada bismo
poznavali fizikalni model pomocu kojeg se zdravo tkivo formira i strukturira, bili bismo u sta-
nju racunala nauciti kako iz histoloske slike sumnjivog tkiva protumaciti je li ono zdravo ili je
minimizirali moguénost pogresne dijagnoze radi li se o rakom zaraZenom epitenom tkivu ili ne.
Takoder, ubrzali bismo metodu donoSenja dijagnoza ¢ime bi veci broj pacijenata pravovremeno
mogao dobiti odgovarajucu lijeCnicku pomo¢ §to bi vjerojatno utjecalo na promjenu stope smrt-
nosti od raka. Uz to je otvoren prostor za nalaZenje efikasnijih metoda uniStavanja malignih
stanica koje kao preduvjet otkrivanju podrazumijevaju dobro poznavanje mehanizama nastanka

tumora i njihovog formiranja unutar zdravog tkiva.



2 MODEL

2.1 Matematicki formalizam

Korisnim se pokazuje krae zadrZavanje na uvodenju osnovnih pojmova matematickog okvira
unutar kojeg se naSe istrazivanje odvija. U tu éemo svrhu za pocetak motivirati te potom i pre-
ciznije definirati relevantne matematicke pojmove. Nastavno na to, dotaknut ¢emo se svojstava
algoritama koje koristimo za pakiranje i rasporedivanje objekata unutar nasih sustava te nji-
hovu naknadnu modifikaciju. Na kraju ¢emo prodiskutirati pojmove vezane uz opis fluktuacija

raspodjela tih objekata u navedenim sustavima.

2.1.1 Elipsa

Definicija 2.1.1. Elipsa je skup svih tocaka u ravnini ¢iji je zbroj udaljenosti od dvaju fiksnih

tocaka konstantan. Te fiksne tocke nazivamo Zaristima elipse.

Oznacimo ZariSta odredene elipse s F; 1 F5. Tada je ishodiste koordinatnog sustava moguce
postaviti u poloviste duZine I F,. To poloviste opéenito nazivamo i ishodistem, odnosno cen-
trom te elipse. Ako promotrimo osi simetrije elipse u ravnini odredenoj njom samom, pravci na
kojima leZe sijeku se s elipsama u Cetiri tocke koje nazivamo tjemenima elipse i oznaavamo
s T;, i € {1,2,3,4}. Sada je lako uvesti slijedeée veli¢ine: veliku i malu poluos elipse a i b,
respektivno - to ¢e biti apsolutne vrijednosti nenul koordinata tjemena elipse. Sve navedene

pojmove jasnoce radi vizualno prikazujemo na (A) dijelu Slike 2.1.1.

Slika 2.1.1: Na (A) dijelu slike nalazi se elipsa s veli¢inama poluosiju « i b i ishodiStem u ishodiStu
koordinatnog sustava, dok na (B) prikazujemo elipsu s istim veli¢inama poluosiju, no translatiranu za °

u 2 smjeru i ° u i smjeru te rotiranu za kut ¢°, u skladu s transformacijom (2).

Intuitivno se da naslutiti da ¢e se korisnim pokazati izdvajanje odredene mjere ,,izduZenosti”
elipse (vidjet ¢emo da se to ocituje u kvalitativno drukcijem ponaSanju sustava s razli¢itom ,,iz-

duZeno§c¢u” relevantnih elipsa). U tu svrhu definiramo elongaciju elipse kao kvocijent duljina



velike i male poluosi, respektivno, tj. e = #. VeliCina pripadna ovoj koja se takoder javlja u
1

ISHIS

literaturi naziva se inverzni omjer, ocekivano dan izrazom e~

MozZe se pokazati da je, u skladu s Definicijom 2.1.1, jednadZba elipse s tim iznosima polousiju
P, . " . e . . .

oblika 5 + 37 = 1. Prije nego Sto promotrimo opcenitiji primjer elipse u ravnini, uvedimo

njenu tzv. parametarsku jednadzbu s parametrom ¢ € [0, 27):
z(t) = acos(t)

y(t) = bsin(t) .

6]

Sada je evidentno da proizvoljnu elipsu u ravnini mozemo dobiti kombinacijom transformacija
one sa (A) dijela Slike 2.1.1. To formalno provodimo rotiranjem elipse za proizvoljan kut
te potom njenom translacijom u koordinatnoj ravnini, procesom koji odgovara preslikavanju
slijedeceg oblika:

x(t) = acos(t) cos(¢’) — bsin(t) sin(¢”) + 2° |

y(t) = acos(t) sin(¢°) + bsin(t) cos(¢®) +1° , ()

te0,2m) .
Ovako dobivena elipsa ocito je jednake veli¢ine kao i ona od koje kre¢emo. Primjer elipse sa
ishodiStem u tocki (29, 3°) &ija velika poluos zatvara kut ¢° s x-osi koordinatnog sustava prika-
zan je na (B) dijelu Slike 2.1.1.
Na kraju napomenimo da ¢e nam pojam ,,elipsa” do kraja procesa strukturiranja matematic-

kog okvira, a i nadalje, oznacavati dio ravnine omeden elipsom, odnosno skup tocaka za koje

.. . 2 2
vrijedi 73 + & < 1.

2.1.2 Voronojev dijagram

U ovom ¢emo odjeljku definirati pojam Voronojeve Celije kao temeljnog za naSe istraZivanje te
opisati nekoliko relevantnih svojstava Voronojevih dijagrama koji se od tih Celija sastoje. No,

prije toga doti¢emo se nekoliko pojmova teorije mjere.

Definicija 2.1.2. Euklidska udaljenost d(T},T,) dvaju tocaka odredenih koordinatama T (x1, y1)

i To(xe,ys) u R? dana je izrazom

A(T1, T) = (w2 — 20 + (g — w)° 3)

Umjesto pojma ,,euklidska udaljenost” nadalje koristimo samo ,,udaljenost”.

Iz definicije udaljenosti to¢aka moZemo konstruirati i onu za udaljenost medu tockom i



skupom dimenzije veée od 0. Neka je S C R?. Tada za neki z € R? definiramo njegovu
udaljenost od skupa S, d(z, 5), kao infimum skupa udaljenosti z i svih to¢aka iz skupa S, tj.
d(z,S) =inf d(z,72) . 4)
Z'eS
Uo¢imo da za z € S vrijedi d(z, S) = 0.

Opremljeni opcenitijom definicijom udaljenosti, moZemo motivirati pojam Voronojeve Ce-
lije. Pretpostavimo da promatrana ravnina sadrZi n nepraznih podskupova p;, i € {1,2,...,n}.
Ono §to Zelimo je podijeliti ravninu na n dijelova V; (p;), i € {1,2,...,n}, koje éemo nazivati
Voronojeve Celije, a imaju svojstvo da su sve tocke koje sadrzi i-ta ¢elija od svih podskupova
ravnine najbliZe upravo podskupu p;. Iako se ove Celije i dijagrami opCenito definiraju za prostor
proizvoljne dimenzije, mi éemo se u tijeku ovog istraZivanja, motivirani uzorcima koje modeli-

ramo, ograniciti na 2D sustave.

Definicija 2.1.3. Voronojevu éeliju Vi (p;) koja odgovara podskupu p; za dani skup podskupova
ravnine p = {p; i1 C P, gdje je P pravokutnik u R?, definiramo kao

Nadalje, skup V = {‘A/j(pj)}?zl nazivamo Voronojev dijagram od p.

Slika 2.1.2: Primjer Voronojevog dijagrama u 2D sa oznacenim Voronojevim ¢elijama i njihovim toc-

kastim generatorima.



Skupove p; zovemo generatorima Voronojevih Celija.

Nakon §to uvedemo skraceni naziv za Voronojevu Celiju ‘A/,(pl) ~ Vi prikladnim se pokazuje
definiranje nekoliko pojmova kljucnih za analizu Voronojevih dijagrama i to o¢itim oznakama.
Tako ¢emo skupove r(‘A/;-, ‘7J) =Vin VJ za i # j nazivati rubovima Voronojevih Celija Vii ‘7J
Otito je da za z € r(V;, V;) vrijedi d(z,p;) = d(z, p;). Skup svih rubova koji okruZzuju Voro-
nojevu Celiju Vi zovemo granica od Vi, dok pojam vrha u Voronojevom dijagramu predstavlja

tocku jednako udaljenu od bilo koja tri generatora Celija. Konacno, maseni centroid Vorono-

J¢, zdady  [; ydxdy L.
T dedy [y dedy ) U daljnjem

tekstu pojam ,,maseni centroid” zamjenjujemo pojmom ,,centar mase”.

jevog podrucja V; u xy ravnini je tocka dana izrazom ¢; = (

Definicija 2.1.4. Centroidni Voronojev dijagram je Voronojev dijagram s generatorima {p; };?:1

za koji vrijedi da je p; = ¢;, Vi € {1,2,...,n}.

Iz definicije je ocito da su generatori centroidnog Voronojevog dijagrama tocke.

Za nase je istrazivanje kljucna situacija u kojoj su generatori Voronojevih celija elipse. To
samo implicira da ¢e neprazni poskupovi ravnine p; iz Definicije 2.1.3 biti elipse. Jedan primjer
tog tipa Voronojevog dijagrama dan je na Slici 2.1.3 (plave kruznice dane su kao pokazatelj jed-
nakih udaljenosti vrhova od okolnih elipsa generatora). Motivacija ovako specificnog odabira
generatora bit ¢e dana kasnije.

Morfoloske mjere Voronojevih celija

Nakon definicije i prikaza nekoliko vrsta Voronojevih dijagrama, zadrZat ¢emo se na analizi tzv.
morfoloskih mjera Voronojevih ¢elija. To su, neformalnim rje¢nikom, veli¢ine karakteristi¢ne
za pojedine Celije i, kao Sto ¢emo vidjeti, usko su povezane sa samim rasporedom celija unutar

dijagrama. Mjere su slijedece:
1. PovrSina Celije
2. Opseg Celije
3. Elongacija Celije
4. Broj Celija s kojima Celija grani¢i
5. Aritmeticka sredina duljine kontakata Celije s ostalim Celijama
6. Standardna devijacija duljine kontakata Celije s ostalim Celijama

7. Udaljenost centra mase Celije od ishodista pripadne generirajuce elipse



Slika 2.1.3: Primjer Voronojevog dijagrama s elipsama kao generatorima Voronojevih Celija. Plave

kruZnice eksplicitno pokazuju da su vrhovi podjednako udaljeni od okolnih elipsa generatora.
8. Orijentacija Celije

Iako su za potpuno razmatranje sustava sve navedene morfoloske mjere relevantne, u ovom
¢emo se istrazivanju zadrZati na onima koje najintenzivnije utjecu na strukturu Voronojevog
dijagrama, a to su povrsina i elongacija Celije te udaljenost centra mase Celije od centra gene-
rirajuce elipse. Ove tri veli¢ine grafic¢ki su prikazane na Slici 2.1.4. Napomenimo da je Voro-
nojeva Celija sa slike jasnoce radi prikazana bez okolnih. Tako crni krug oznacava tocku koja
Celiju generira, dok crni peterokut oznacava centar mase Celije. On takoder predstavlja i centar
mase elipse koja je skicirana, a ona se dobije zahtjevom da su momenti inercije Celije i elipse
oko pravaca koji sadrze poluosi jednaki. Elongaciju tako dobivene elipse poistovjecujemo s

elongacijom same Celije.

2.2 Algoritam slucajnog pakiranja elipsa
2.2.1 Pakiranje

Problem pakiranja u matematici obuhvaca Sirok spektar primjena te je stoga vrlo opcenit. Na
neformalnoj razini pakiranje percipiramo kao nacin rasporedivanja odredenog broja objekata u

odredenom dijelu prostora. Od ovakve nespecifi¢ne definicije mozemo se znacajno odmaknuti



Slika 2.1.4: Graficki prikaz tri relevantne morfoloske mjere izdvojene Voronojeve Celije: (A) povrSina,

(B) elongacija dana kao e = ¢ te (C) udaljenost centra mase Celije i njenog generatora Ry

ako promatranje ograni¢imo na dvodimenzionalan sustav, tj. ravninu i kao objekte koje paki-
ramo uzmemo upravo elipse. Na njih namecemo uvjet koji se ve¢ moZe naslutiti, a kasnije ée
biti oCit - ne smiju se preklapati. Vodeni ovakvim idejama, odmah se javlja nekoliko o€itih pi-
tanja. Npr. kako implementirati algoritam koji ¢e vrSiti prikladnu simulaciju ovoga pakiranja?
Prije nego se uhvatimo u kostac s tim detaljima, formalizirajmo sam pojam pakiranja za ovaj

poseban, nama relevantan sustav.

Definicija 2.2.1. Neka su dani skup elipsa E = {E;|E; je elipsa, i € {1,2,...,n}, n € N}
i pravokutnik P u R?. Pakiranje elipsa uredeni je par (E, P) takav da su poloZaji i rotacije

elipsa E; proizvoljni Vi € {1,2,...,n} do na slijedece uvjete :
s FECP,
e Vi je{l,2,..n}it] = ENE=0.

Konkretni uzorci koje analiziramo motiviraju promatranje pozadinske 2D strukture kao pra-
vokutnika.

Vizualizaciju dopustenih i nedopuStenih reZima u kojima se nalaze elipse 1 pravokutnici vr-
Simo putem Slike 2.2.1. Tako je raspored elipsi prikazan na prvom dijelu slike dozvoljen jer
je konzistentan sa zahtjevima Definicije 2.2.1 , dok oni na ostalima nisu - drugi nije u skladu s

prvom tockom spomenute definicije, treéi s drugom, a Cetvrti s obe.

B C O

(B ) B T 6 B B @
—

& e |l&_—

Slika 2.2.1: Prikaz razli¢itih reZima sustava: (A) dio slike predstavlja dozvoljeni, a ostala tri nedozvoljene

A D

zbog (B) prvog, (C) drugog i (D) oba uvjeta Definicije 2.2.1, respektivno.

Kako nam je cilj opis realnog tkiva, prije definiranja ikakvih dodatnih svojstava ili koriStenja

metoda koje ureduju elipse, uvedimo vrlo intuitivan pojam slu¢ajnog pakiranja elipsa. Pri tom



imajmo na umu da je elipsa u ravnini potpuno odredena veliCinama svojih poluosiju a i b te

svojim poloZajem i orijentacijom. Potonje zadajemo veli¢inama z?, 39 te ¢).

Definicija 2.2.2. Sluc¢ajno pakiranje elipsa jest pakiranje elipsa u kojem su velicine 1%, y? te

0 v . .
@; slucajno generirane.

Iz prethodne definicije odmah proizlazi nekoliko o€itih pitanja, od kojih se vec¢ina temelji na
konkretnom nacinu postizanja spomenute slucajnosti u sustavu. Ovaj problem ¢emo detaljnije
diskutirati, ali prije toga uvodimo jo$ jednu bitnu mjeru promatranog sustava. Intuitivno je
oCito da postoje slucajevi u kojima Ce bilo kakvo, pa i sluajno pakiranje elipsa biti nemoguce.
Egzaktni primjeri ove pojave su sustavi u kojima je povrSina elipsa veca od povrSine samog
pravokutnika. Motivirani njima, uocavamo da se isplati uvodenje odredene mjere koja bi u sebi
nosila informaciju o povrs§inskom udjelu elipsa u pravokutniku koji ih sadrZi pa stoga definiramo
prikladnu veli¢inu, imajuéi na umu da je povrSina elipse s veli¢inama poluosiju a i b dana

izrazom mab.

Definicija 2.2.3. Za dano pakiranje elipsa (E, P) u R? povrsinski udio elipsa u pravokutniku

p odreden je izrazom

. Z?:l Waibl‘
P4

gdje A oznacava povrsinu pravokutnika P.

; (6)

Iz Definicija 2.2.11 2.2.3 ocito je da je p € [0, 1).

Na kraju ovog dijela analize, zadrzimo se nakratko na diskusiji istinske sluc¢ajnosti opisa-
nog pakiranja. Njoj je najlakSe pristupiti promatranjem jedne iteracije algoritma za pakiranje.
Translaciju 1 rotaciju za slu¢ajno odabran pomak i kut neke od elipsa prihvaCamo samo ako
se ukupan presjek svih elipsa nije povecao. Ovakav tip promjena u sustavu ocito sveukupno
vodi na smanjenje ukupne povrSine presjeka te omogucava pronalazak pakiranja, ukoliko ono
postoji. Iz ovih razmatranja je jasno da ovakva raspodjela u sustavu nije uistinu slucajna -
postoje uvjeti po kojima diskriminiramo odredene konfiguracije naspram drugih. Preciznija bi
klasifikacija ovaj algoritam svrstala u algoritme stohasticke optimizacije. On optimizira sustav
uz ukupnu povrSinu presjeka svih elipsa kao relevantan parametar. Valja napomenuti i da se
trenutno smatra da ovakav algoritam reproducira pakiranje koje je najslicnije pakiranju koje
maksimizira entropiju (vidi [4]) - u vidu ove Cinjenice opravdano je koristiti pojam slucajnog

pakiranja, Sto éemo mi i €initi u nastavku ovog rada.



2.2.2 Periodi¢ni rubni uvjeti

Razmatranjem pakiranja (F, P) kao sustava koji se sastoji od skupa elipsi E i pravokutnika P,
namece se zakljucak da se elipse na rubovima nece ponasati jednako kao i one koje su dublje
unutar pravokutnika. Naime, one na rubovima imaju manje elipsa kao susjeda te je korelacija
sa njima koja slijedi iz uvjeta nepreklapanja ocito opCenito drukcija nego ona s fiksnim rubom
pravokutnika. Iz toga je jasno da se u svrhu preciznosti naSeg opisa isplati na neki nacin neutra-
lizirati rubne uvjete - ovo bi vodilo na konzistentniji model i ocito bi smanjilo razlike izmedu
rubnih i srediS$njih elipsa. To postiZemo koriStenjem tzv. periodi¢nih rubnih uvjeta - dani pra-
vokutnik P repliciramo u oba smjera ravnine tako da se novi sustav sastoji od starog s Cetiri
replicirane Celije nadodane. Da bismo dali matematicki znacaj ovakvih rubnih uvjeta, pretpos-
tavimo da horizontalna koordinata = u pravokutniku P poprima vrijednosti iz intervala [a, b], a
y iz [c, d] uz pokrate Ax = (b — a) i Ay = (d — ¢). Tada Ce se tocka koja u P ima koordinate
(20, yo) identi¢no preslikati u tocke (z¢ + Az, yo), (zo — Az, vo), (o, Yo + Ay) i (20, yo — Ay)
u susjednim pravokutnicima, kao $to je prikazano na (A) dijelu Slike 2.2.2. Sada ovaj proces
ponovimo za susjedne reSetke te potom cjelokupni postupak iteriramo beskonacan broj puta.
Valja napomenuti i da je sada pakiranje Cije elipse izlaze iz pravoutnika P dozvoljeno ako se

periodicki ponavlja, sukladno prikazu na (B) dijelu Slike 2.2.2.

A B

Ywo.10 + Ay) (QQ ?Q ?Q 7
(0 — Ar30) @ow0) | @0+ Aayo) (QQ (?Q (?Q "

== 0=0

Slika 2.2.2: (A) Proces generiranja beskonacne reSetke pravokutnika koja nastaje kao posljedica periodic-

nih rubnih uvjeta te (B) primjer prethodno nedozvoljene konfiguracije sustava koja je zbog periodi¢nih

rubnih uvjeta sada dozvoljena.

Bitno obiljeZje ovakvog procesa jest Cinjenica da p kao bitan parametar opisa sustava ostav-
lja invarijantnim.
2.2.3 Logicki slijed algoritma slucajnog pakiranja elipsa

Pokusajmo sada pronadi sistemati¢an nacin postavljanja elipsa koji ¢e donekle reproducirati

rezim slucajnosti u rasporedu samih elipsa te istovremeno biti raCunalno izvediv. Bez mnogo
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razmiSljanja lako se uocava da je jedno rjeSenje problema pozicioniranja elipsa upravo njihovo
istovremeno postavljanje. Glavni nedostatak ovakvog pristupa leZi u tome da racunalo s objek-
tima kojima bismo manipulirali (u ovom slucaju elipsama) operira serijski - kada proces pre-
vodimo u algoritam odustajemo od ideje istovremenog postavljanja. Jos jedan primjer naizgled
mogudeg, ali loSeg algoritma za generiranje slu¢ajnog rasporeda elipsa unutar pravokutnika bilo
bi postavljanje jedne po jedne elipse, nasumicno odabranih iz £. Ovo rjeSenje donekle reprodu-
cira Zeljeni rezultat u slu¢aju malenog p, no za veci p o€ito nije dobro. Naime, lako je moguce
da dodemo do situacije u kojoj je dio elipsa iz skupa E pravilno postavljen na P, ali tako da su
elipse rasporedene bez moguénosti dodavanja ostalih jer bi se sjekle s nekima od ve¢ dodanih.
Primjer ovakvog problema dan je na Slici 2.2.3. Na njenom (A) dijelu vidimo da za tako za-
dane E' i P pakiranje postoji, no na (B) je prikazan mogu¢ raspored nakon kojega elipsu E3 ne

mozZemo postaviti na P tako da zadovoljimo svojstva pakiranja. Nakon identifikacije nekoliko

—
= o

Slika 2.2.3: Na (A) dijelu slike dano je jedno pakiranje sustava, a na (B) moguca situacija u tijeku

algoritma postavljanja jedne po jedne elipse koja dovodi do nemoguénosti smjeStanja konacne elipse Fs.

problema koji znacajno ogranicavaju skup potencijalnih algoritama, konstruirajmo jedan koji
¢e biti od koristi. Vrlo intuitivan nacin rasporedivanja objekata bilo kakve vrste koji primje-
njujemo u svakodnevnom Zivotu je postavljanje maksimalno njih u sustav bez ikakvog reda te
potom protresanje cijelog sustava tako da se oni posloZe zauzimajuci §to manji dio prostora.
Formalizacija ovog pristupa dana je u [9], a njegov logicki slijed opisan je slijedecim postup-
kom. Odaberemo sve elipse iz skupa £ i nakon njihovog razmjernog smanjivanja pridruzimo
im ishodiSta slucajno generiranih tocaka unutar pravokutnika i na takav sustav nametnemo pe-
riodi¢ke rubne uvjete. Zbog prirode algoritma opisanog u [9] pretpostavka da se te elipse ne
sijeku je opravdana. Sada ulazimo u glavni dio algoritma. Ako elipse nisu zadanih veli¢ina
(onih koje su imale prije smanjivanja), povecavamo ih za prikladno odabran faktor skaliranja.
Nakon povecanja analiziramo ukupnu povrSinu presjeka svih elipsa te ukoliko je ona jednaka
0, vratimo se na prethodni korak (povecavanje). U suprotnom, odaberemo jednu od elipsa te ju
translatiramo pa rotiramo. Ako se presjek te elipse s ostalim elipsama nakon ovoga koraka nije

povecao, taj korak prihvacamo te se vraéamo na provjeru ukupne povrsine presjeka svih elipsa.
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Inace, tj. ako se presjek povecao, taj korak odbacujemo i ponovno nasumi¢no biramo jednu
elipsu. Ovaj postupak graficki je prikazan dijagramom toka na Slici 2.2.3. On nam daje jo§
Ci$¢i uvid u poveznicu izmedu njega i procesa protresanja - slicnost je u samom postupku tran-
sformacije elipsa koji matematicki odgovara tom procesu, ali za pojedinacne elipse. Rezultat

viSe iteracija je upravo protresanje cjelokupnog sustava.

smanjene
elipse
nasumi¢no
postaviti u

pravokutnik

povecdati

izlaz:
sve elipse

(:L‘(), Yo, ¢0)
za odreden

za sve
faktor

elipse
P skaliranja

nasumic¢no
odabrati pa
translatirati
te rotirati

jednu elipsu

prihvatiti
korak

Slika 2.2.4: Dijagram toka algoritma koji koristimo za pakiranje elipsa.

2.3 Lloydov algoritam i hiperuniformnost
2.3.1 Lloydov algoritam

Klju€an dio naSeg istraZivanja temelji se na tzv. Lloydovom algoritmu za centroidne Vorono-
jeve dijagrame. To je algoritam koji iterativnim putem konfigurira skupove toCaka. Preciznije,
tijekom svake iteracije konstruira Voronojeve Celije za skupove tocaka te potom za svaku od
Celija pronalazi centar mase. Nakon toga tocke iz pocetnog skupa zamjenjuje centrima mase

pripadnih Voronojevih Celija. Logicki slijed algoritma koji koristimo dan je modificiranjem veé
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dostupnog oblika:[21]
Za zadan pravokutnik P i prirodni broj /V:

1. Skupove to¢aka iz skupa p = {p;}¥, nasumi¢no rasporedimo po P.
2. Konstruiramo Voronojev dijagram V za koji su tocke iz p generatori.

3. Skup p zamijenimo skupom generatora istih veli¢ina i oblika, ali kojima se centri masa

poklapaju s centrima masa pripadnih Voronojevih ¢elija.

4. Ako novonastali skup p zadovoljava uvjet p; N p; = 0,Vi,j € {1,2,...,N},i # j, itera-
ciju zadrzimo i vratamo se na prvi korak kao znak ulaska u novu primjenu algoritma. U
slucaju postojanja presjeka generatora, iteraciju takoder zadrzimo, ali uz nasumican oda-
bir jedne elipse koju na slucajan nacin translatiramo i rotiramo. Ako se ukupna povrSina
presjeka smanji na 0, vraéamo se na korak 1. U suprotnom, nasumi¢no odabiremo novu
elipsu za translaciju 1 rotaciju te ponavljamo ovaj postupak sve dok povrSina presjeka ne

bude 0.

Matematicki, ovaj algoritam minimizira tzv. funkcional energije £ (V, p) za dan Vorono-

jev dijagram Vi skup generatora p:

(V) =3B (n) =3 [ @ @poar. a)
i=1 i=1 /Vi
gdje je d udaljenost iz Definicije 2.1.2. Izraz (7) implicira da je energija pojedine Celije u biti
njen moment inercije.

Iz matematickog i logi¢kog iskaza Lloydovog algoritma ocito je da proizvoljni pocetni Vo-
ronojev dijagram pretvara u centroidni Voronojev dijagram, tj. da radi do konvergencije izraza
(7) ili dok ga mi ne prekinemo. Inkrementalnom minimizacijom tog funkcionala kroz pojedine
iteracije algoritma u sustini precizno podeSavamo stupanj do kojeg Zelimo da se na$ dijagram
pribliZi centroidnom - pretvorba je postupna.

Kao uvid u dva bitno razliCita efekta koje ovaj algoritam moZe imati na sluCajna pakiranja,
promotrimo Sliku 2.3.1. Na njenom (A) dijelu prikazujemo sustav s p = 0.51 e = 2 za koji
algoritam ne generira centroidni dijagram niti uvodi uredenje u sustav, na lijevoj slici je pri-
kazano pakiranje prije iteracija, a na desnoj nakon 1000te. S druge strane, na (B) dijelu iste
slike uo¢avamo da je djelovanje algoritma na pakiranje s p = 0.5 1 e = 1.25 upravo suprotno
- ureduje ga i pripadni dijagram pretvara u centroidni. Ovakve drasti¢ne razlike u evolucijama
ve¢ impliciraju da ¢emo za razne p i e primijetiti Sirok spektar ponasanja - za sve kombinacije

ovih parametara detaljna ¢e diskusija biti dana kasnije.
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Slika 2.3.1: Graficki prikazujemo dva sustava prije (lijevo) i nakon primjene 1000 iteracija Lloydovog
algoritma (desno) koji pokazuju bitno razli¢itu evoluciju. Tako za sustav na (A) dijelu slike vrijedi

p=0.51e=2,dok je za onaj na (B) dijelu p = 0.51e = 1.25.

2.3.2 Hiperuniformnost

Opis lokalnih fluktuacija gustoce u sustavima sastavljenima od vise tijela predstavlja bitan dio
Sireg skupa znanstvenih disciplina, preko opisa strukture svemira na velikim prostornim ska-
lama do modeliranja rasporeda stabala u Sumi. U prethodno spomenutim slucajevima, a i u
naSem istrazivanju, od interesa je karakterizacija varijance lokalnog broja tocaka za op¢i uzo-
rak njihova rasporeda. Takva analiza vodi na informaciju o fluktuacijama gustoe elemenata
sustava.

Relevantnim se pokazuje koncept hiperuniformnosti. Mi ¢emo ga definirati za raspored
odredenog skupa toCaka - hiperuniformna konfiguracija skupa tocaka je ona kojoj brojevna
varijanca o2 pridruZena broju toaka u nekom lokalnom podrudju raste sporije od samog po-
drucja tijekom njegova povecanja. U slucaju lokalnog podrucja kao kugle radijusa R u d-
dimenzionalnom Euklidskom prostoru R? hiperuniformnost bi implicirala da varijanca o2 (R)
raste sporije od R¢. Ovo implicira da su hiperuniformni to¢kasti uzorci karakterizirani i¢ezava-
jucim fluktuacijama gustoce za iznose valnih duljina koji teZe u beskonacnost te da obuhvacaju
kristalne, kvazikristalne i posebne neuredene viSecCestiCne sustave. Stupanj potisnutosti fluktu-
acija gustoce za velike iznose valnih duljina pruza konzistentan nacin sustavnog poretka kris-

tala, kvazikristala i spomenutih neuredenih sustava. Potonje moZemo promatrati kao potpuno
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novo stanje neuredene materije - poput kristala ili kvazikristala potiskuju energijske fluktuacije,
ali i kao tekucine i stakla statisti¢ki su izotropne strukture bez Braggovih maksimuma. Stoga,
mozemo reci da hiperuniformni neuredeni sustavi posjeduju unutarnje uredenje koje je viljivo

tek na ve¢im duljinskim skalama.

2.3.3 Strukturni faktor

Karakterizaciju hiperuniformnih sustava moZemo vrSiti, osim na prethodno dan nacin, 1 putem
tzv. strukturnog faktora. Prije no $to to u¢inimo, definiramo skup korisnih veli¢ina. Kako tak-
vih ima mnogo, zadrzavamo se samo na njihovom uvodenju i kratkim motivacijama.
Promotrimo sustav od N € IN estica sa poloZajima opisanima skupom veli¢ina 7 =
{7, 7, ...}. Ovaj skup mozemo opisati funkcijom gustoée vjerojatnosti Py (FN ) U tom slu-
Caju Py (FN ) dN predstavlja vjerojatnost da &esticu i pronademo u dijelu volumena u rasponu
od dr; oko tocke 7, gdje je diN = drydry- - - diy element volumena u N-dimenzionalnom
Euklidskom prostoru. ¥Vn € IN;n < N moZemo definirati tzv. reduciranu funkciju gustoce

putem
~ N! SN 7N—n
Pn(r):m/v”'/vpjv(r)dr : ®)
gdje je uvedena pokrata di¥ " = di, 1 1dF, - - - dFx, a V oznadava ukupan volumen sustava.
Iz definicije je o€ito da je veli¢ina p,, (™) di™ proporcionalna vjerojatnosti pronalaska bilo kojih
n (< N) Cestica sa rasporedom 7 unutar volumnog elementa d7”. U skladu s ovom interpre-

tacijom, vidimo je da je svaka od vrijednosti p, () nenegativna. Da bismo dobili uvid u njih,

napomenimo da jednocesti¢na funkcija p; (1) odgovara konstantnoj brojevnoj gustoci Cestica

p:
- . N

pr(f)=p= lim — . )

Prethodni je limes u literaturi poznat kao tzv. termodinamicki limes kojeg odsada pretpostav-

ljamo za promatrane sustave. Potom definiramo n-Cesti¢nu korelacijsku funkciju putem izraza

gn (M) = —=— . (10)

U sustavima bez uredenja na veéim prostornim skalama i u kojima su Cestice medusobno jako
udaljenje p,, (™) — p" pa prema jednadzbi (10) vrijedi g,, (") — 1. Stoga, odstupanje ove
veli¢ine od 1 u sebi nosi informaciju o stupnju prostornih korelacija medu Cesticama u sustavu,
a jedinica odgovara iS¢ezavanju korelacija. Uz ovo, vazno je definirati slijede¢i pojam koji

opisuje korelacijsko vezanje dvaju Cestica.
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Definicija 2.3.1. Korelacijska funkcija para dvaju Cestica 1 i 2 g15 (T12) dana je izrazom

gs (F1a) = 22712) (11)

Rt

gdje je uvedena oznaka 7i; = 7; — T5.

Prije definicije samog strukturnog faktora, preostaje nam jo$ jedan dio matematicke slaga-

lice - Fourierov transformat.

Definicija 2.3.2. Trodimenzionalni Fourierov transformat I funkcije f na R? odreden je izra-

zom

I 1 o ik T 7
FUII = o [ 109 ar (12)

Imajudéi sve navedene pojmove na umu, u mogucnosti smo uvesti veli¢inu koju ¢emo koristiti
pri karakterizaciji uniformnosti sustava i to vr§imo putem Fourierovog transformata korelacijske
funkcije para.

-

Definicija 2.3.3. Strukturni faktor S(k) definiramo kao
S(k) =1+ pF [go — 1] (k) . (13)

Poveznicu strukturnog faktora s pocetnom diskusijom hiperuniformnosti koja se temeljila
na razmatranju raspodjele broja Cestica mozemo vidjeti iz alternativne definicije. Valnu duljinu
koja pripada iznosu valnog vektora k = \E | uvodimo relacijom k = 27” Sada strukturni faktor za
populaciju od N Cestica na poloZajima 7; moZemo izraziti promatranjem apsolutne vrijednosti

slijedece sume u termodinamickom limesu:

S(k) = % (14)

Ova veli¢ina u tom limesu konvergira ka strukturnom faktoru za vrijednosti iznosa valnog vek-
tora k > (. Takoder, moZe se pokazati da su dane definicije strukturnog faktora ekvivalentne.
Nedavna istraZivanja (npr. [20]) upuéuju na zanimljiv fenomen. Ako promatramo raspo-
djelu objekata u nekom dijelu prostora, preferirana (minimizira (7)) je ona u kojoj su pojedini
objekti slicne veli¢ine. Ovaj uvjet odreduje uzi dio cjelokupnog spektra problema pakiranja
na koji ¢emo se mi fokusirati, pod nazivom ,,Quantizer Problems”, a konkretan zadatak nam
je 2D modeliranje pravokutnika koje minimizira navedeni funkcional. Taj postupak potpuno
je ekvivalentan maksimizaciji centralnosti u sustavu, $to je najocitije iz opisa logickog slijeda

Lloydovog algoritma. Nakon jako velikog broja njegovih iteracija (reda veli¢ine 10%) vidljivo
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je da konfiguracije sustava konvergiraju neuredenim stanjima koja su povezana s lokalnim mi-
nimumima tog funkcionala. Ova su stanja univerzalna u kontekstu njihove neovisnosti o jako
velikom broju bitno razlicitih pocetnih uvjeta iz kojih zapocinjemo primjenu algoritma. To je
najpreciznije vidljivo u raspodjeli strukturnih faktora za razlicite sustave. Naime, Lloydov al-
goritam stanja pocetno izrazito raznolikih strukturnih faktora nakon navedenog broja iteracija
efektivno svodi na jednaka u tom pogledu - strukturni faktori im se ne razlikuju osim do na
statisticke pogreske. Usto, pokazuju i ve¢ najavljeno potiskivanje fluktuacija gustoée za velike
iznose valnih duljina i druge elemente koji ih ¢ine hiperuniformnima. Bitno je napomenuti da
je prethodna analiza provedena za djelovanje navedenog algoritma na Voronojeve dijagrame s
toCkastim generatorima. Stoga, bitan zakljucak ovog rada bit ¢e analiza utjecaja algoritma na
dijagrame s elipsama kao generatorima. VaZnost strukturnog faktora dolazi do izrazaja jer nje-
govo ponasanje u danom limesu velikih valnih duljina (k — 0) govori o fluktuacijama gustoée
u sustavu. Preciznije, poznavanjem njegove funkcionalne ovisnosti moZemo ispitati pojavu hi-
peruniformnosti, tj. ako je é@_?)?g k*S(k) = 0, odnosno u tom limesu konvergira ka nuli brze
nego funkcija k2, kaZemo da je sustav hiperuniforman. Primijetimo da je ovakav uvjet u skladu
s poc¢etnom definicijom hiperuniformnosti. Analizirajuci ovo, provjeriti ¢emo vodi li Lloydov
algoritam na hiperuniformnost dijagrama s elipsama generatorima kao Sto to radi za one s toc-

kastima.

17



3 FIZIKALNA POZADINA IDEJE

Ovo je istrazivanje, kao Sto je spomenuto u uvodu, motivirano analizom realnih tkiva koja poka-
zuju ponaSanje kakvo smo se trudili $to vjernije reproducirati. Ve¢ je navedeno da bi mogucnost
kvalitetnog modeliranja stanica epitela vodila na konzistentnu sistematizaciju tkiva prema nji-
hovim devijacijama od zdravih. Toc¢nije, otvorila bi vrata automatizaciji procesa analize epitel-
nog pokrova te time zakoracila ka ubrzanju dijagnosti¢kog procesa, a potom i samog lijeCenja.
Kako napredujemo kroz diskusiju rezultata rada, pojmove koje smo uveli tijekom matematic-
kog uvoda postupno ¢emo povezivati s konkretnim parametrima promatranih struktura te na taj
nacin stavljati dosad stroge matematicke termine u perspektivu bioloSkih sustava. Za pocetak
valja uociti da, iako su sve realne strukture trodimenzionalne, cjelokupan formalizam koji smo
prethodno razvijali opisuje dvodimenzionalne sustave. Ovakav je pristup opravdan ¢injenicom
da su uzorci tkiva koje promatramo debljine jedne stanice, tj. u pogledu samih stanica imaju
najmanji moguci raspon trece dimenzije (okomite na ravninu u koju postavljamo tkivo) koju
smo izuzeli iz razmatranja. Nadalje napominjemo da dijelovi tkiva koja promatramo pokazuju
tendenciju grupiranja u kruzZne kolonije. Primjer takve kolonije dan je na Slici 3.0.1[5], sa refe-

rentnim mjerilom koje omogucava vizualizaciju veliCine sustava. Ovakva konfiguracija stanica

Slika 3.0.1: Uvecana slika kruZne kolonije stanica koje ¢ine jedan uzorak tkiva.

vodi na razlike u gusto¢i medu pojedinim dijelovima kolonije. Na samom je rubu gustoca sta-
nica manja i povecava se priblizavanjem srediStu, $to se na slici o€ituje u vidu promjene njene
boje. Kao i prije, ovakav efekt nehomogenosti nam je cilj izbjeci, a to ¢inimo promatranjem

lokalnih odsjecaka tkivnih grozdova koji su pribliZzno homogeni. Primjeri dva takva odsjecka
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prikazani su na Slici 3.0.2[5] koja nas izravno vodi do glavnog dijela naSe motivacije. Na (A)

A

Slika 3.0.2: Na (A) dijelu slike prikazan je lokalni uzorak kruZne kolonije u tkivu i elipse pridruZene jez-
grama stanica na osnovu jednakosti njihovih momenata inercije, a na (B) Voronojev dijagram generiran

jezgrama drugog uzorka.

dijelu te slike vidimo siva podrucja koja od pravilnih geometrijskih likova ocito najviSe odgo-
varaju elipsama. VaZnost tih podrucja lezi u Cinjenici da predstavljaju upravo jezgre stanica
epitela, a njihova vidljivost naspram ostatka tkiva postignuta je ubrizgavanjem fluorescentne
tekuc¢ine u MCDK-II tkivo pseceg bubrega. Ta opservacija odreduje elipse kao generatore Vo-
ronojevih Celija kojima poplo€avamo promatrani 2D sustav - one predstavljaju jezgre stanica
tkiva. Prisjetimo se da je krajnji ishod istrazivanja konzistentan opis tkiva u svrhu unaprijedenja
dijagnostickih metoda u modernoj medicini, a razumno je za ocekivati da na§ model s elipsama
to radi bolje nego onaj s toCkastim generatorima. Potvrdu ove slutnje nalazimo u dostupnoj
literaturi[19] - 1ako su se prije koristili centri masa kao generatori, modeli s elipsama pokazuju
znacajno vecu preciznost.

Nastavno na ovo, (B) dio Slike 3.0.2 prikazuje sli¢nu situaciju. Ponovno odabiremo elipse
kao generatore Voronojevih €elija i pridruZujemo ih jezgrama zahtijevajuéi da im momenti iner-
cije odgovaraju, no ovaj put ih preglednosti radi ne crtamo. Na osnovu toga sastavljamo Vo-
ronojev dijagram i njime potpuno prekrivamo na$ lokalni uzorak tkiva. Sada nam se namece
bitno pitanje: Sto tocno predstavljaju rubovi Voronojevih Celija, tj. kako ih stavljamo u pers-
pektivu bioloske strukture tkiva? Ocekivan odgovor je da one predstavljaju membrane stanica.
Pokazuje se da ovakav model dobro opisuje realnu situaciju te da se ovakve membrane slazu
do na ~ 90% sa tkivom i da je opravdano koristiti jednodimenzionalne linije jer je uoceno da
membrane realnih tkiva nemaju ravninsku strukturu. Prvu tvrdnju mozemo vizualno pojmiti
putem Slike 3.0.3[5]. Prije njene analize napominjemo da je na osi apscisa dana tzv. vjerojat-

nosna funkcija gustoce (VFG) koja oznacava udio ¢elija u sustavu s odredenim svojstvom, u
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ovom slucaju s povrSinama ili elongacijama odredenih iznosa. Ekvivalentno, moZemo reci da

prikazujemo raspodjelu broja éelija prema iznosima njihovih povr§ina, odnosno elongacija.
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Slika 3.0.3: Graficki prikaz usporedbe raspodjela povrSina i elongacija Celija sluajnog pakiranja i re-
alnog tkiva. Vidimo da su raspodjele povrSina u jako dobrom slaganju, dok bi raspodjele elongacija za

slucajna pakiranja bilo korisno modificirati algoritmom koji ih smanjuje.

Na grafovima (A) i (C) sa ove slike vidimo primjer izvrsnog slaganja izmedu slucajnog pa-
kiranja i uzorka tkiva. No, ako promotrimo njima pripadne grafove s desne strane, tj. (B) i (D),
uocavamo odstupanje koje se javlja za raspodjele elongacija. Konkretno, raspodjela elongacija
elipsa generatora je u odnosu na pakiranje pomaknuta prema manjim vrijednostima. U kon-
tekstu ovoga ve¢ naslu¢ujemo da ¢e ovaj model, iako ve¢ pokazuje slaganje s tkivom, trebati
korigirati algoritmom koji na neki nacin raspodjelu elongacija Celija pomiCe u smjeru njenog
smanjenja.

Nastavno na prethodnu diskusiju, da bismo konacno konkretizirali egzaktnu razliku izmedu
realnog tkiva i prethodno opisanog modela te prikladno motivirali nas pristup modifikaciji po-
tonjeg, promotrimo Sliku 3.0.4, takoder preuzetu iz [5]. Jednostavna analiza ovoga grafa pre-
ciznije vodi na ve¢ spomenutu temeljnu odrednicu i najvazniji dio motivacije naseg pristupa -
centri jezgara koje generiraju Voronojeve Celije su u naSim sluc¢ajnim pakiranjima udaljenije od

centara mase samih Celija nego §to su u realnom tkivu. Vidimo da bi postupak kojim bismo
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Slika 3.0.4: Graficki prikaz usporedbe udaljenosti centra elipse do udaljenosti centra mase pripadne

Voronojeve Celije za tkivo i sluajno pakiranje jezgara.

dobili to¢niji model, kao Sto je istaknuto, u sustini trebao centre jezgara pribliZzavati centrima
mase Celija. Takve kriterije zadovoljava u uvodnom dijelu opisani Lloydov algoritam. Tako-
der, na istom grafu uo¢avamo da ni u realnom tkivu udaljenosti centara jezgara i centara masa
pripadnih Voronojevih Celija ne iS¢ezavaju pa je ocito da ¢e, ako zZelimo model koji najvjero-
dostojnije opisuje tkivo, proces iteriranja trebati prekinuti prije nego Sto se to dogodi. Stoga
analizu provodimo za Sirok raspon iteracija ovog algoritma te detaljnije diskutiramo one koje

donose uocljive promjene.
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4 REZULTATI

4.1 Fazni prostor pakiranja

Do ovoga smo trenutka definirali i diskutirali znacajan broj opisnih parametara koristenih za
karakterizaciju Voronojevih dijagrama. Unutar tog skupa, nuzno je istaknuti dvije varijable
po kojima ¢emo promatrane sustave razlikovati kroz sve graficke prikaze i diskusije - to su
povrSinski udio elipsa u pravokutniku p te njihova elongacija e. Intuitivno je jasno da Ce se
za velike razlike njihovih vrijednosti sustavi drasticno drukcije ponaSati - ovu pojavu smo vec
uocili, npr. tijekom diskusije nemogucnosti pakiranja. Podsjetimo se na to da elongacija sadrzi
informaciju o izduzenosti elipse u smjeru njene dulje poluosi - proporcionalne su veli¢ine, a
da p opisuje popunjenost pravokutnika koji ¢ini pozadinu pakiranja smjeStenim elipsama. Skup
vrijednosti elongacija elipsa unutar kojeg ¢emo razmatrati ponaSanje sustava slucajnih pakiranja
je {1,1.25,2,3.33}, a povrSinskih udjela elipsa {0.2,0.35,0.5,0.65,0.8}. Kako se povrSinski
udjeli pakiranja realnih tkiva koja su predmet naseg istraZivanja nalaze unutar intervala 0.3—0.7,
a srednja vrijednost elongacija elipsa u tkivima iznosi 1.33, vidimo da je cjelokupan raspon

sustava dobro pokriven.

4.2 Aproksimacija metode

Prije analize samih podataka koje smo prikupili i obradili, navodimo jedan bitan nedostatak
analize sustava koji ¢e u buducoj suradnji s autorom diplomskog rada [4] biti uklonjen. Naime,
prilikom izracuna funkcionala (7) samo aproksimativno primjenjujemo koncept udaljenosti na
koji smo se u ovom odjeljku referirali viSe puta. Ono Sto inace podrazumijevamo pod tim
pojmom je u skladu s izrazom (4), no u ovom slucaju predstavlja udaljenost centra elipse i
centra mase njom generirane Voronojeve Celije. Predvidamo da ¢e unaprijedenje ovog aspekta

vec izvrsno napisanog koda tijekom slijedecih istrazivanja voditi na preciznije rezultate.

4.3 Funkcional energije

Korisna analiza koja direktno karakterizira ponasanje Lloydovog algoritma za razliite struk-
ture sustava razmatranje je konvergencije funkcionala energije danog u (7). U ovom kontekstu
konvergencija oznaCava ustaljivanje funkcionala na nekoj vrijednosti porastom broja iteracija
algoritma.

Za proizvoljnu izduZenost elipsa uz jako malenu gustocu modificiranje sustava skoro uvijek

uspijeva jer imaju dovoljno prostora za preraspodjelu. Ipak, za elipse elongacije 1, odnosno
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kruZnice, ocekivali bismo da Ce se za Cak 1 velike povrSinske udjele poput 0.65 1 0.8 uspjeti
posloZiti na takav naCin da funkcional energije ima malenu vrijednost. Usprkos oznakama u
tablici za te vrijednosti gustoca, tocno to se i dogada. Oznaka samo implicira da se ta vrijednost
mnogo ne mijenja, Sto je ocekivano jer transformacija rotacije kruznice ostavlja invarijantnima
pa Ce vrijednost funkcionala biti malena i blago oscilirati oko svoje srednje vrijednosti. Tako-
der, tijekom analize oscilacija mjestimice zapaZzamo i neocCekivana blaga povecanja vrijednosti
funkcionala. Ovaj malen efekt detaljnije ¢emo diskutirati tijekom analize morfoloSkih mjera
sustava, ali ve¢ se da naslutiti da se zbog gustog pakiranja nakon velikog broja transformacija
Celija vrsi protresanje sustava jer je Sansa za njihovo presjecanje velika. Nadalje, za velike iz-
nose elongacije, poput 3.33, funkcional ne konvergira ve¢ za gustoce vece od ~ 0.3. Ponovno,
1 ova pojava je jasna u kontekstu Cinjenice da rubni dijelovi vrlo izduZenih elipsa rotacijom
znacajno viSe mijenjaju svoj poloZaj nego oni na slabije izduZenima te stoga imaju vecu Sansu
presijecanja drugih elipsa §to je uvjet protresanja sustava pa u njega unosimo manje izrazeno
uredenje u obliku minimizacije funkcionala energije. Nasuprot spomenutih, najtrivijalnija im-
plikacija je ona za djelovanje algoritma na jako izduZene elipse u sustavu velikog povrSinskog
udjela. Odmabh je jasno da zbog njihove izduzenosti ne postoji nacin na koji ih Lloydov algori-
tam moZe znacajno preraspodjeliti diljem sustava, rotacija i translacija u kombinaciji s velikim
povrSinskim udjelom ne ostavljaju prostor za nepresijecanje sa susjednim i ostalim elipsama.
Gradacija ovih pojava koju opaZzamo analizom podataka je u skladu je s prethodnom diskusi-
jom, no kako parametre variramo unutar promatranih intervala, opisani efekti ¢e se za manje
povrsinske udjele i elongacije mijenjati na predvidiv nacin, no za vece Ce biti i netrivijalnih
trendova, kao Sto ¢emo uskoro vidjeti.

Konacno, znakom ® su oznacene kombinacije parametara za koje ne opazamo ni jedan od
dva prethodno diskutirana reZima. Za njih, ponasSanje sustava pokazuje kombiniran u¢inak dva
nacina djelovanja Llolydovog algoritma. U dijelu evolucije kroz iteracije pokazuju intenzivniju
ili blazu konvergenciju, dok u drugom umjerene fluktuacije oko fiksnog ravnoteznog poloZaja.
Ovakav rezim se ocekivano pojavljuje na granicama skupova konvergencije i njenog izostanka
te ovakvi grani¢ni skupovi opet vode na ocekivanje manje trivijalnih parametarskih ovisnosti
ponasanja sustava.

Cjelokupno razmatranje ponaSanja sustava s razliitim vrijednostima p 1 e sistematicno je

prikazano u Tablici 4.3.1. U svrhu vizualizacije pojave (ne)konvergencije funkcionala (7)

prikazujemo njegovu evoluciju za dva odabira parametara koji daju kvalitativno razli¢ito pona-

Sanje - Slika 4.3.1. Tako u sustavu za koji vrijedi p = 0.2 1 e = 2 ve¢ za malen broj iteracija
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Tablica 4.3.1: Sistematic¢an prikaz razli€itih vrijednosti gustoée pakiranja p i elongacije e za koje funk-

cional energije nakon primjene znacajnog broja iteracija Lloydovog algoritma (ne) konvergira.

P 02035]|05]065|08

e
1 v 4 v ® X
1.25 v v 4 X X
2 v v ® X X
3.33 v/ ® X X X

Lloydovog algoritma uo¢avamo znacajno smanjenje vrijednosti funkcionala do iznosa na kojem
se stabilno odrzava i do velikog broja iteracija. Nasuprot tome, za odabir parametara p = 0.8
i e = 2 ucinak algoritma je posve suprotan. Iznos funkcionala ne mijenja se drasti¢no, ve¢ os-

cilira oko svoje poCetne vrijednosti uz umjerene, ali vidljive fluktuacije. Uz ovo, na Slici 4.3.2

012 7. p=02e=2
. | - p=08e=2
2 0.10 | e
v
5 .
| \&
0.08

0 200 400 600 800 1000
Iteracija

Slika 4.3.1: Graficki prikaz dva kvalitativno razliCita ponaSanja sustava s razliitim vrijednostima para-
metara p i e. Crvenom bojom oznacen je sustav s p = 0.2 i e = 2 ija vrijednost funkcionala vrlo brzo
konvergira s iteracijama. Crnom bojom prikazujemo fluktuirajucu ovisnost funkcionala o broju iteracija

zasustavs p =08ie = 2.

prikazujemo 1 treci, bitno razliit reZim - ve¢ diskutiranu kombinaciju prethodno opisana dva
koja se javlja u sustavima s vrijednostima parametara izmedu onih koje daju ¢istu konvergenciju
i suprotno. Vrijednosti udjela i elongacije za taj prikaz su p = 0.351e = 3.33.

4.4 PovrSina

U nastavku analize efekata Lloydovog algoritma Zelimo vidjeti kako on utjeCe na raspodjelu

povriina koje Celije imaju. Od velikog raspona broja iteracija - od 0 do 10* - kao relevantne
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Slika 4.3.2: Graficki prikaz evolucije energetskog funkcionala u sustavima s vrijednostima parametara

izmedu onih koje daju Cistu konvergenciju i suprotno.

uzimamo one nakon kojih uoavamo najintenzivnije promjene u sustavu. U skladu s time, za
raspodjelu povrS$ina Eelija odabrali smo graficke prikaze sustava nakon iteracija 0, 10 i 1000.
Rezultati za sve navedene slucajeve redom od gore prema dolje prikazani su na Slici 4.4.1.
Promatranjem gornjeg dijela spomenute slike koji prikazuje sustav prije primjene Lloydovog
algoritma zamijeCujemo da su najoStriji i najvi$i maksimumi crnih linija koje opisuju sustave
s povrSinskim udjelom p = 0.8. S obzirom na to da je povrsinski udio elipsa izrazito velik,
one se ved tijekom samog sluc¢ajnog pakiranja rasporeduju na nacin koji postiZe najbolju isko-
riStenog dostupnog prostora, a to je onaj u kojem su objekti koje rasporedujemo medusobno
najsliénijeg volumena (povrSine u 2D). Kako su preferirane jako sline povrSine, njihova je
brojevna raspodjela uska sa oStrim maskimumom oko neke srediS$nje, Ciji nas to€an iznos ne
zanima - analiziramo trendove. No, djelovanjem Lloydovog algoritma, na srednjem i donjem
grafu iste slike vidimo da se nakon redom 10te i 1000te iteracije raspodjele modificiraju blagim
intenzitetom na slijedeci nacin: algoritam smanjuje razmazanost raspodjele za elipse s najve-
¢om elongacijom 3.33 te u taj sustav unosi veéi stupanj uredenja i ¢elije medusobno postaju
jos sli¢nije. Za slijedeci iznos elongacije od 2 ovakav se efekt ne javlja, oStrina maksimuma
se nije konzistentno ni povec€ala ni smanjila kroz iteracije te slicno vrijedi i za elongaciju 1.25.
Konacno, za kruznice vidimo da je efekt algoritma jo§ manje izraZen nakon 10 iteracija te da
nakon njihovog velikog broja vodi na efekt suprotan od ocekivanog, tj. razmazuje raspodjelu i
smanjuje visinu njenog maksimuma. Razmatranje potonja tri sustava interpretiramo u kontekstu
pocetnog uredenja koje potjee od gustog pakiranja - kruZnice su ve¢ u pocetku blizu centrima
mase pripadnih Celija te ih protresanje sustava i guranje ka centrima mase u vidu djelovanja

Lloydovog algoritma samo blago premjeSta kroz iteracije, bez konzistentnih promjena, uz os-
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cilacije oko ovih polozaja te u sklopu njih i potencijalnu promjenu suprotnu ocekivanom radu
Lloydovog algoritma. ObjaSnjenju ove pojave vratit ¢emo se tijekom diskusije ostalih morfo-
loSkih mjera ¢elija jer na njima uo¢avamo konkretnije obrasce evolucije sustava kroz iteriranje
algoritma. Za sada jo§ napominjemo da je za elongacije 1.25 i 2 potisnutost zaoStravanja mak-
simuma manje izraZena nego za kruZnice jer su tim elipsama generirane Celije pocetno takoder
elongirane pa je algoritmu dostupno malo viSe prostora za modifikaciju.

Analizirajuci Zute krivulje koje odgovaraju udjelu od p = 0.65, Sto je malo ispod gornje gra-
nice za tkiva koja mi promatramo, uocavamo druk¢iji trend. Prije primjene algoritma, sustavi
svih elongacija pokazuju raspodjelu slicnu onoj u slu¢aju p = 0.8, no naravno manje ostrog
maksimuma. Dodatno razmazivanje uocavamo i daljnjim smanjivanjem povrsinskog udjela jer
elipse postaju sve manji dio samih Celija te njihov utjecaj postaje sve bliZi utjecaju toCkastih
generatora pa je Sirok raspon vrijednosti oc¢ekivan, kao Sto ¢emo uskoro 1 vidjeti. Nakon 10
iteracija, sve Zute krivulje blago se zaoStravaju i to na nacin da prakticki ostaju u istom medu-
sobnom odnosu. No, nakon 1000te iteracije vidimo da krivulje za elongacije vece od 1 prate
trend kao i pripadne u sustavu s p = 0.8 ¢ija je argumentacija ve¢ dana, a krivuljazae = 1
drasti¢no se intenzivnije zaoStrava u odnosu na sustav s p = 0.8. Ova Ce se razlika ocekivano
nastaviti 1 za sve ostale, manje povrSinske udjele, a objaSnjiva je u kontekstu velike napuce-
nosti sustava sa p = 0.8. Za takav rezim, vec 1 pocetna raspodjela kruZnica je rasporedena uz
medusobno jako slicne Celije te nema previSe prostora za uredenje sustava, dok se na manjim
gustoéama, tj. ve¢ za p = (.65 pa potom i ostale, ova opcija javlja i sustav se uistinu moZze i
centrirati i protresti, $to se oCituje u zaoStravanju pripadnih raspodjela.

Zelene krivulje povezujemo s pakiranjima povrSinskog udjela elipsa od p = 0.5, sli¢nih
pocetnih raspodjela kao za prethodni povrSinski udio uz njihovu veéu razmazanost. Sustavi s
dvije najvece elongacije, 3.33 1 2 tijekom svih iteracija pokazuju skoro pa podjednaku evoluciju
- maksimumi im se ne zaoStravaju intenzivno, ali postaju simetri¢niji i priblizavaju se domi-
nantnom poloZaju ostalih. Javljanje ovakvog rezima u sustavu nije potpuno ocito, a potjece od
razmjerno velikog prostora izmedu elipsa i njihove velike elongacije. Da bismo to ilustrirali,
promotrimo jednu Celiju i njoj pripadne okolne. Naime, Lloydov algoritam teZi postaviti centre
svih tih elipsa u centre masa njihovih Celija, $to u ovom slucaju moze napraviti zbog relativno
malenog povrSinskog udjela elipsa u pravokutniku. No, iz istog razloga, kada ih postavi u pri-
padne centre masa, ¢elija prve promatrane elipse se povecava (smanjuje) jer su promjene koje
se dogadaju i ostalima znacajne pa se dio povrSine sustava koji je prije pripadao ostalima (njoj)

zbog njihovog velikog pomaka sada nalazi blize (dalje) promatranoj. Isti princip vrijedi i za
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ostale. Uz rast (smanjenje) promatrane Celije, istovremeno dolazi i do smanjenja (rasta) njoj
susjednih jer se ukupan prostor koji im je dostupan ne mijenja. Da se naslutiti da ovakav proces
nema znacajnog efekta na distribuciju povrSina Celija jer ih prakticno samo preraspodjeljuje,
Sto je ocito iz grafickog prikaza rezultata. Spomenuli smo da ova pojava potjece od velike po-
vr§ine medu elipsama te njihove znacajne elongiranosti. U skladu s time, ne uocavamo ju za
manje elongacije elipsa jer su u tim sluajevima i pripadne Celije manje elongirane pa nema
,repova” koji se prilikom centriranja pridruzuju drugim c¢elijama, odnosno utjecaj Lloydovog
algoritma je izraZeniji. Usto, za Celije velikih elongacija, ali i velikih gustoca takoder ne opa-
Zamo ovakvu evoluciju sustava jer je ve¢ za pocetnu raspodjelu sustav bitno drugacije pakiran
te je i njegova evolucija kroz iteracije algoritma drukcija zbog znacajnih razlika u prostorima
oko elipsa. Nasuprot ovome, sustavi s dvije manje elongacije, 11 1.25 oc¢ekivano pokazuju oStar
rast 1 suzavanje - ne dolazi do prethodno opisanog efekta koji onemogucava uredenje sustava,
a prostora za preraspodjelu zbog razmjerno malenog povrSinskog udjela ima. Takoder, valja
primijetiti i da je u sustavu s elongacijom 1 zaoStrenje intenzivnije nego u onome s 1.25 jer je
centre kruznica lakSe priblizavati centrima masa ¢elija nego centre elipse.

Plave krivulje, odnosno one koje predstavljaju sustave s povrSinskim udjelom od 0.35 prije
primjene Lloydovog algoritma uz pocetno jako slicne raspodjele pokazuju veci intenzitet raz-
mazanosti uz niZi maksimum u odnosu na prethodne - udio slobodnog prostora se povecao,
odnosno zbijenost generatora se smanjila pa sustav poprima jo§ §iri spektar vrijednosti. Sto se
ti¢e distinkcije prema razlicitim elongacijama, ovoga je puta trend potpuno ocekivan. lako se
svaka od krivulja zaoStrava te pomice u smjeru srediSnjeg maksimuma, intenziteti zaoStravanja
su im razli¢iti. Najveci je onaj za raspodjelu kruznica te se redom smanjuju do raspodjele elipsa
elongacije 3.33, u skladu s zahtjevnijom prostornom manipulacijom.

Kao opis sustava najmanjeg povrSinskog udjela elipsa u pravokutniku sa p = 0.2, preostaju
nam crvene krivulje. Za pocetak, vidimo da su prije primjene algoritma raspodjele za sve elon-
gacije prakticki jednake. Ova je ¢injenica ponovno jasna u kontekstu velike koli¢ine slobodnog
prostora oko elipsa u Voronojevim ¢elijama koje generiraju. Samim time elongacija generatora
ne donosi znacajnu distinkciju jer su njihove povrSine malene u odnosu na povrSine Celija te
ih, tako rijetko rasporedene, algoritam pakiranja nece pretjerano razlikovati. Uz ovo, vidimo da
maksimumi krivulja, kao $to je diskutirano i u prethodnom odlomku za p = 0.35, ocekivano
nisu ni oStri ni uski. Upravo suprotno, raspodjele su im jako razmazane. Nakon 10 iteracija
pocinjemo opazati vertikalno rasipanje distribucija, maksimumi se intenzivnije zaoStravaju za

sustave s manjom elongacijom. Nakon 1000 iteracija, ovaj trend joS je izraZeniji te raspodjela
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gustoce za kruznice s udjelom p = 0.2 poprima najvisi maksimum u cijelom grafu te se visine
maksimuma za razlicite elongacije pravilno rasporeduju tako da padaju povecanjem elongacije
do 3.33.

Nakon detaljne diskusije evolucija sustava s razli¢itim povrsinskim udjelima i elongacijama
elipsa, nakratko napominjemo jednu karakteristiku njihovog medusobnog odnosa.

Mozemo primijetiti da su na donjem grafu Slike 4.4.1 maksimumi krivulja koje opisuju
sustave s kruZnicama kao generatorima prikladno posloZeni - smanjenjem povrSinskog udjela
pripadne se distribucije zaoStravaju. Za elongirane generatore, ovakvu intenzivnu pravilnost u
sustavu ne uocavamo, no za nju ni ne postoji razlog. Naime, sve pojave koje smo opisivali
u prethodnim paragrafima dominantno ovise o dva parametra, a njihovi se utjecaji opéenito
razlikuju, pa su generirane slike u skladu s ukupnim efektima oba parametra. Natjecanje ovih
utjecaja uz djelovanje Lloydovog algoritma rezultira navedenim grafickim prikazima, a njihova

opravdanost diskutirana je u vidu prethodnih odlomaka.

4.5 Elongacija

Razmatranje nastavljamo analizom utjecaja Lloydovog algoritma na raspodjele elongacija Celija
u sustavu, no prije toga se prisjetimo da elongaciju Celijama pridruZujemo konstruiranjem pri-
padne elipse koja joj odgovara prema dva relevantna ravninska momenta inercije. Jasnoce radi,
valja napomenuti da je ovako odredena elipsa ocigledno opcenito drukcija od elipse generatora
same Celije.

Graficki prikaz raspodjele elongacija po sustavima za sve veli€ine povrSinskih udjela i elon-
gacija elipsa generatora dan je na Slici 4.5.1 1 ponovno ga vrSimo za iteracije 0, 10 1 1000 jer se
nakon njih uoc€avaju najintenzivnije promjene u sustavima. Ovoga puta, za razlicite vrijednosti
elongacija i udjela vidimo pojedinacne, odvojene maksimume. Jedina iznimno ocita poveznica
je tendencija horizontalnih poloZaja maksimuma veéine raspodjela da se kroz uzastopne pri-

mjene Lloydovog algoritma pribliZavaju iznosu 1. TeZnja ka toj vrijednosti za elongaciju koja

odgovara izrazu § odgovara izjednaCavanju duljina velikih i malih poluosiju Celija, odnosno
njihovom kruZznom oblikovanju. 1z ovoga je takoder objasnjiva opservacija da Celije s elongi-
ranim generatorima nikada ne dolaze u tu toCku, usprkos teznji. Kako Lloydov algoritam ne
modificira oblike generatora, dijagrami koje generiraju elipse nece se sastojati od neelongiranih
¢elija, osim eventualno za jako niske povrSinske udjele.

Pocevsi sa sustavima najveceg povrSinskog udjela elipsa u pravokutniku p = 0.8 kojima

odgovaraju crne krivulje na spomenutoj slici, vidimo da kruZnice i1 prije primjene algoritma
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Slika 4.4.1: Graficki prikaz (pj=proizvoljna jedinica) rapodjele brojnosti ¢elija ovisno o njihovoj povrsini

nakon tri razli¢ita broja iteracija Lloydovog algoritma: (A) N;; = 0, (B) N;; = 101 (C) Ny = 1000.
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imaju maksimum na otprilike jedini¢noj elongaciji, Sto je i ocekivano u vidu ve¢ spomenutog
pocCetnog uredenja. Primjene algoritma vode jedino na blage vertikalne fluktuacije te raspo-
djele. Za ostale raspodjele uocavamo da su njihovi maksimumi na horizontalnim poloZajima
nesto manjim od zadanih vrijednosti, jer se za ovakvo pakiranje, zbog napucenosti sustava ru-
bovi elipsa nalaze jako blizu susjednim elipsama te stoga Celije koje generiraju ne prate njihov
oblik potpuno vjerno. Elongacije ¢elija u sustavu s e = 3.33 se nakon 1000 iteracija Lloydovog
algoritma izrazito blago povecavaju (sporo udaljavajuju od jedini¢ne vrijednosti) te postupno
1 izoStravaju. Ova pojava nije potpuno ocekivana, ali usprkos jako sporom udaljavanju mak-
simuma raspodjela od jedini¢ne vrijednosti, razloge joj, kao i za evoluciju povrSine, moZemo
traziti u strukturi samog pakiranja. Naime, kako medu samim generatorima ima jako malo
praznog prostora, Lloydov algoritam ih nema kamo pomicati i izgleda da se u toku njegovog
iteriranja nakon jako puno iteracija (promjene su jako slabe) sustav protresa te da one iteracije
koje preostanu bez protresanja nasumic¢no mogu imati i efekt suprotan od ocekivanog. Broj
iteracija koje sveukupno povecanju srednju vrijednost elongacije je jako malen zbog prirode
Lloydovog algoritma, ali se dogadaju jer je sustav prenapucen. Jednom kada se one izvrse,
Sansa preklapanja generatora i posljedicnog protresanja sustava je zna¢ajno manja nego za one
u kojima se elongacija smanjuje te efekti nekih od njih perzistiraju. Malen broj ovakvih itera-
cija u skladu je s izrazito slabim povecanjem poloZaja maksimuma te ¢injenicom da su pomaci
potisnuti smanjenjem elongacija elipsa generatora. Za slabije elongirane elipse, ovakav efekt
ocito ima manji utjecaj, te se elipse ipak mogu jako blago pribliZiti centrima masa Celija.
Sustavi za koje je p = 0.65 prikazani su Zutim krivuljama. Odmah uocavamo da je po-
Cetna raspodjela za kruZnice manje oStra nego za prethodnu gustocu te da joj je usto maksimum
blago odmaknut od jedini¢ne vrijednosti. Do odmaka poloZaja maksimuma dolazi jer elije s
necentriranijim generatorima moraju biti elongiranije, a sama necentriranost je dijelom i pos-
ljedica veceg dostupnog slobodnog prostora koji ¢elije imaju te im stoga elongacije poprimaju
vrijednosti iz Sireg spektra veli¢ina, sli¢no diskusijama iz prethodnog odjeljka. No, primjenama
iteracija algoritma opazamo da se ova raspodjela zaoStrava te da joj maksimum prakticki dolazi
na polozaj elongacije 1. Nasuprot ovome, za najvecu elongaciju elipsa od 3.33, ponaSanje krivu-
lje na granici je onih uocenih za prethodni iznos povrSinskog udjela, jer se horizontalni poloZaj
njenog maksimuma znacajno ne povecava ni smanjuje, a za druge elongacije i manje gustoce
trend se nastavlja na ocCekivan nacin. Nadalje, ostale krivulje pocetnom trenutku takoder mo-
Zemo usporediti s onima iz sustava p = (0.8, no manjih iznosa i visina, odnosno translatiranih

u negativnom smjeru osi apscise i slabijih intenziteta. Ova pojava je posljedica manje gustoce
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popunjenosti sustava elipsama - na njega nije nametnutno strogo pracenje oblika generatora
jer je dostupno malo viSe prostora za raspodjelu, a time i deformaciju pocetne konfiguracije
dijagrama u odnosu na gusce pakiranje. Uz navedeno, kroz iteracije opazamo i postupne ho-
rizontalne pomake maksimuma prema niZim vrijednostima, u skladu s djelovanjem Lloydovog
algoritma na necentroidne Voronojeve dijagrame.

Promatrajuci pakiranja sa parametrom povrSinskog udjela iznosa p = 0.5 prikazanih ze-
lenom bojom, uo¢avamo analogne karakteristike. Iznosi maksimuma za sve elongacije prije
iteriranja algoritma niZi su nego za prethodni slucaj sa p = 0.65 te suprotno vrijedi za njihove
polozaje. Uz ovo, sami horizontalni poloZaji su zbog veceg okolnog prostora jos razlicitiji od
zadanih jer sustav zbog povecanog slobodnog prostora moze generirati ¢elije koje nemaju oblik
jako sli¢an generatorima. Takoder, nakon primjene algoritma vidimo priblizavanje svih vrijed-
nosti ka jedinici i to na nacin da ostaju manjeg iznosa nego pripadni sa Zutih krivulja, osim
sustava sa elongacijma 1.25 i 1, kao posljedicu lakoce preraspodjele manje (ili ne) elongiranih
elipsa koja dolazi do izraZaja u ovom sustavu jer je slabije popunjen njima nego prethodni.

Plavom bojom prikazane su distribucije elongacija ¢elija na Voronojevom dijagramu s udje-
lom p = 0.35. Odmah uo¢avamo da se intenzitet prethodnog obrasca povecao - sada su maksi-
mumi krivulja za sve elongacije visi nego one za sustav s p = 0.5, ondnosno krivulje su ostrije
1 nastavljaju se zaoStravati kroz iteracije algoritma. Valja napomenuti da je ova razlika medu
oblikom 1 oStrinom maksimuma najmanja za elongaciju 1.25, jer za takve generatore razlika
razmjerno malenih povrSinskih udjela ne igra znacajnu ulogu, osim za kruZnice jer one tijekom
iteracija, u odnosu na elongirane elipse, bivaju dovedene jako blizu centrima masa pripadnih Ce-
lija uz jo§ manje razlike medu morfoloskim mjerama ¢elija. U ovoj situaciji ponovno uo¢avamo
netrivijalnu ovisnost o viSe parametara koja nije potpuno ocita prije analize podataka.

Najmanjem povrSinskom udjelu elipsa u pravokutniku iznosa p = 0.2 odgovaraju crvene
krivulje. UoCavamo trend zaoStravanja maksimuma i smanjenja iznosa njihovog poloZaja sli¢an
onome iz sustava s p = (.5, no veceg intenziteta. Jo$ jedna sli¢nost leZi u raspodjelama za
kruZnice jer su one ponovno najintenzivnije zaostrene, uz ve¢ provedenu pripadnu diskusiju.
Dodatno je vidljivo da horizontalni iznosi poloZaja maksimuma nisu jako blizu zadanim vrijed-
nostima elongacija elipsa generatora, pogotovo za izduZenije elipse - reZim koji smo takoder
naslutili jer se za izrazito velik prazan dio dostupnog prostora utjecaj izduZenosti samih gene-
ratora kao i prije smanjuje te Celije preuzimaju oblike spljoStenije od njih. Da je povrSinski
udio vedi, na Celije bi bila nametnuta elongacija njihovih generatora, kao §to smo uocili za npr.

p=0.8.
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Sveukupno, op¢i trend smanjenja elongacija Celija zapaZzen na grafickom prikazu 4.5.1 je
upravo ono $to Lloydov algoritam treba raditi. Uz dane diskusije detalja svih kombinacija para-
metara, napominjemo da ponovno uocavamo drugacije doprinose njihovih raznih kombinacija
koji predstavljaju srz nejednolikih tendencija pojedinih krivulja, ali su objaSnjivi u geometrij-
skom smislu, §to smo i pokazali. Na kraju navodimo jos$ jednu instancu u kojoj ovo uocavamo
nakon 1000te iteracije algoritma, a to je za sustave s elongacijama 1.25 1 1. Pri analizi potonjih
vidimo da najve¢i maksimum ima krivulja koja opisuje najveci povrSinski udio, najmanji ona
s djelom 0.65, dok su ostale tri izmedu njih ispremetanog redoslijeda prema veli¢inama mak-
simuma. Posljednju ¢injenicu za crvenu i plavu krivulju zbog malene razlike medu njihovim
visinama moZemo objasniti fluktuacijama u sustavu koje se javljaju tijekom visestrukog iteri-
ranja algoritma. Maksimalna visina maksimuma crne krivulje i minimalna Zute manje je ocita.
Zbog jako gustog pakiranja, crna krivulja ima oStar maksimum 1 prije iteracije - generatori su
preblizu jedni drugima da bi se znacajno pomaknuli tijekom iteracija pa je reZzim na koji vodi
Lloydov algoritam sustavu ve¢ prirodan. U skladu s time, za ostale sustave nije nuZno da Celije
toliko vjerno prate oblik generatora, Sto se oCituje kroz niZze maksimume. Ovaj je efekt blago
usporen na jako niskim povrSinskim udjelima jer njemu suprotan dolazi do izrazaja - sustavi
takvih udjela imaju dovoljno prostora za preraspodjelu te kroz iteracije Lloydovog algoritma
generatori ne utjeCu znacajno jedni na druge. Ovo neposredno objasnjava 1 najniZi maksimum
uocen za sustave udjela p = 0.65. Dva efekta, od kojih prvi potjece od uredenosti jako gustih
pakiranja, a drugi od velikog prostora dostupnog za preraspodjelu imaju razlicit utjecaj za raz-
licite sustave - konkretno za spomenuti p = 0.65 raspodjela nije dovoljno gusta da bi natjerala
sustav na intenzivno uredenje, ali ni nema dovoljno meduprostora da bi iteracije algoritma do-
veli do zaoStravanja do kakvog dovode za manje povrSinske udjele. Opéenito, ukupan utjecaj
spomenutih efekata na zaoStravanje raspodjele najveci je za sustave s udjelom 0.8, najmanji za
onaj s 0.65 te nakon toga nastavlja rasti smanjenjem povrSinskog udjela. Ova opservacija po-
tvrduje zakljucak iz prethodnog odjeljka - implikacije razlicitih iznosa vrijednosti sveukupnih

karakteristika sustava nisu potpuno ocite.

4.6 Udaljenost centra mase

Analizu utjecaja Lloydovog algoritma na morfoloske mjere ¢elija u Voronojevim dijagramima
zavrSavamo diskusijom raspodjela udaljenosti centara elipsa generatora od centara masa njima
pripadnih ¢elija. Krivulje koje opisuju sustave s razli¢itim iznosima parametara povrSinskog

udjela elipsa u pravokutniku 1 elongacije dani su na Slici 4.6.1, a prikazujemo ih, kao 1 pret-
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Slika 4.5.1: Grafi¢ki prikaz (pj=proizvoljna jedinica) rapodjele brojnosti ¢elija ovisno o njihovoj elonga-

ciji nakon tri razlicita broja iteracija Lloydovog algoritma: (A) N;; = 0, (B) N;; = 101 (C) N = 1000.

33



hodne, nakon Ote, 10te 1 1000te iteracije algoritma.

Diskusiju zapocinjemo promatranjem sustava s povrSinskim udjelom p = 0.8, graficki pri-
kazanih crnim krivuljama. Vidimo da u pocetnom trenutku raspodjele za sve elongacije poka-
zuju jako sli¢no ponasanje. Kao i pri analizi povrSina, ovo naslu¢ujemo u kontekstu sli¢nosti
¢elija jer se primjenom Lloydovog algoritma udaljenosti to¢aka od generatora raCunaju prema
ispravnom izrazu (4) pa su centri svake od ovih elipsa prakticki jednako udaljeni od centara
masa Celija koje generiraju. No, nakon primjene Lloydovog algoritma, uo¢avamo prethodno
opazen efekt, suprotan od ocekivanog, a potjeCe iz prevelikog udjela elipsa u pravokutniku u
kojem se onda tijekom iteracija centri generatora ne pribliZavaju centrima masa Celija, ve¢ se
raspodjele razmazuju uz blago povecanje horizontalnog polozaja maksimuma. Promjena je u
ovom slucaju, u odnosu na prethodni znac€ajnija, a to interpretiramo kroz ¢injenicu da promjena
ove udaljenosti nije jedino Sto utjeCe na elongaciju, vec se slicno dogada i sa susjednim Celi-
jama, pa je efekt promjene elongacije manjeg intenziteta. Detaljnija diskusija i potencijalno
neutraliziranje ovog efekta bit ¢e provedeni nakon modifikacije modela, a zasad je dan njegov
kvalitativni opis.

Pocetni rezim izrazito slicnih raspodjela uocavamo i na grafovima prikazanim Zutim kri-
vuljama za sustave s p = 0.65. Nakon viSestrukih iteracija algoritma, drasti¢no razmazivanje
raspodjela i smanjenje iznosa njihovih maksimuma uocavamo za sve elongacije osim jedini¢ne,
odnosno one koja predstavlja kruZnice kao generatore Voronojevih ¢elija. Iako se i njena oStrina
smanjila, centrirana je oko Zeljene jedini¢ne vrijednosti te je time u skladu s promjenama koje
su se dogodile i raspodjeli povrSine za isti odabir parametara. Raspodjele ostalih elongacija su
se s obzirom na one za p = 0.8 sporije mijenjale te se da naslutiti da ¢e efekt razmazivanja i
decentriranja u odnosu na vrijednost 1 biti intenzivniji, $to 1 opaZamo na slici jer za te elongacije
vrijede argumenti jednaki onima u prethodnom paragrafu.

Krivulje zelene boje opisuju sustave s povrSinskim udjelom elipsa iznosa p = 0.5. Ponovno
uoCavamo sli¢nost svih raspodjela prije iteracija, sada jo$ izraZeniju u odnosu na prethodni
udio p = 0.65 jer je sustav manje napucen, pa se te malene pocetne razlike prilikom slucajnog
pakiranja neutraliziraju u veCem dostupnom prostoru. Nakon 10 iteracija Lloydovog algoritma
distribucije zae = 11e = 1.25 su se zaoStrile 1 pribliZile ka jedini¢noj vrijednosti uz manju uda-
ljenost za elongaciju 1. Ovaj nepravilan poredak raspodjela za razliCite elongacije po pripadnim
visinama maksimuma biva potisnut nakon 1000te iteracije algoritma te je potom maksimum ras-
podjele s e = 1 najvisi i najblizi jedinici, a iduée niZi i horizontalno udaljeniji. Za dvije najvece

elongacije, tj. 21 3.33 javlja se drasticno razmazivanje i decentriranje raspodjela, uz diskusiju
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ekvivalentnu onoj iz prethodna dva odlomka.

Plavim krivuljama prikazujemo raspodjelu udaljenosti centara generatora i centara masa
Celija za sustave s p = 0.35. Kao i za ostale dvije morfoloSke mjere, nacin evolucije je oceki-
van, i to pravilniji nego za prethodni povrSinski udio. Naime, ve¢ nakon 10te iteracije vidimo
najintenzivnije zaoStravanje i najveée pribliZavanje jedinici za sustav s najmanje elongiranim
elipsama, odnosno kruZnicama. Visina maksimuma se takoder smanjuje povecanjem elonga-
cije, a suprotno vrijedi za njegov horizontalan polozaj. Naravno, nakon 1000te iteracije ovaj je
trend joS izraZeniji i tada su raspodjele sa tri najmanja iznosa elongacija generatora pravilnim
redom jako blizu jedini¢noj vrijednosti i zaoStrene, dok se drasti¢no razmazivanje javlja samo
za najvecu elongaciju iznosa 3.33 zbog ve¢ navedenih efekata.

Konacno, raspodjele sustava najmanjeg povrSinskog udjela p = 0.2 1 njima pripadne crvene
krivulje pokazuju Zeljeni evolucijski obrazac za sve elongacije. Uz male razlike medu distri-
bucijama nakon 10te iteracije Lloydovog algoritma, poslije 1000te uo¢avamo ocekivan poredak
iznosa i poloZaja maksimuma - prvi pada, a drugi raste s porastom elongacije. Uz ovo napomi-
njemo da ovaj put zaoStravanje uoavamo i za e = 3.33. Da bismo ovo zapazili na uvecanoj
verziji prikaza najdonjeg grafa sa Slike 4.6.1, trebamo obratiti paZnju na veli€inu skale njene
os1 apscise.

Sveukupno, iz analize grafickih prikaza evolucija triju morfoloskih mjera kroz iteracije
Lloydovog algoritma zakljucujemo da on ima ocekivan i Zeljen utjecaj za veéinu vrijednosti
parametara koje obuhvacaju stvarne uzorke tkiva. Drugim rije¢ima, vidimo da se efekt Lloydo-
vog algoritma na Voronojeve dijagrame s tockastim generatorima replicira i na one u kojima
tu ulogu preuzimaju elipse dok god njihove elongacije ili povrSinski udjeli nisu izrazito veliki.
Takoder, kao pokazatelj konzistencije naSeg istraZivanja, korisno je primijetiti da su zakljucci
za utjecaj algoritma na sustave s pojedinim kombinacijama parametara e i p u skladu s onima

izvedenima iz analize konvergencije energetskog funkcionala (7) dane u tablici 4.3.1.

4.7 Strukturni faktor

Diskusija strukturnih faktora izracunatih nakon provedenih Loydovih iteracija ¢ini okosnicu
ovog rada. Upravo oni predstavljaju fizikalnu veliinu koja ukazuje na skriveno uredenje ili
nepostojanje istoga unutar promatranog uzorka.

Graficki prikaz prirodnih logaritama strukturnih faktora razlicitih gustoca pakiranja u ovis-
nosti o apsolutnoj vrijednosti valnog vektora k za tri elongacije elipsa generatora dan je na Slici

4.7.1. Redom su odozgo prema dolje prikazane ve¢ navedene ovisnosti za elongacije e = 3.33,
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VFG[107]

VFG[107]

VFG

Udaljenost CM [pj]

Slika 4.6.1: Graficki prikaz (pj=proizvoljna jedinica) rapodjele brojnosti éelija ovisno o njihovoj elonga-

ciji nakon tri razlicita broja iteracija Lloydovog algoritma: (A) N; = 0, (B) N;; = 101 (C) N; = 1000.
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e = 21e = 1, dakle spuStanjem elipse generatori prelaze iz vrlo izduljenih u zaokruZenije te
naposljetku u krugove. Krivulje u grafickom prikazu dobivene su raCunanjem strukturnih fak-
tora S(k) nakon provodenja 1000 iteracija Lloydovog algoritma nad pocetnom konfiguracijom
elipsa. Svaka krivulja predstavlja prirodni logaritam strukturnog faktora za odredenu gustocu
pakiranja.

Razlog zbog kojeg su prikazane logaritmirane vrijednosti strukturnih faktora, a ne sami
strukturni faktori je ponovni interes u ovoj fazi diskusije za generalne trendove koji prevlada-
vaju nad promjenom ove fizikalne veli¢ine. KoriStenjem logaritamske skale na y-osi dolazi do
izraZenije brzine promjene prikazane funkcije, $to u ovom slucaju daje bitno korisniji podatak
nego njene vrijednosti.

Promotrimo 1i gornji graf koji prikazuje promjenu strukturnog faktora za vrlo elongirane
elipse elongacije e = 3.33, uvidamo trend konvergencije svih krivulja prema vrijednostima
reda veli¢ine 103 &ime se blize broju 0 u limesu vrlo malih valnih vektora (k — 0). Buduéi
da su valni vektori po definiciji obrnuto proporcionalni valnim duljinama, valja razmiSljati na
suprotan nacin, odnosno vrlo male vrijednosti valnog vektora k predstavljaju velike valne du-
ljine \. Taj rezultat prikazuje otisak termodinamickog limesa u sustavu, Sto zauzvrat implicira
pojavu hiperuniformnosti nastale strukture na skalama velikih duljina i to neovisnu o gustoci
pakiranja elipsa generatora. Nadalje, promatranjem ostalih dijelova krivulja vidljiva je konver-
gencija svih ka vrijednosti 0. Prevedeno u samu vrijednost strukturnog faktora, to oznacava
konvergenciju ka vrijednosti 1, §to se 1 o¢ekuje u ovakvim sustavima.

Zanimljiv rezultat koji proizlazi iz ove analize je taj da vrlo elongirane elipse generatori,
ponovno neovisno o gustoéi pakiranja, ne pokazuju postojanje karakteristi¢ne duljine kratkodo-
seznog uredenja (ne postoje Braggovi maksimumi za S(k)). Drugim rijeCima, za jako elongirane
elipse sve korelacije nestaju, pa ¢ak i na manjim prostornim skalama, kao $to su karakteristi¢ne
duljine elipsa, te ne dolazi do intenzivnijeg prostornog uredenja.

Analizom grafickih prikaza prilozenih u nastavku kod kojih se elongacija elipsa smanjuje te
iznosi za srediSnji prikaz e = 2, za donji e = 1 lako se uocavaju prijelazni efekti transformacije
krivulja. U svrhu lakSe diskusije tranzicijskih pojava koje se javljaju na srediSnjem prikazu,
prvo ¢emo diskutirati donji.

Na donjem prikazu, za vece vrijednosti valnog vektora ukazuje se globalni funkcijski mak-
simum za kojim slijede dva manja lokalna. Ovi vrhovi ukazuju na postojanje kratkodoseZnih
korelacija na udaljenostima od prvog i drugog susjeda. Uz ovo, tri uzastopna maksimuma pot-

pis su ve¢ poznate amorfne strukture koja je uocena u prethodnom radu u kojem je upotrijebljen
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model Voronojevih dijagrama s toCkastim generatorima. Na Slici 4.7.2 prikazan je S(k) za
strukture s toCkastim generatorima, nakon Lloydove optimizacije, gdje je uocena teZnja struk-
turnog faktora ka univerzalnoj vrijednosti, odnosno neovisno o startnoj kofiguraciji generatora.
Ovo ukazuje na postojanje metastabilnog amorfnog uredenja. Usporedbom dvaju grafickih pri-
kaza namece se zakljucak da se dvodimenzionalni elipti¢ni generatori Voronojevih dijagrama
ponasaju na isti nacin kao 1 nuldimenzionalni tockasti generatori, na malim gusto¢ama i za go-
tovo kruZzne geometrijske oblike. Ovime je pokazana pojava karakteristicne duljine u sustavu
uvjetovana kratkodoseznim uredenjem. Konacno, preostaje nam analiza srediSnjeg grafickog
prikaza kod kojeg dolazi do preklapanja dvaju efekata navedenih u prethodnim odlomcima di-
skusije. Za vece vrijednosti valnog vektora lijepo se ocrtava kombinirani utjecaj dvaju stanja
sustava, onoga u kojem se uoCava univerzalna amorfna struktura nadena za structure generiranih
iz toc¢aka 1 onoga gdje ona ne postoji. Vidljivo je da za niske gusto¢e p = 0.2 1 p = 0.35 dolazi
do pojave globalnog funkcijskog maksimuma te se nazire formiranje predstojecih lokalnih, dok
se za srednje i velike gustoée p = 0.5, p = 0.65 1 p = 0.8 na manjim prostornim skalama gubi
Cak i ta struktura. Time je pokazano da iteracijama Lloydovog algoritama uspijevamo postiéi
kratkodosezno uredenje za sustave s inicijalno niskom gusto¢om pakiranja, dok se isto uredenje
gubi u sustavima srednjih i visokih gustoca.

Uzimajuci u obzir promjenu elongacije elipsa, koje u grafickim prikazima odozgo prema do-
lje prelaze iz vrlo izduZenih u kruZne, moZemo zakljuciti da pojava elipti¢nosti unutar sustava
unistava prethodno nadeno univerzalno amorfno stanje i unosi potpunu de-korelaciju. Tako-
der, ovime je pokazana vaznost simetri¢nih oblika u sustavu za odrzavanje univerzalno amorfne
strukture identificirane koriStenjem nuldimenzionalnih tockastih generatora Voronojevih dija-
grama. To je zanimljiv rezutat jer bi se intuitivno ocekivalo da na malim gustoama oblik
generatora nece imati utjecaj na zavrsni rezultat optimizacije.

Uz pojavu univerzalne amorfne strukture, u ve¢ spomenutom radu [20] pokazano je da je ta
struktura pokazuje svojstva blage hiperuniformnosti gdje strukturni faktor tezi ka nuli za ma-
lene iznose k. To znaci da fluktuacije gustoée u sustavu opadaju brze nego Sto sustav raste, $to
je argumentirano centralno$éu strukture kao posljedice Lloydove optimizacije.

U strukturama koje su generirane u ovom radu, vidimo da u svim slucajevima strukturni
faktor znatno opada za malene iznose valnih vektora. Medutim, trenutna statistika nije dovoljna
da bismo zaista mogli pokazati trnjenje strukturnog faktora u limesu £ — 0 i provjerili njegov
odnos s funkcijom k2. Usprkos ovome, i s dostupnim podacima vidimo da se za sve gustode,

osim najveée p = 0.8 pojavljuje trend konvergencije strukturnog faktora prema vrijednostima
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reda veli¢ine 10~3 — 10~ u navedenom limesu. No, neovisno o obliku, do izrazaja dolazi netri-
vijalna veza izmedu Loydovog algoritma i inicijalne gustoce pakiranja elipsa jer uvidamo dobru
konvergenciju strukturnog faktora ka vrijednosti 0 za niske gustoée p = 0.21 p = 0.35 te za
vrlo visoke p = 0.8, dok kod srednjih dolazi do obustave trenda na konac¢noj vrijednosti struk-
turnog faktora. Ovaj rezultat djelomicno je neocekivan, ali se moZe povezati s ve¢ diskutiranom
nemonotonom ovisnos¢u odstupanja od amorfne strukture opaZene za tockaste generatore, Sto
upucuje na netrivijalnu kompleksnost utjecaja parametara e 1 p na efekt djelovanja primijenje-
nog algoritma, kakvu smo uocili prilikim razmatranja funkcionala energije i triju morfoloSkih

mjera Celija.
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Slika 4.7.1: Graficki prikaz ovisnosti logaritma vrijednosti strukturnog faktora S(k) o apsolutnoj vri-
jednosti valnog vektora k nakon 1000 iteracija Lloydovog algoritma za elongacije (A) 3.33, (B) 21 (C)
1.
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Slika 4.7.2: Graficki prikaz ovisnosti strukutrnog faktora S(k) o apsolutnoj vrijednosti valnog vektora k

za toCkaste generatore.
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5 ZAKLJUCAK

U ovom se radu po prvi put koriSten elipse kao generatori Voronoijevih dijagrama kako bi se
pomocu njih simulirala struktura epitelnog tkiva. Prvi korak u razumjevanju procesa stvaranja
strukture je simulacija gemetrijski ekvivalentnih uvijeta koje stanice moraju zadovoljiti. To je
ucinjeno analizom amorfnih struktura koje se dobivaju Lloydovom optimizacijom nasumicno
raspordenih elipsa na povrSinu.

Razmatranjem dobivenih strukturnih faktora, primijeceno je da izotropni oblici generiraju
amorfne strukture koje imaju i kratkodoseZno uredenje, ali i visoki stupanj uniformnosti. Ne-
izotropnost generirajuéih oblika, kao i1 visoke gustoce uniStavaju taj skriveni red unato¢ tome
Sto nema direktnih dugodoseznih medudjelovanja izmedu generatora. Upravo to svojstvo ¢ini

ovaj pristup zanimljivim u kontekstu izuc¢avanja epitelnih tkiva.
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SAZETAK
Luka Cavaliere Lokas i Karlo Delié¢

Vodeni idejom pronalaska fizikalnog modela prema kojem zdravo epitelno tkivo raste i poprima dobro
poznatu strukturu, istraZivanje smo zapoceli analizom postojecih opisa. Proucavanjem histoloskih uzo-
raka epitelnog tkiva, uocili smo da stanice koje ga sacinjavaju imaju is¢ezavajuéu rubnu strukturu te da
su njihove jezgre oblikovane kao elipse. To je bio povod modeliranju njegove strukture Voronoijevim
dijagramom, a kao generatore Voronoijevih Celija u njemu odabrali smo elipse umjesto dotad koriStenih
toCaka. Iz razlika koje se javljaju u raspodjelama udaljenosti centara masa tih ¢elija od centara njima
pripadnih elipsa generatora, zakljucili smo da slucajna pakiranja elipsa ne opisuju stvarna tkiva dovoljno
vjerodostojno. Kako su udaljenosti spomenutih centara manje u tkivima, uoc€ili smo da na slucajna pa-
kiranja trebamo djelovati kako bismo ih smanjili. Ovakav utjecaj postigli smo primjenom Lloydovog
algoritma koji djeluje na generatore pribliZavanjem njihovih ishodiSta centrima masa pripadnih Celija
i time efektivno uzrokuje pove€anje stupnja uredenosti u sustavu. Sli¢na analiza ve¢ je provedena za
Voronoijeve dijagrame s tockastim generatorima te je uoc¢eno da stanja raznolikih pocetnih konfiguracija
kroz iteracije bivaju prevedena u jednaka, do na statisticke pogreske - pojava poznata kao hiperuniform-
nost. Provjerili smo postojanost ovog trenda za dijagrame s nenuldimenzionalnim generatorima. Kako
su ovakvi sustavi kompleksniji, uocili smo da njihove evolucije kroz primjene algoritma nisu jednos-
tavne i jednoznacne kao kod tockastih. Iako se teZnja sustava ka hiperuniformnoj strukturi ponovila za
slabije elongirane elipse i manje povrSinske udjele, za ostale kombinacije ova dva parametra zapazili
smo njegovu manju ili vecu potisnutost. Ovakav razvoj implicira netrivijalne utjecaje elongacija i povr-
Sinskih udjela na djelovanje Lloydovog algoritma i stvaranje hiperuniformnih struktura. Zakljuceno je
da Lloydov algoritam na sustave koji su parametrima sli¢ni stvarnim tkivima djeluje na nacin da ih tjera
ka univerzalnim amorfnim strukturama te je u kontekstu ovog zakljucka planirano daljnje proucavanje

primjenjivosti ovog algoritma na rjeSavanje problema modeliranja stvarnih tkiva.

Kljucne rijeci: epitelno tkivo, slucajno pakiranje, Voronojev dijagram, Lloydov algoritam, strukturni

faktor, hiperuniformnost
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SUMMARY

Luka Cavaliere Lokas i Karlo Deli¢

Guided by the idea of finding physical model which describes formation and growth of healty epithelian
tissue which takes well known structure, we heve begun our research by analysing exsisting descripti-
ons. While investigating histological samples of epithelian tissue, we spotted vanishing edge structure
in forming cells and their nuclei in shapes of ellipses. This was enough reason to approach modelling
its structure using Voronoi diagram as the generators of Voronoi cells, also with ellipses as generators
instead of previously used points. From the differences which appear in the distributions of mass centre
distances of those cells from the centers of ellipse generators associated with them, we concluded that
random packing of ellipses does not describe real tissues quite efficiently. Because previously mentioned
distances of centers are observed to be smaller in tissues, we deducted that we should modify random
packings so as to reduce these distances. This kind of influence was achieved by application of Lloyd’s
algorithm which influences generators by bringing their origins toward mass centers of their cells and this
effectively causes increment of the settlement degree inside the system. Similar analysis has already been
conducted for Voronoi diagrams with point generators and it was noticed that states with diverse initial
configurations carryed out through iterations become converted into the same ones, up to the statistical
errors — phenomenon known as hyperuniformity. We have verifyed stability of this trend for the diagrams
with non-nulldimensional generators. Because of complexity of these sistems, it was observed that their
evolutions after application of algorithm are not plain and unambigious as it occured with those pose-
ssing point generators. Although the tendency toward hyperuniform structure appeared again for weakly
elongated ellipses and smaller area shares, for other combinations of these two parameters we noticed
its minor or greater suppression. This kind of evolution implies nontrivial change of Lloyd’s algorythm
effects and hyperuniform structure formation with changing elongations and area shares. Thus, it has
been concluded that algorithm pushes systems similar to real life tissues towards universal amorphous
sructures and in regard to this conclusion further exploration of algorithm’s effectiveness in achieving

modeling of real tissues is anticipated.

Key words: epithelian tissue, random packing, Voronoi diagram, Lloyd’s algorithm, structure factor,

hyperuniformity
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