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1. UVOD I CILJ RADA  

Znanost o izmjeri i kartiranju Zemljine povrġine, klasiļna je definicija geodezije s kraja 19. 

stoljeĺa (1880. godine) koju je dao njemaļki geodet, Friedrich Robert Helmert (1843. ï 1917.). 

U danaġnje vrijeme, navedena definicija geodezije i dalje obuhvaĺa njenu osnovnu zadaĺu, no, 

sveopĺi tehnoloġki razvoj koji je geodeziji omoguĺio da postane dio geoznanosti i inģenjerskih 

(tehniļkih) znanosti ukljuļujuĺi geomatiku i navigaciju, zahtijevao je proġirenje klasiļne 

definicije. Krajem 20. stoljeĺa (1991. godine), njemaļki geodet Wolfgang Reinhold Julius 

Torge (1931. ï ) proġirio je definiciju geodezije na znanost koja se bavi odreĽivanjem oblika i 

vanjskog polja ubrzanja sile teģe Zemlje i drugih nebeskih tijela (mjesecaïlunarna geodezija i 

planetaïplanetarna geodezija) kao vremenski promjenjivih veliļina te odreĽivanjem srednjeg 

Zemljinog elipsoida na temelju parametara opaģanih na i izvan povrġine Zemlje (Torge, 2001). 

Dakle, danaġnje moderno poimanje geodezije kao znanosti koja odreĽuje geometriju, polje 

ubrzanje sile teģe i rotaciju Zemlje dovodi do definicije tzv. tri stupa geodezije (eng. Three 

Pillars of Geodesy): geokinematika, Zemljino polje ubrzanja sile teģe i Zemljina rotacija (Plag 

i dr., 2009). Tri stupa geodezije istoj omoguĺuju precizno opaģanje i praĺenje gibanja i 

pridruģene dinamike masa unutar Zemljinog sustava. 

Prema W. Torgeu, geodezija se dijeli na (Torge, 2001): 

¶ globalnu geodeziju (eng. global geodesy) ï ukljuļuje odreĽivanje oblika i veliļine 

Zemlje, njenu orijentaciju u prostoru i vanjsko polje ubrzanja sile teģe, 

¶ geodetsku (drģavnu) izmjeru (eng. geodetic survey) ï obuhvaĺa odreĽivanje Zemljine 

povrġine i njenog polja ubrzanja sile teģe na podruļju neke drģave, regije ili viġe drģava 

i 

¶ izmjeru u ravnini (topografsku, katastarsku i inģenjersku) (eng. plane surveying) ï 

obuhvaĺa odreĽivanje detalja Zemljine povrġine na lokalnom nivou pri ļemu se njena 

zakrivljenost i utjecaj ubrzanja sile teģe u pravilu zanemaruju. 

Elementi navedene podjele geodezije meĽusobno su ļvrsto povezani. Rezultati globalne 

geodezije su referentni koordinatni sustavi i njihove realizacije, referenti koordinatni okviri. 

Rezultati geodetske (drģavne) izmjere pridonose globalnoj geodeziji u vidu realizacije 

referentnih (koordinatnih) okvira na nacionalnom nivoima. Izmjera u ravnini koristi rezultate 

geodetske (drģavne) izmjere u vidu oslanjanja na kontrolne toļke uspostavljene geodetskom 

(drģavnom) izmjerom koje sluģe za izradu sluģbenih nacionalnih kartografskih prikaza, 

katastarskih informacijskih sustava i projekata u graditeljstvu.  
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Dakle, sprega globalne geodezije i drģavne izmjere je neizbjeģna jer jedna doprinosi drugoj, 

odnosno dijele zajedniļka podruļja (Torge i M¿ller, 2012): 

¶ geometrijsku geodeziju koja se bavi odreĽivanjem i elementima matematiļkog modela 

za Zemljino tijelo, 

¶ fizikalnu geodeziju koja povezuje utjecaj distribucije masa ļvrste Zemlje na polje 

ubrzanja sile teģe, odnosno povezuje geodeziju s geofizikom, 

¶ (svemirsko ï) satelitsku geodeziju koja se bavi opaģanjem prirodnih i umjetnih satelita 

te definiranjem njihovih orbita i 

¶ geodetsku astronomiju (astrometriju) koja se bavi opaģanjem promjena poloģaja 

nebeskih objekata. 

Prema modernoj definiciji geodezije, ona je znanost koja se bavi odreĽivanjem oblika i 

vanjskog polja ubrzanja sile teģe. Fizikalni oblik Zemlje jest geoid za ļije je odreĽivanje 

(modeliranje) nuģno imati saznanja o (izmjerenom) iznosu ubrzanja sile teģe Zemlje, a ġto je 

zadaĺa gravimetrijske metode fizikalne geodezije. Gravimetrija je znanstvena disciplina 

geofizike, odnosno grane geofizike koja prouļava ļvrstu Zemlju ï fizike ļvrste Zemlje ili 

geofizike u uģem smislu (Orliĺ, 2001). TakoĽer, fizici  ļvrste Zemlje pripada i seizmologija (ļija 

je zadaĺa istraģivanje potresa i njihova uzroka te strukture Zemljine unutraġnjosti) koja zajedno 

sa svojim poddisciplinama, geodinamikom (bavi se istraģivanjem gibanja masa u Zemljinoj 

unutraġnjosti) i geokinematikom ï stupom geodezije koji se bavi kvalifikacijom i 

kvantifikacijom pomaka na fiziļkoj povrġini Zemlje uzrokovanih endogenim i egzogenim 

procesima, pribraja geodeziju geofizici, konkretno, fizici ļvrste Zemlje, a time i pripadnost 

porodici geoznanosti. U prilog ovoj ļinjenici ide postojanosti krovna organizacije za geodeziju 

i geofiziku na svjetskoj razini ï MeĽunarodne unije za geodeziju u geofiziku (eng. International 

Union of Geodesy and Geophysics ï IUGG) s glavnom zadaĺom promocije i koordinacije 

znanstvenih studija i projekata o Zemlji u njenoj okolini, odnosno projekata geodezije i 

geofizike (URL 1). 

Cilj ovog rada je omoguĺiti prvenstveno studentima, ali i zainteresiranoj geoosposobljenoj 

javnosti stjecanje bolje razumijevanje nastavne materije geometrijske geodezije, matematiļkih 

operacija nad koordinatama i geodetske astronomije, pokrivene kroz predmete ĂGeodetski 

referentni okviriñ i ĂDrģavna izmjerañ na sveuļiliġnom Prijediplomskom studiju Geodezija i 

geoinformatika Sveuļiliġta u Zagrebu ï Geodetskog fakulteta u vidu izrade trodimenzionalnih 

modela u programskom rjeġenju otvorenog koda (eng openïsource) GeoGebraÈ (Hohenwarter 

i dr., 2009).  
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Rad sadrģi teorijske osnove, proces izrade te naļin upotrebe modela geometrijske geodezije, 

matematiļkih operacija nad koordinatama i geodetske astronomije koja je usko povezana s 

geodetskom astronomijom. Navedenim modelima omoguĺeno je manipuliranje u vidu 

promjene parametara koji su od znaļaja jer se promjenom istih omoguĺuje automatska 

promjena geometrijskih odnosa koji definiraju model. Na ovaj naļin korisniku (studentu, 

nastavniku i inom geoosposobljenom ļlanu druġtva) je omoguĺeno bolje razumijevanje samog 

modela, odnosno nastavnog gradiva te stjecanje novih znanja na jedinstven i interaktivan naļin. 
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2.  OSNOVNI POJMOVI U GEODEZIJI I GEOINFORMATICI  

Osnovni pojmovi u geodeziji i geoinformatici, vezani u prostorno referenciranje i koriġteni u 

ovom radu, definirani su dvjema sluģbenim normama MeĽunarodne organizacije za 

standardizaciju (eng. International Organization for Standardization ï ISO): ISO 19111: 

Geographic information ï Spatial referencing by coordinates (ISO, 2019) i ISO 19115: 

Geographic information ï Metadata (ISO, 2014), a to su: 

¶ Prostorna osnova (eng. spatial reference) opisivanje je poloģaja u stvarnim svijetu, 

¶ Rotacijski elipsoid (eng. rotation ellipsoid) ploha je oblikovana rotacijom elipse oko 

njene male osi (predstavlja rubnu plohu nivo-elipsoida), a osnovni parametri su: velika 

poluos ὥ (eng. semi-major axis) ï najdulji polumjer elipsoida (za elipsoid koji 

predstavlja Zemlju je to polumjer ekvatora) i mala poluos ὦ (eng. semi-minor axis) ï 

najkraĺi polumjer elipsoida (za elipsoid koji predstavlja Zemlju to je udaljenost od 

srediġta elipsoida do jednog od polova), 

¶ Meridijan (eng. meridian) presjek je elipsoida i ravnine poloģene malom poluosi 

elipsoida, 

¶ Poļetni meridijan (eng. Prime/Zero meridian) meridijan je od kojeg se odbrojava 

geodetska duģina (najļeġĺe se radi o Greenwichu), 

¶ Nivoïelipsoid (eng. levelïellipsoid) osnovno je matematiļkoïfizikalno tijelo u 

geodeziji, jednoznaļno definirano s ļetiri parametra: dva geometrijska (velika i mala 

poluos ὥ i ὦ) i dva fizikalna (geocentriļna gravitacijska konstanta Ὃὓ i kutna brzina 

rotacije ,(‫ 

¶ Toļka (eng. point) nulta je geometrijska primitiva koja predstavlja poloģaj, a u 

matematiļkoïgeodetskom smislu predstavlja bezdimenzionalni objekt zadan svojim 

poloģajem ï koordinatama (najļeġĺe u 3D Euklidskom prostoru), ocjenom toļnosti 

poloģaja, vremenskom epohom odreĽivanja poloģaja u odreĽenom referentnom 

koordinatnom sustavu (RKS)/referentnom koordinatnom okviru (RKO) i eventualno, 

godiġnjom brzinom gibanja (uzrokovanom kinematikom litosfernih ploļa), 

¶ Koordinata (eng. coordinate) ureĽeni je niz ὲ brojeva koji definira poloģaj toļe u nï

dimenzionalnom prostoru, 

¶ Koordinata (eng. coordinate) ureĽeni je niz ὲ brojeva koji definira poloģaj toļe u nï

dimenzionalnom prostoru, 

¶ Koordinatni sustav (eng. coordinate system) skup je matematiļkih pravila, nuģnih za 

specificiranje kako se koordinate pridruģuju toļkama. U geodeziji se najļeġĺe koriste: 
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Datum (eng. datum) skup je ili set parametara koji mogu posluģiti kao referenca ili 

osnova za izraļunavanje drugih parametara (datum definira poloģaj ishodiġta, mjerilo i 

orijentaciju osi koordinatnog sustava), 

¶ Geodetski datum (eng. geodetic datum) datum je koji opisuje vezu koordinatnog sustava 

u odnosu na Zemljino tijelo (u veĺini sluļajeva definiciju elipsoida), a s obzirom na 

poloģaj ishodiġta koordinatnog sustava, moģe biti: geocentriļni (globalni) ï ishodiġte 

koordinatnog sustava je smjeġteno u centru masa Zemlje ukljuļujuĺi atmosferu i oceane 

(geocentar) i neïgeocentriļni (lokalni) ï ishodiġte koordinatnog sustava je smjeġteno na 

naļin da elipsoid ġto bolje aproksimira geoid na podruļju od interesa, 

¶ Referentni koordinatni sustav (eng. Coordinate Reference System ï CRS) koordinatni 

je sustav koji se prema stvarnom svijetu odnosi uz pomoĺ datuma, 

¶ Referentni koordinatni okvir (eng. Coordinate Reference Frame ï CRF) realizacija je 

referentnog koordinatnog sustav na fiziļkoj povrġini Zemlje toļkama stalne geodetske 

osnove, 

¶ Transformacija koordinata (eng. coordinate transformation) matematiļka je operacija 

nad koordinatama kod koje dolazi do promjene koordinata iz jednog referentnog 

koordinatnog sustava (okvira) u drugi referentni koordinatni sustav (okvir), zasnovana 

na vezi jedanïpremaïjedan temeljem razliļitog datuma. 

¶ Konverzija koordinata (eng. coordinate conversion) takoĽer je matematiļka operacija 

nad koordinatama, a predstavlja poseban sluļaj transformacije koordinata i odnosi se na 

promjenu (vrste) koordinata iz jednog koordinatnog sustava u drugi koordinatni sustav 

zasnovane na vezi jedanïpremaïjedan temeljem istog datuma. 

¶ Sloģeni referentni koordinatni sustav (eng. Compound Coordinate Reference System ï 

CCRS) opis poloģaja na temelju dva neovisna referentna koordinatna sustava 

(koordinatni sustavi su meĽusobno neovisni ako se koordinate jednog sustava ne mogu 

transformirati ili konvertirati u koordinate drugog sustava), 

¶ Srednja razina mora (eng. Mean Sea Level ï MSL) prosjeļna je razina povrġine mora 

kroz sva stanja plime i sezonskih varijacija (lokalno obiļno definirana mareografskim 

mjerenjima), 

¶ Geoid (eng. geoid) je nivo-ploha koja najbolje odgovara srednjoj razini mora lokalno, 

regionalno ili globalno (nivoïploha je ekvipotencijalna ploha tj. ploha konstantnog 

potencijala Zemljinog polja ubrzanja sile teģe koja je u svakoj svojoj toļki okomita na 

smjer odnosno vektor ubrzanja sile teģe), 
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¶ Geoidna undulacija N (eng. geoid undulation) visina je geoida iznad plohe elipsoida, 

¶ Geoid (eng. geoid) je nivo-ploha koja najbolje odgovara srednjoj razini mora lokalno, 

regionalno ili globalno (nivoïploha je ekvipotencijalna ploha tj. ploha konstantnog 

potencijala Zemljinog polja ubrzanja sile teģe koja je u svakoj svojoj toļki okomita na 

smjer odnosno vektor ubrzanja sile teģe), 
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3. TEORIJSKE OSNOVE GEOMETRIJSKE GEODEZIJE  

Ovim poglavljem rada iskazane su teorijske osnove geometrijske geodezije i transformacije 

koordinata koje ĺe u narednom poglavlju biti predoļene izradom 3D modela unutar alata 

GeoGebraÈ. 

3.1. Rotacijski elipsoid 

Rotacijski elipsoid matematiļka je aproksimacija Zemlje odnosno zatvorena ploha koja nastaje 

rotacijom elipse oko male osi ςὦ uz matematiļki uvjet ὥ ὦ (velika poluos ὥ strogo je veĺa 

od male poluosi ὦ tj. elipsoid je spljoġten na polovima), a na kojoj se obavljaju raļunanja s 

geodetskim mjerenjima, prikupljenim na fiziļkoj povrġini Zemlje (Deakin i Hunter, 2013; 

Hooijberg, 2008). Rotacijskom elipsoidu pridruģena su dva koordinatna sustava: geodetski 

(elipsoidni) i Kartezijev pravokutni 3D koordinatni sustav. 

Geodetski (elipsoidni) koordinatni sustav zakrivljeni je koordinatni sustav, predstavljen setom 

parametarskih ortogonalnih krivulja na povrġini elipsoida: paralelama (s pripadnom 

geodetskom ġirinom •) i meridijanima (s pripadnom geodetskom duģinom ‗) zajedno sa 

svojom poļetnim (referentnim) ravninama ï ravninom ekvatora (• πЈ) i ravninom 

Greenwich meridijana (‗ πЈ) (slika 3.1) (Deakin i Hunter, 2013). 

 

Slika 3.1: Geodetski (elipsoidni) i Kartezijev pravokutni 3D koordinatni sustavi elipsoida (Pavasoviĺ, 

2025) 
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Svaka toļka na plohi elipsoida jednoznaļno je definirana pravcem koji je okomit na plohu 

elipsoida i prolazi toļkom na elipsoidu. Takva okomica naziva se normala i moguĺe ju je 

definirati samo ako je u toļki promatranja (koja se nalazi na elipsoidu ï toļka ὗ) definirana 

tangencijalna ravnina na plohu elipsoida (slika 3.2). 

 

Slika 3.2: Tangencijalna ravnina u toļki Q elipsoida (Pavasoviĺ, 2025) 

Geodetska (elipsoidna) ġirina (•) kut je u ravnini meridijana koji se nalazi izmeĽu ravnine 

ekvatora i normale na elipsoid u promatranoj toļki ὗ elipsoida te se odbrojava od ravnine 

ekvatora u rasponu od πЈ do ωπЈ (pozitivno sjeverno, a negativno juģno od ravnine ekvatora). 

Geodetska (elipsoidna) ġirina (‗) kut je u ravnini ekvatora izmeĽu ravnine poļetnog 

(Greenwich) meridijana i meridijanske ravnine promatrane toļke koji se odbrojava od ravnine 

poļetnog meridijana u rasponu od πЈ do ρψπЈ (pozitivna istoļno, a negativna zapadno od 

ravnine poļetnog meridijana). Elipsoidna visina Ὤ je geometrijska udaljenost od plohe elipsoida 

(toļke ὗ na slici 3.2) do promatrane toļke ὖ na fiziļkoj povrġini Zemlje duģ normale (okomice) 

na elipsoid (slika 3.2) (Deakin i Hunter, 2013; Jekeli, 2016). Na slici 3.2, toļka ὖ fiziļke 

povrġine Zemlje povezana je s elipsoidom preko pravca normale ὖὌ koji projicira toļku ὖ u 

toļku ὗ, odnosno probada plohu elipsoida u toļki ὗ. Toļka ὖ nalazi se na elipsoidnoj visini 

Ὤ  ὗὖ iznad elipsoida. 

Kartezijev pravokutni koordinatni definira poloģaj toļke u odnosu na ὔ meĽusobno okomitih 

koordinatnih osi (u geodeziji najļeġĺe ὔ ρȟςȟσ). ὢïos Kartezijevog pravokutnog   
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koordinatnog sustava 3D prolazi toļkom ishodiġta koordinatnog sustava (centra elipsoida ὕ) i 

leģi u presjeļnici Greenwich poļetnog meridijana i ravnine ekvatora. Os ὤ koincidira se s 

rotacijskom osi Zemlje i okomita je na ravninu ekvatora, a ὣïos okomita je na ὢὕὤ ravninu te 

time kompletira tzv. desno orijentirani koordinatni sustav (slika 3.2) (Jekeli, 2016). 

Na slici 3.2, pravac normale ὖὌ probada ekvatorsku ravninu ὢὕὣ u toļki Ὀ i formira kut 

geodetske ġirine • te naravno, leģi u meridijanskoj ravnini ὕὖὗ (ili ὴὕὤ) koja s ravninom 

poļetnog meridijana ὢὕὤ zatvara kut geodetske duģine ‗. Toļke ὖ i ὗ imaju iste elipsoidne 

koordinate, ali imaju razliļitu elipsoidnu visinu (Ὤ  π), odnosno toļka ὖ s fiziļke povrġine 

Zemlje projicira se u korespondentnu toļku ὗ na elipsoidu duģ normale. 

Rotacijski elipsoid matematiļki se moģe iskazati Kartezijevom odnosno kanonskom 

jednadģbom koja je dana izrazom (Deakin i Hunter, 2010): 

ὼ ώ

ὥ

ᾀ

ὦ
ρ 

(3.1) 

gdje su ὥ i ὦ velika i mala poluos elipsoida, a ὼȟώȟᾀ Kartezijeve pravokutne 3D koordinate 

toļke na elipsoidu. 

Rotacijski elipsoid u potpunosti je definiran ukoliko mu se minimalno poznaju dva definirajuĺa 

parametra (Deakin i Hunter, 2013): 

¶ velika i mala poluos (ὥ, ὦ) ili  

¶ velika poluos i prvi numeriļki ekscentricitet (ὥ, Ὡ) ili  

¶ velika poluos i spljoġtenost ili reciproļna vrijednost spljoġtenosti (ὥ i Ὢ ili 1/Ὢ). 

Veliļina Ὡ se naziva prvi numeriļki ekscentricitet elipsoida koji je dan izrazom (Ļubraniĺ, 

1974): 

Ὡ
ὥ ὦ

ὥ
 

(3.2) 

gdje su ὥ i ὦ velika i mala poluos elipsoida. 

U geodeziji se ponekad prvi numeriļki ekscentricitet iskazuje i svojim korijenom:  

Ὡ
Ѝὥ ὦ

ὥ
 

(3.3) 
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Opĺenito, ekscentricitet Ὡ elipsoida ukazuje koliko je elipsoid izduģen ili koliko je sliļniji sferi, 

drugim rijeļima ako je Ὡ bliģi vrijednosti jedan, elipsoid je izduljeniji, ako je pak Ὡ bliģi 

vrijednosti nula , rotacijski elipsoid teģi sferoidnom obliku. 

Spljoġtenost elipsoida Ὢ definirana je omjerom razlike velike i male poluosi elipsoida: 

Ὢ
ὥ ὦ

ὥ
 

(3.4) 

Polarni polumjer dan izrazom (3.5) takoĽer je jedan od brojnih parametara (konstantni) elipse 

koji nalazi primjenu u raznim geodetskim matematiļkim relacijama  

ὧ
ὥ

ὦ
 

(3.5) 

Pravac normale toļke na elipsoidu uvijek presijeca rotacijsku os elipsoida (ὤïos pridruģenog 

Kartezijevog pravokutnog 3D koordinatnog sustava) u toļki Ὄ koja predstavlja centar 

zakrivljenosti ravnine prvog vertikala (slika 3.2). Duljina duģine Ὄὗ koja se nalazi na pravcu 

normale, veliļina je koja se naziva polumjer zakrivljenosti prvog vertikala (Ļubraniĺ, 1974): 

ὔ•
ὥ

ρ Ὡ ίὭὲ•
 (3.6) 

gdje je ὥ velika poluos elipsoida, Ὡ prvi numeriļki ekscentricitet elipsoida dan izrazom (3.2), a 

• geodetska ġirina promatrane toļke. 

Normalna (ili vertikalna) ravnina svaka je ravnina koja sadrģi normalu promatrane toļke na 

elipsoidu te ukoliko se promatra krivulja koja je nastala presjekom normalne ravnine s plohom 

elipsoida ista se naziva normalni presjek. Svaka ravnina koja prolazi elipsoidom, a ne sadrģi 

normalu, naziva se kosa ravnina i s plohom elipsoida, pri presijecanju, tvori krivulju koja se 

naziva kosi presjek. U toļki promatranja na rotacijskom elipsoidu moģe se postaviti beskonaļno 

mnogo vertikalnih ravnina (pod nekim kutom), ali samo je jedna normalna ravnina koja je 

okomita na ravninu meridijana promatrane toļke i naziva se ravnina prvog vertikala (slika 3.3 

ģuto). 
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Slika 3.3: Ravnina prvog vertikala (ģuto) i prvi vertikal (sivo) (Pavasoviĺ, 2025) 

Presjek ravnine prvog vertikala s plohom rotacijskog elipsoida tvori krivulju (sve takve krivulje 

su elipse) koja se naziva prvi vertikal (slika 3.3 sivo). Iz navedenoga je za zakljuļiti kako su i 

meridijani normalni presjeci koji nastaju presijecanjem normalne ravnine (koja ujedno i sadrģi 

rotacijsku os elipsoida) s plohom elipsoida. 

Meridijani i paralele su krivulje na plohi rotacijskog elipsoida, od kojih su meridijani elipse 

(slika 3.4), dok su paralele kruģnice (slika 3.5). Paralele nastaju presijecanjem rotacijskog 

elipsoida s ravninama okomitim na rotacijsku os elipsoida (os ὤ pridruģenog Kartezijevog 

pravokutnog 3D koordinatnog sustava), odnosno s ravninama paralelnim s ravninom ekvatora 

tj. spadaju u kose presjeke. 
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Slika 3.4: Meridijanska elipsa toļke ὖ na fiziļkoj povrġini Zemlje, odnosno toļke ὗ na elipsoidu 

(Pavasoviĺ, 2025; Deakin i Hunter, 2013) 

 

 

Slika 3.5: Tlocrtni prikaz ekvatorske kruģnice (Pavasoviĺ, 2025; Deakin i Hunter, 2013) 

Na slici 3.4, polumjer zakrivljenosti meridijanske elipse u toļki ὗ elipsoida predstavlja duģinu 

ὅὗ gdje je toļka ὅ centar zakrivljenosti meridijanske elipse. Polumjer zakrivljenosti 

meridijanske elipse dan je matematiļkom relacijom (Muminagiĺ, 1987): 

ὓ•
ὥρ Ὡ

ρ Ὡ ίὭὲ•
 (3.7) 
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gdje je ὥ velika poluos elipsoida, Ὡ prvi numeriļki ekscentricitet elipsoida dan izrazom (3.2), a 

• geodetska ġirina promatrane toļke. 

Uz geodetsku ġirinu •, na elipsoidu postoje reducirana ġirina ό te geocentriļna ġirina •(slika 

3.6). Na slici 3.6 prikazana je meridijanska elipsa toļke ὖ na elipsoidu u ὼώ 2D Kartezijevom 

koordinatnom sustavu. Opiġe li se kruģnica polumjera velike poluosi elipsoida ὶ ὥ 

(ekvatorski radijus) iz srediġta elipsoida ὕ i produģi li se pravac ώ koordinate toļke ὖ do opisane 

kruģnice, u presjeciġtu se dobiva toļka ὃ. Radij vektor ὕὃ i ὼïos Kartezijevog pravokutnog ὼώ 

2D koordinatnog sustava (koja leģi u ravnini ekvatora elipsoida) zatvaraju kut koji se naziva 

reducirana ġirina (όȢ Geocentriļna ġirina (•) kut je kojeg radij vektor ὕὖ zatvara s ὼïosi 

Kartezijevog pravokutnog ὼώ 2D koordinatnog sustava (koja leģi u ravnini ekvatora elipsoida). 

  

Slika 3.6: Geodetska, reducirana i geocentriļna ġirina na elipsoidu (Pavasoviĺ, 2025; Deakin i 

Hunter, 2013) 

Kada normalna ravnina presijeļe plohu elipsoida nastaje krivulja koja se naziva normalni ili 

vertikalni presjek i predstavlja jednu od karakteristiļnih krivulja na plohi rotacijskog elipsoida. 

Na slici 3.7, toļke ὖ i ὖ fiziļke povrġine Zemlje preslikavaju se duģ svojih normala u 

korespondente toļke na plohi elipsoida ὗ i ὗ  koje imaju geodetske ġirine •  i •  (• • ). 

Toļke Ὄ  i Ὄ  su presjeciġta normala toļaka ὗ i ὗ  s rotacijskom osi elipsoida (ὖὖ  ςὦ). 

Poloģi li se normalna ravnina normalom toļke ὗ prema toļki ὗ  (sivi ὗὌὗ  na slici 3.7), 

ona presijeca plohu elipsoida u krivulji Á koja se zove pravi ili direktni normalni presjek toļke 

ὗ koji je istovremeno obrnuti normalni presjek za toļku ὗ . Analogno vrijedi i za toļku   
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ὗ . tj. poloģi li se normalna ravnina normalom toļke ὗ . prema toļki ὗ (ģuti 1(1  na 

slici 3.7) ona presijeca plohu elipsoida u krivulji ὦ koja se zove pravi ili direktni normalni 

presjek toļke ὗ  koji je istovremeno obrnuti normalni presjek za toļku ὗ. Krivulje ὥ i ὦ su 

meĽusobno obrnuti normalni presjeci, odnosno predstavljaju pojavu na plohi elipsoida koja se 

naziva dvojnost normalnih presjeka (Deakin i Hunter, 2013; Rapp, 1991), a matematiļki se 

dokazuje postojanoġĺu duģine Ὠ ὌὌ . 

 

Slika 3.7: Dvojnost normalnih presjeka na plohi rotacijskog elipsoida (Pavasoviĺ, 2025) 

Specifiļni sluļajevi kada ne postoji dvojnost normalnih presjeka na plohi rotacijskog elipsoida 

su: kada se obje toļke nalaze istom meridijanu (‗ ‗), kada se obje toļke nalaze na istoj 

paraleli ( • •  ) i kada se obje toļke nalaze na ekvatoru (• • πЈ).  

 

Najvaģnija krivulja na plohi rotacijskog elipsoida je geodetska linija  (slika 3.8) koja predstavlja 

najkraĺu udaljenost izmeĽu dvije toļke na elipsoidu (u ovom sluļaju ὗ i ὗ ), odnosno za 

diferencijalnu duljinu luka Ὠί izmeĽu dviju toļaka na rotacijskom elipsoidu vrijedi: 

 

Ὠί άὭὲ (3.8) 
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Slika 3.8: Geodetska linija izmeĽu toļaka ὗ i ὗ  na elipsoidu (zeleno) (Pavasoviĺ, 2025) 

Osnovna svojstva geodetske linije su (Rapp, 1991; Ļubraniĺ, 1974): 

¶ geodetska linija izmeĽu dviju toļaka na rotacijskom elipsoidu ὗ i ὗ  uvijek je poloģena 

bliģe pravom (direktnom) normalnom presjeku ὥ toļke ὗ i dijeli kut izmeĽu uzajamnih 

normalnih presjeka ὥ i ὦ u omjeru 1:2, odnosno geodetska linija s direktnim normalnim 

presjekom toļke ὗ zatvara 1/3 kuta ῳ izmeĽu uzajamnih normalnih presjeka ὥ i ὦ, 

¶ meridijani su geodetske linije jer je meridijanska elipsa normalni presjek koji ujedno 

sadrģi normalu na plohu elipsoida u promatranoj toļki, a koja ima geodetski azimut ‌

πЈ ili ‌ ρψπЈ, 

¶ ekvator je takoĽer geodetska linija (dok paralele to nisu) u kojoj je geodetski azimut 

‌ ωπЈ ili ‌ ςχπЈ i 

¶ geodetska linija ima geodetsku zakrivljenost jednaku nuli (0). 

Geodetska linija udovoljava uvjetu da u svakoj toļki iste umnoģak radijusa paralele ὶ i sinusa 

geodetskog azimuta ‌ (kuta izmeĽu ravnine meridijana toļke ὗ i geodetske linije izmeĽu 

toļaka ὗ i ὗ ) konstanta i takav uvjet naziva se Clairautov teorem za geodetsku liniju koji 

matematiļki zapisano glasi (Deakin i Hunter, 2013): 

ὶÓÉÎ‌ ὶÓÉÎ‌ Ễ ὶÓÉÎ‌ ὅ (3.9) 

Dakle, ako se toļke ὗ i ὗ  nalaze na istom meridijanu tj. imaju istu vrijednost geodetske duģine 

‗, vrijednost geodetskog azimuta iznosi ‌ πЈ ili ‌ ρψπЈ pa primjenom izraza (4.10) vrijedi 

da je ÓÉÎ‌ π tj. ispunjen Clairautov teorem je dokazan i meridijani su geodetske linije. 

TakoĽer, ako se toļke ὗ i ὗ  nalaze na ekvatoru gdje je geodetski azimut ‌ ωπЈ ili ‌

ςχπЈ, primjenom izraza (4.10) vrijedi da je ÓÉÎ‌ ρ i ὶ ὥ ὅ (polumjer ekvatora jednak 

je velikoj poluosi elipsoida ὥ) pa je opet Clairautov teorem dokazan i ekvator je takoĽer 

geodetska linija. 
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3.2. Matematiļke operacije nad koordinatama 

Sukladno ISO 19111 (ISO, 2019), razlikuju se dvije osnovne matematiļke operacije nad 

koordinatama: konverzija i transformacija. Dok kod konverzije koordinata dolazi do promjene 

koordinata iz jednog referentnog koordinatnog sustava u drugi koji imaju isti geodetski datum, 

kod transformacije koordinata dolazi do promjene koordinata izmeĽu dva referentna 

koordinatna sustava koji imaju razliļiti geodetski datum. 

U geodeziji, transformacije koordinata opĺenito se dijele u dvije glavne skupine: sliļne 

(konformne) transformacije i afine transformacije (Deakin, 2006). Odlika sliļnih (konformnih) 

transformacija oļituje se u oļuvanju kutnih odnosa pralika (predmeta transformacije) nakon 

transformacije zbog postojanosti jedinstvene promjene mjerila po svim koordinatnim osima 

izmeĽu dvaju koordinatnih sustava. Odlika afinih transformacija je da postoje razliļita mjerila 

za svaku pojedinu koordinatnu os. U ovom radu predmet rasprave ĺe biti sliļna (konformna) 

transformacija koja se najļeġĺe upotrebljava u geodeziji za transformaciju koordinata izmeĽu 

dva desno orijentirana (najļeġĺe) 3D Kartezijeva koordinatna sustava, a radi se o Helmertovoj 

7ïparametarskoj 3D transformaciji ili BurġaïWolf transformaciji, danoj relacijom (Bankoviĺ 

i dr., 2024; Deakin, 2006): 

ὢ Ὕ ὈὙὢ (3.10) 

gdje su ὢ i ὢ vektori poloģaja (3D Kartezijevih pravokutnih koordinata) u polaziġnom (eng. 

input ï i) i odrediġnom (eng. output ï o) koordinatnom sustavu, Ὕ vektor translacije odnosno 

koordinatna razlika ishodiġta polaziġnog i odrediġnog koordinatnog sustava, Ὑ rotacijska 

matrica sastavljena od Eulerovih kutova rotacije (‌, ‌  i ‌) oko pojedine koordinatne osi, 

zadanih u luļnim sekundama (ě) ili mas (eng. miliarcsecond = 10-3ě) i Ὀ jedinstveno mjerilo 

duģ koordinatnih osi koje se ļesto iskazuje kao Ὀ  ρ Ὠί gdje Ὠί predstavlja faktor 

promjene mjerila iskazan u ὴὴά (eng. part per million = 10-6) ili ὴὴὦ (eng. part per billion = 

10-9). 

U postupku transformacije, izrazito je vaģno poznavanje orijentacije koordinatnog sustava. 

Razlikuju se desno i lijevo orijentirani koordinatni sustavi. Desno orijentirani koordinatni 

sustavi najuļestaliji su u geodeziji dok se lijevo orijentirani javljaju kod instrumentïfiksnih 

koordinatnih sustava i kod koordinatnih sustava u ravnini kartografske projekcije (Rummel i 

Peters, 2001). Orijentacija desno orijentiranih koordinatnih sustava definirana je pravilom 

desne, a lijevih pravilom lijeve ruke (slika 3.9).  
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Slika 3.9: Pravilo desne (lijevo) i pravilo lijeve ruke (desno) za Kartezijev pravokutni 3D koordinatni 

sustav (Pavasoviĺ, 2025) 

Pravilo desne ruke kaģe da palac predstavlja smjer ὤïosi, kaģiprst ὢïosi, a srednji prst ὣïosi 

koordinatnog sustava. Pravilo lijeve ruke analogno je pravilu desne ruke. Razlika lijevo 

orijentiranih i desno orijentiranih koordinatnih sustava jest u suprotnoj orijentaciji ὣïosi 

koordinatnog sustava, odnosno ὣïosi imaju suprotno orijentiran pozitivan smjer, a time i prirast 

koordinata. Dakle, Kartezijev pravokutni 3D desno orijentirani i Kartezijev pravokutni 3D 

lijevo orijentirani koordinatni sustavi nisu ekvivalentni jer prostornom translacijom i rotacijom 

jednog sustava naspram drugog nije moguĺe obaviti poklapanje koordinatnih osi obaju sustava. 

Ukoliko se promatraju rotacije oko pojedinih koordinatnih osi desno i lijevo orijentiranih 

Kartezijevih pravokutnih 3D koordinatnih sustava takoĽer se primjenjuju pravila desne i lijeve 

ruke (slika 3.10). Pravilo desne ruke za desno orijentirane koordinatne sustave kaģe da se 

prstima desne ruke obuhvati os rotacije, a palac usmjeri u pozitivnom smjeru te osi te tada prsti 

pokazuju smjer rotacije koji je suprotan od smjera kazaljke na satu, dok pravilo lijeve ruke za 

lijevo orijentirane koordinatne sustave kaģe da se prstima lijeve ruke obuhvati os rotacije, a 

palac usmjeri u pozitivnom smjeru te osi te tada prsti pokazuju smjer rotacije koji je identiļan 

smjeru kazaljke na satu. 
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Slika 3.10: Pravilo desne (lijevo) i pravilo lijeve ruke (desno) za rotacije (Pavasoviĺ, 2025) 

Prilikom transformacije koordinata nuģan metapodatak je koriġtena konvencija o naļinu 

rotacije tj. je li vektor poloģaja identiļne toļke u oba koordinatna sustava rotira ili je fiksan. Iz 

navedenog razloga, prilikom odreĽivanja matrice rotacije Ὑ razlikuju se sljedeĺe konvencije 

transformacije (Pavasoviĺ, 2025; Bankoviĺ i dr., 2024): 

¶ PVT (eng. Position Vector Transformation) konvencija je prema kojoj je koordinatni 

sustav fiksan, dok vektor poloģaja rotira pri ļemu se dobivaju koordinate u drugom 

koordinatnom sustavu. U kontekstu rotacije koordinatnih sustava, ova konvencija 

odgovara rotaciji polaziġnog koordinatnog sustava (Ὥ) oko odrediġnog (έ) te se 

primjenjuje u sluļaju transformacije izmeĽu dva referentna koordinatna sustava s 

globalno definiranim geodetskim datumom i predstavlja tzv. konvenciju transformacije 

MeĽunarodnog servisa za Zemljinu rotaciju i referentne sustave (eng. International 

Earth Rotation and Reference Systems Service ï IERS) i 

¶ CFR (eng. Coordinate Frame Rotation) konvencija prema kojoj je vektor poloģaja 

fiksan, dok koordinatni sustav rotira pri ļemu se dobivaju koordinate u drugom 

koordinatnom sustavu. U kontekstu rotacije koordinatnih sustava, ova konvencija 

odgovara rotaciji odrediġnog (έ) koordinatnog sustava oko polaziġnog (Ὥ) te se 

primjenjuje u sluļaju transformacije izmeĽu dva referentna koordinatna sustava s 

globalno i lokalno definiranim geodetskim datumom. 
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Slika 3.11: PVT konvencija rotacije (lijevo) i CFR konvencija rotacije (desno) (Pavasoviĺ, 2025) 

 

3.2.1 PVT konvencija transformacije 

U postupku transformacije, prvo je potrebno zarotirati polaziġni sustav, zatim promijeniti 

mjerilo kako bi se postigla uniformnost osi te naposlijetku translatirati ishodiġte polaziġnog u 

ishodiġte odrediġnog koordinatnog sustava. Na slici 3.11 (lijevo) prikazana su tri Eulerova kuta 

rotacije kojima se iz orijentacije polaziġnog koordinatnog sustava (ὢὭὣὭὤὭ) prelazi u orijentaciju 

odrediġnog koordinatnog sustava (ὢέὣέὤέ). Kako bi se polaziġni koordinatni sustav zarotirao 

u odrediġni koordinatni sustav, potrebna je rotacija polaziġnog sustava po ὢ (slika 3.12), zatim 

po ὣ te naposlijetku po ὤïosi. Rotacijom oko ὢïosi dolazi se do privremenog koordinatnog 

sustava ὢᴂὣᴂὤᴂ, zatim rotacijom oko ὣïosi do sustava ὢᴂᴂὣᴂᴂὤᴂᴂ te u konaļnici, rotacijom oko 

ὤïosi do odrediġnog sustava ὢέὣέὤέ. 
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Slika 3.12: Rotacija oko ὢïosi prema PVT konvenciji (Pavasoviĺ, 2025) 

 

Na slici 3.12, iz naranļastog trokuta, vrijede sljedeĺe relacije: 

ÓÉÎq a
ᾀᴂ

ὶ
ᴼᾀᴂ ὶϽÓÉÎq a  

(3.11) 

ÃÏÓq a
ώᴂ

ὶ
ᴼώᴂ ὶϽÃÏÓq a  

(3.12) 

ᾀ ὶϽÓÉÎqÃÏÓa ὶϽÃÏÓqÓÉÎa  (3.13) 

ώ ὶϽÃÏÓqÃÏÓa ὶϽÓÉÎqÓÉÎa  (3.14) 

TakoĽer, iz zelenog trokuta sa slike 3.12, vrijedi: 

yὭ=ὶĀcosq (3.15) 

ᾀὭ=ὶĀsinq (3.16) 

Uvrġtavanjem izraza (3.16) i (3.15) u izraze (3.13) i (3.14), dobiva se: 

ᾀ ᾀÃÏÓa ώÓÉÎa  (3.17) 

ώ ώÃÏÓa ᾀÓÉÎa  (3.18) 

ġto uz ὼ ὼ u matriļnom zapisu glasi: 
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ὼᴂ
ώᴂ

ᾀᴂ

ρ π π
π ÃÏÓa ÓÉÎa
π ÓÉÎa ÃÏÓa

ὼ
ώ
ᾀ

 (3.19) 

pri ļemu matrica 

╡
ρ π π
π ÃÏÓa ÓÉÎa
π ÓÉÎa ÃÏÓa

 (3.20) 

predstavlja elementarnu rotacijsku matricu oko osi ὢ prema PVT konvenciji. 

Analogno izvodu rotacijske matrice oko ὢïosi, izvode se rotacijske matrice oko ὣ i ὤïosi: 

╡
ὧέίa π ίὭὲa
π ρ π
ίὭὲa π ὧέίa

 (3.21) 

╡
ὧέίa ίὭὲa π
ίὭὲa ὧέίa π
π π ρ

 (3.22) 

Umnoġkom tri elementarne rotacijske matrice iz izraza (3.20), (3.21) i (3.22) dobiva se ukupna 

(sloģena ili kompletna) matrica rotacije za prijelaz iz polaziġnog u odrediġni koordinatni sustav: 

╡
ÃÏÓa ÃÏÓa ÓÉÎa ÓÉÎa ÃÏÓa ÃÏÓa ÓÉÎa ÃÏÓa ÓÉÎa ÃÏÓa ÓÉÎa ÓÉÎa
ÃÏÓa ÓÉÎa ÓÉÎa ÓÉÎa ÓÉÎa ÃÏÓa ÃÏÓa ÃÏÓa ÓÉÎa ÓÉÎa ÓÉÎa ÃÏÓa
ÓÉÎa ÓÉÎa ÃÏÓa ÃÏÓa ÃÏÓa

 (3.23) 

Kako su kutovi rotacije (aȟaȟa) najļeġĺe mali kutovi za koje vrijedi ÓÉÎaḙa, ÃÏÓaḙ

ρ, uz zanemarivanje ļlanova viġih redova (ÓÉÎaÓÉÎa π), matrica rotacije se moģe 

pojednostavniti tj. prijeĺi u jednostavnu rotacijsku matricu: 

╡
ρ a a

a ρ a

a a ρ
 (3.24) 

 

3.2.2 CFR konvencija transformacije 

U postupku transformacije, prvo je potrebno zarotirati polaziġni sustav, zatim promijeniti 

mjerilo kako bi se postigla uniformnost osi te naposljetku translatirati ishodiġte polaziġnog u 

ishodiġte odrediġnog koordinatnog sustava. Na slici 3.11 (desno) prikazana su tri Eulerova kuta   
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rotacije kojima se iz orijentacije polaziġnog koordinatnog sustava (ὢὭὣὭὤὭ) prelazi u orijentaciju 

odrediġnog koordinatnog sustava (ὢέὣέὤέ). Kako bi se polaziġni koordinatni sustav zarotirao 

u odrediġni koordinatni sustav, potrebna je rotacija polaziġnog sustava po ὢ (slika 3.13), zatim 

po ὣ te naposljetku po ὤïosi. Rotacijom oko ὢïosi dolazi se do privremenog koordinatnog 

sustava ὢᴂὣᴂὤᴂ, zatim rotacijom oko ὣïosi do sustava ὢᴂᴂὣᴂᴂὤᴂᴂ te u konaļnici, rotacijom oko 

ὤïosi do odrediġnog sustava ὢέὣέὤέ. 

 

Slika 3.13: Rotacija oko ὢïosi prema CFR konvenciji (Pavasoviĺ, 2025) 

Iz naranļastog pravokutnog trokuta, sa slike 3.13, vrijedi: 

ÓÉÎq a
ᾀᴂ

ὶ
ᴼᾀᴂ ὶϽÓÉÎq a  (3.25) 

ÃÏÓq a
ώᴂ

ὶ
ᴼώᴂ ὶϽÃÏÓq a  (3.26) 

ᾀ ὶϽÓÉÎqÃÏÓa ὶϽÃÏÓqÓÉÎa  (3.27) 

ώ ὶϽÃÏÓqÃÏÓa ὶϽÓÉÎqÓÉÎa   (3.28) 

TakoĽer, iz zelenog pravokutnog trokuta vrijedi: 

ώ ὶϽÃÏÓq (3.29) 

ᾀ ὶϽÓÉÎq (3.30) 

Ukoliko se izrazi (3.30) i (3.31) uvrste u izraze (3.27) i (3.28), dobiva se: 

ὼ ὼ (3.31) 



23 

 

ώ ώÃÏÓa ᾀÓÉÎa  (3.32) 

ᾀ ᾀÃÏÓa ώÓÉÎa  (3.33) 

odnosno u matriļnom obliku: 

ὼᴂ
ώᴂ

ᾀᴂ

ρ π π
π ÃÏÓa ÓÉÎa
π ÓÉÎa ÃÏÓa

ὼὭ
ώὭ
ᾀὭ

 (3.34) 

Pri ļemu matrica  

╡
ρ π π
π ÃÏÓa ÓÉÎa
π ÓÉÎa ÃÏÓa

 (3.35) 

Predstavlja rotacijsku matricu oko osi ὢ prema CFR konvenciji. 

Analogno izvodu rotacijske matrice oko ὢïosi, izvode se rotacijske matrice oko ὣ i ὤïosi: 

╡
ÃÏÓa π ÓÉÎa
π ρ π

ÓÉÎa π ÃÏÓa
 (3.36) 

╡
ÃÏÓa π ÓÉÎa
π ρ π

ÓÉÎa π ÃÏÓa
 

(3.37) 

Umnoġkom tri elementarne rotacijske matrice iz izraza (3.35), (3.36) i (3.37) dobiva se ukupna 

(sloģena ili kompletna) matrica rotacije za prijelaz iz polaziġnog u odrediġni koordinatni sustav: 

╡
ÃÏÓa ÃÏÓa ÓÉÎa ÓÉÎa ÃÏÓa ÃÏÓa ÓÉÎa ÓÉÎa ÓÉÎa ÃÏÓa ÓÉÎa ÃÏÓa
ÃÏÓa ÓÉÎa ÃÏÓa ÃÏÓa ÓÉÎa ÓÉÎa ÓÉÎa ÓÉÎa ÃÏÓa ÃÏÓa ÓÉÎaÓÉÎa
ÓÉÎa ÓÉÎa ÃÏÓa ÃÏÓa ÃÏÓa

 (3.38) 

Kako su kutovi rotacije (aȟaȟa) najļeġĺe mali kutovi za koje vrijedi ÓÉÎaḙa, ÃÏÓaḙ

ρ, uz zanemarivanje ļlanova viġih redova (ÓÉÎaÓÉÎa π), matrica rotacije se moģe 

pojednostavniti tj. prijeĺi u jednostavnu rotacijsku matricu: 

╡
ρ a a

a ρ a

a a ρ
 (3.39) 
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4. KOORDINATNI SUSTAV I  NEBESKE SFERE 

U ovom poglavlju predstavljene su teorijske osnove koordinatnih sustava nebeskih sfera. 

Opĺenito jedan od zadataka geodetske astronomije definiranje je poloģaja nebeskih tijela na 

nebeskoj sferi odnosno nebeskom svodu. U geodeziji, poznavanje toļnog poloģaja nebeskih 

tijela vaģan je faktor prilikom definiranja vremenskih skala. TakoĽer, u geodeziji se primjenjuju 

astroïgeodetska mjerenja, odnosno koriste se poloģaji nebeskih tijela u rjeġavanju geodetskih 

zadataka (odreĽivanje astroïgeodetskih otklona vertikale, nezavisna kontrola proboja tunela 

itd.). Nebeska sfera ili svod (slika 4.1) zamiġljena je sfera proizvoljnog polumjera po kojoj se 

prividno gibaju nebeska tijela (zvijezde i planeti), a sastoji se od mreģe nebeskih meridijana i 

paralela (Ġpoljariĺ, 2021). 

 

Slika 4.1:Nebeska sfera (URL 2) 

4.1. Osnovni elementi nebeske sfere 

Nuģno je prvo predstaviti osnovne elementne nebeske sfere (slika 4.2) iz razloga ġto pojedini 

osnovni elemenata nebeske sfere definiraju koordinatne sustave nebeske sfere. Promatraļ, 

gledajuĺi nebeski svod, uvijek vidi samo njegovu polovicu odnosno vidljivi dio nebeskog svoda 

dok je nevidljivi dio zaklonjen Zemljom. Vidljivi i nevidljivi dio svoda dijeli ravnina 

(nebeskog) horizonta promatraļa koja presijeca nebesku sferu te tako ļini kruģnicu nebeskog 

horizonta, a koja je definirana sjevernom (ὔ), juģnom (Ὓ), istoļnom (Ὁ) te zapadnom toļkom   
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obzora (ὡ), odnosno nebeski horizont kruģnica je opisana toļkama Ὓ, ὡ, ὔ i Ὁ. Uzme li se 

smjer viska odnosno smjer ubrzanja sile teģe u poloģaju promatraļa te produģi li se pravcem, 

isti probada nebesku sferu u toļkama zenita (ὤ) i nadira (ὤ). Kruģnica nebeskog obzora 

(horizonta) kao i toļke zenita i nadira promjenjive su veliļine na nebeskoj sferi koje ovise o 

poloģaju promatraļa. Poloģi li se pravac Zemljinom rotacijskom osi, definira se nebeska ili 

svjetska os, ista probada nebesku sferu u sjevernom (ὖ ) i juģnom (ὖ) nebeskom polu. Produģi 

li se ravnina Zemljinog ekvatora u nedogled, ista presijeca nebesku sferu te tvori kruģnicu 

nebeskog ekvatora koja se presijeca ravninu (kruģnicu) nebeskog horizontom u istoļnoj (Ὁ) i 

zapadnoj (ὡ) toļki. Kruģnica nebeskog ekvatora takoĽer je saļinjena od najviġe (ὗ) i najniģe 

(ὗ) toļke nebeskog ekvatora (Ġpoljariĺ, 2021; Jekeli, 2016). Ravnina nebeskog ekvatora dijeli 

nebesku sferu na juģnu i sjevernu nebesku hemisferu. Promatra li se sa Zemlje prividno godiġnje 

gibanje Sunca, na nebeskoj sferi definira se kruģnica ekliptike koja presijeca nebeski ekvator u 

proljetnom (ד) i jesenskom ( ) ekvinociju. Spoje li se toļke ὔ i Ὓ ravnine horizonta, tvori se 

podnevna linija . Ukoliko se uspjeġno ģele opisati koordinate nebeskih, nuģno je uspostaviti 

pomoĺne kruģnice koje omoguĺuju definiranje koordinata nebeskog tijela koje se promatra. 

Poloģaj nebeskog objekta na nebeskoj sferi koja predstavljen je toļkom  . Definira li se (polu) 

kruģnica toļkama ὤ,   i ὤ, ista definira ravninu (kruģnicu) vertikala koja je okomita na nebeski 

horizont odnosno nebeski obzor promatraļa. Ravnina okomita na ravninu vertikala, paralelna s 

ravninom horizonta promatraļa, koja prolazi toļkom nebeskog tijela, presijeca nebesku sferu u 

pomoĺnoj kruģnici almukantarata. Toļke ὖ ,   i ὖ tvore (polu)kruģnicu nebeske sfere ï satnu 

ili deklinacijsku kruģnica, okomitu na ravninu nebeskog ekvatora (Soffel i Langhas, 2013). 

Ravnina paralelna s ravninom nebeskog ekvatora, koja prolazi kroz nebesko tijelo na nebeskoj 

sferi ( ) pri presijecanju s nebeskom sferom tvori kruģnicu nebeske (dnevne) paralele. U 

narednom potpoglavlju definirani su glavne i pomoĺne koordinate sfernih koordinatnih sustava 

kao i koordinate kojima jedinstveno definiraju poloģaj nebeskog tijela. 
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Slika 4.2: Osnovni elementi nebeske sfere (Ġpoljariĺ, 2021) 

Opaģaļ na fiziļkoj povrġini Zemlje ne moģe procijeniti koje mu je nebesko tijelo bliģe, a koje 

dalje pa mu sva promatrana nebeska tijela izgledaju kao toļke sfere koje su jednako udaljene 

od stajaliġta. Zbog toga, pri odreĽivanju poloģaja nebeskih tijela koja se nalaze na velikim 

udaljenostima od fiziļke povrġine Zemlje (radi se o svjetlosnim godinama), opaģaļa ne 

zanimaju udaljenosti do nebeskih tijela odnosno udaljenost se u smislu koordinate zanemaruje, 

veĺ iskljuļivo kutne veliļine izmeĽu karakteristiļnih (referentnih) kruģnica (ravnina) 

povuļenih preko nebeskih tijela. Stoga su za jednoznaļno definiranje poloģaja nebeskog tijela 

u sfernom koordinatnom sustavu dovoljne dvije koordinate (Jekeli, 2016; Soffel i Langhas, 

2013). 

Prema smjeġtaju ishodiġta, nebeska sfera moģe biti (Ġpoljariĺ, 2021): 

¶ Topocentriļna (mjesna ili stajaliġna) s ishodiġtem u stajaliġtu (topocentru), 

¶ Geocentriļna s ishodiġtem u centru masa Zemlje, 

¶ Heliocentriļna s ishodiġtem u centru masa Sunca, 

¶ Baricentriļna s ishodiġtem u centru masa sustava SunceïZemlja i 

¶ Selenocentriļna s ishodiġtem u centru masa Mjeseca. 
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Sferni nebeski koordinatni sustavi (tablica 4.1), u ovisnosti o odabiru referentne ravnine, su 

(Ġpoljariĺ, 2021; Jekeli, 2016; Soffel i Langhas, 2013): 

¶ horizontski, 

¶ mjesni ekvatorski, 

¶ nebeski ekvatorski, 

¶ ekliptiļki i 

¶ galaktiļki. 

Tablica 4.1:Koordinatni sustavi nebeske sfere (Ġpoljariĺ, 2021; Jekeli, 2016; Soffel i Langhas, 2013) 

 

  

SUSTAV 

REFERENTNA RAVNINA  

KOORDINATE PO 

REFERENTNIM 

RAVNINAMA  

Primarna Sekundarna Primarna  Sekundarna 

HORIZONTSKI 
Nebeski (pravi) 

horizont 

Vertikal (kroz nebeski 

pol), mjesni nebeski 

meridijan (kroz mjesni 

zenit) 

Azimut ὃ 
Zenitna 

daljina ᾀ 

MESNI 

EKVATORSKI 

Nebeski 

ekvator 

Mjesni nebeski meridijan 

(kroz mjesni zenit) 
Satni kut ὸ Deklinacija ‏ 

NEBESKI 

EKVATORSKI 

Nebeski 

ekvator 

Ekvinoncijski meridijan 

(kroz proljetnu toļku) 

Rektascenzija 

‌ 
Deklinacija ‏ 

EKLIPTIĻKI Ekliptika 
Ekliptiļki meridijan 

(kroz proljetnu toļku) 

Ekliptiļka 

duljina ‗  

Ekliptiļka 

ġirina ‍  

GALAKTIĻKI 
Galaktiļki 

ekvator 

Galaktiļki meridijan 

(kroz galaktiļke polove i 

nulïtoļku galak. 

ekvatora) 

Galaktiļka 

duljina ‗  

Galaktiļka 

ġirina ‍  
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Svaki od navedenih koordinatnih sustava ima svoju jedinstvenu primjenu. U narednim 

potpoglavljima bit ĺe teorijski dodatno potkrijepljeni horizontski koordinatni sustav, mjesni 

ekvatorski koordinatni sustav te nebeski ekvatorski koordinatni sustav. Navedeni ĺe u narednim 

poglavljima takoĽer biti izraĽeni u obliku modela u alatu GeoGebraÈ. Ovaj rad pridodaje 

vaģnost geodetskoj astronomiji te stoga, ekliptiļni i galaktiļki koordinati sustav zbog manje 

primjene u geodetskoj astronomiji, neĺe dodatno teorijski biti potkrijepljeni niti definirani u 

obliku modela u alatu GeoGebraÈ. 

 

4.2. Horizontski koordinatni sustav 

Horizontski koordinatni sustav (slika 4.3) koordinatni je sustav definiran smjerom mjesnog 

ubrzanja sile teģe i smjerom osi rotacije Zemlje. Glavne kruģnice su nebeski horizont i vertikal, 

dok su pomoĺne kruģnice almukantarat i vertikal. Koordinate koje jedinstveno definiraju 

poloģaj nebeskog tijela u ovom koordinatnom sustavu su astronomski azimut (ὃ) te zenitna 

daljina (ᾀ). Astronomski azimut kut je u ravnini nebeskog obzora (horizonta) promatraļa koji 

se kreĺe u intervalu od πЈ do σφπЈ koji se mjeri od juģne toļke nebeskog horizonta u smjeru 

dnevnog kretanja nebeskih tijela (prema zapadu). Zenitna daljina kut je u ravnini kruģnice 

vertikala, mjeri se u intervalu od πЈ do ρψπЈ koji se kreĺe od smjera toļke zenita do smjera 

toļke nadira. 
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Slika 4.3: Horizontski koordinatni sustav (Ġpoljariĺ, 2021) 

 

4.3. Nebeski ekvatorski koordinatni sustav 

Nebeski ekvatorski koordinatni sustav (slika 4.4) definiran je smjerom rotacijske osi Zemlje i 

smjerom sjevernog ekliptiļkog pola, odnosno smjerom proljetnog ekvinoncija (ד). Glavne 

kruģnice su kruģnica nebeskog ekvatora (ὗὡὗὉ) i ekvinoncijski meridijan (ὖ  .(ὖ ,ד ,

Pomoĺne kruģnice ovog koordinatnog sustava su nebeske dnevne paralele i rektascenzijski 

meridijani (ὖ , S, ὖ). Rektascenzijski meridijani predstavljaju satnu ili deklinacijsku kruģnicu. 

Koordinate koje definiraju jedinstven poloģaj nebeskog objekta u ovom koordinatnom sustavu 

su rektascenzija (‌) deklinacija (‏). Rektascenzija (‌) je kut u ravnini nebeskog ekvatora koji 

se kreĺe suprotnim smjerom od dnevnog gibanja planeta od proljetne toļke ekvinoncija do 

rektascenzijskog meridijana (satne ili deklinacijske kruģnice) nebeskog tijela u intervalu od 0 

do ςτ sata. Deklinacija (‏) je kut u ravnini deklinacijske kruģnice, izmeĽu kruģnice nebeskog 

ekvatora i smjera nebeskog tijela te poprima vrijednost u intervalu od ωπЈ do 90Á. 
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Slika 4.4: Nebeski ekvatorski koordinatni sustav (Ġpoljariĺ, 2021) 

 

4.4. Mjesni ekvatorski koordinatni sustav 

Mjesni ekvatorski koordinatni sustav (slika 4.5), poznat i kao sustav satnog kuta, veza je izmeĽu 

horizontskog sustava u kojem se obavljaju astroïgeodetska mjerenja i nebeskog ekvatorskog 

sustava (sustava rektascenzije u kojem su zadane koordinate nebeskih tijela). Mjesni ekvatorski 

sustav fiksan je uz Zemlju, a jedna koordinata (satni kut) se mijenja zajedno s rotacijom Zemlje. 

Primarne kruģnice ovog sustava su: kruģnica nebeskog ekvatora (ὗὡὗὉ) i mjesni astronomski 

meridijan (ὖὤὗὛὖ). Sekundarne kruģnice su nebeske (dnevne) paralele i meridijan satnog 

kuta (ὖSὖ) odnosno satna ili deklinacijska kruģnica. Koordinate kojima se definira 

jedinstveni poloģaj u ovome koordinatnome sustavu su satni kut (ὸ) i deklinacija (‏). Satni kut 

(ὸ) mjeri se duģ kruģnice nebeskog ekvatora od najviġe toļke nebeskog ekvatora (ὗ) u smjeru 

dnevnog gibanja nebeskih tijela u intervalu od π do ςτ sata. Deklinacija (‏) kut je koji se mjeri 

duģ meridijana satnog kuta od kruģnice nebeskog ekvatora prema smjeru nebeskog tijela S u 

intervalu od ωπЈ do ωπЈ. 
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Slika 4.5: Mjesni ekvatorski koordinatni sustav (Ġpoljariĺ, 2021) 

 

  



32 

 

5. VIZUALIZACIJA ELIPSOIDNE GEODEZIJE I GEODETSKE ASTRONOMIJE U 

ALATU  OTVORENOG KODA GEOGEBRAÈ 

5.1. GeoGebraÈ kao alat za vizualizaciju 

U svrhu izrade 3D modela geometrijske geodezije, matematiļkih operacija nad koordinatama i 

geodetske astronomije, koriġteno je programsko rjeġenje otvorenog koda GeoGebraÈ. 

GeoGebraÈ je izraĽena kao diplomski rad matematiļara Markusa Hohenwartera 2001. godine 

na Sveuļiliġtu Johannes Kepler u Linzu (Johannes Kepler University Linz) u Austriji s ciljem 

dinamiļkog povezivanja geometrije i algebre (Hohenwarter i dr., 2009). U 2003. godini, 

pozitivnom reakcijom korisnika i matematiļara, GeoGebraÈ je pokrenula politiku otvorenog 

koda te je danas predstavljena kao besplatni dinamiļki matematiļki alat koji je dostupan za 

Windows, macOS, Linux, Android i iOS operacijske sustave kao i na Internet preglednicima s 

ciljem obrazovanja u poljima geometrije, algebre i mnogih drugih te je time vodeĺi pruģatelj 

dinamiļkog matematiļkog alata, podrģavajuĺi obrazovanje u STEM (eng. Science, Technology, 

Engineering and Mathematics) znanostima. GeoGebraÈ je ujedno i zajednica milijuna 

korisnika koji objavljuju svoje radove, odnosno koriste politiku otvorenih podataka ovog alata 

u svrhu obrazovanja. Prilikom izrade nove aktivnosti moguĺe je odabrati viġe opcija aplikacije 

koje se nude (ovisno o vrsti zadatka) (slika 5.1): 

¶ grafovi, 

¶ kalkulator, 

¶ geometrija, 

¶ 3D geometrija, 

¶ proraļunska tablica, 

¶ vjerojatnost i 

¶ biljeġke. 

  



33 

 

 

Slika 5.1: Opcije alata GeoGebraÈ 

Unutar novootvorene aktivnosti alata GeoGebraÈ nalaze se tri suļelja zajedno s alatnom 

trakom na vrhu. Algebarsko suļelje (slika 5.2) koje se koristi za unos naredbi, iskazivanje 

nacrtanih elemenata i omoguĺuje skrivanje i prikazivanje odreĽenih elemenata modela, nalazi 

se na lijevoj strani programa. 

 

Slika 5.2: Algebarsko suļelje 

U sredini nalazi se 3D suļelje, zajedno sa alatnom trakom na vrhu (slika 5.3) unutar kojeg je 

trodimenzionalni prikaz modela koji je definiran naredbama unutar algebarskog suļelja.   
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Slika 5.3: 3D suļelje 

Na desnoj strani programa, nalazi se suļelje s postavkama (slika 5.4) koje omoguĺuje posebno 

oznaļavanje, imenovanje i manipuliranje prikazanih elemenata. U svrhu izrade modela ovog 

rada koriġtena je opcija aplikacije 3D geometrija. 

 

 

Slika 5.4:Suļelje s postavkama 
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5.2. Rotacijski elipsoid 

Elipsoid kao matematiļki definirana ploha koristi se u geodeziji kao matematiļka aproksimacija 

Zemlje na kojoj se obavljaju sva raļunanja obavljenih mjerenja na plohi fiziļke povrġine 

Zemlje. Stoga reprezentacija modela elipsoida zajedno s njegovim elementarnim osobnima bit 

ĺe detaljno izraĽena u ovom dijelu rada. 

Slika 5.5 prikazuje algebarsko suļelje alata GeoGebraÈ koje prikazuje sve elemente kojima je 

definirana ploha elipsoida, poļetni (Greenwich) meridijan i ekvator. 

 

Slika 5.5. Definirajuĺi elementi plohe rotacijskog elipsoida, poļetnog meridijana i ekvatora 

Rotacijski elipsoid ploha je definirana rotacijom elipse oko njezine male osi (ςὦ). Za izradu 

modela elipsoida definirane su dvije fundamentalne veliļine: ὥ  i ὦ . Veliļina 

ὥ  predstavlja veliku dok veliļina ὦ  predstavlja malu poluos rotacijskog elipsoida. 

Obje veliļine promjenjive su upotrebom klizaļa u intervalu od π do ρπ. Ovime je omoguĺeno 

korisniku promjena fundamentalnih veliļina koje definiraju rotacijski elipsoid u modelu te time 

promjena oblika, dimenzija i svih ostalih elemenata elipsoidne geodezije (vezanih uz rotacijski 

elipsoid). Ļinjenicom da je korisniku omoguĺena promjena veliļina ὥ  i ὦ , te da 

velika poluos rotacijskog elipsoida uvijek mora biti veĺeg iznosa od male poluosi elipsoida, 

nuģno je uvesti funkciju ὓὭὲ unutar koje su uneseni elementi ὦ  i ὥ . Ovom 

funkcijom definiran je element ὦ  koji predstavlja istinitu vrijednost male poluosi 

rotacijskog elipsoida koja ĺe uvijek biti manja (ili jednaka) od velike poluosi rotacijskog   
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elipsoida. Zatim je slijedio sam prikaz elipsoida u modelu koji je obavljen Kartezijevom 

(kanonskom) jednadģbom predstavljenom u poglavlju 3.1 (izraz 3.1). 

Navedenim izrazom definiran je element, u algebarskome suļelju nazvan ὉὰὭὴίέὭὨ (oznaļen 

svijetlo plavom bojom). Izrazima (5.1) i (5.2) definirane su ravnine ὼïosi i ώïosi u 

algebarskome suļelju nazvana ὢὣ  i ravnina ὼïosi i ᾀïosi u algebarskome suļelju 

nazvana ὢὤ : 

ώ π (5.1) 

ᾀ π (5.2) 

Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elementima ὢὣ  i ὉὰὭὴίέὭὨ definiran je ekvator (element u 

algebarskome suļelju nazvan Ekvator) na plohi elipsoida koji je predstavljenom kruģnicom 

crvene boje. TakoĽer, naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elementima ὢὤ  i ὉὰὭὴίέὭὨ definiran 

je Greenwich poļetni meridijan koji je predstavljen elipsom crvene boje. Dakle ekvator 

predstavlja kruģnicu na plohi elipsoida, odnosno paralelu sa najveĺim radijusom iznosa velike 

poluosi (ὥ ) rotacijskog elipsoida, drugim rijeļima sve paralele na plohi rotacijskog 

elipsoida kruģnice su koje nastaju presijecanjem ravnine kosog presjeka s rotacijskim 

elipsoidom. U ovom sluļaju ravnina kosog presjeka element je ὢὣ , dok je sam ekvator 

(element ὉὯὺὥὸέὶ) kosi presjek. Meridijani (poput poļetnog Greenwich meridijana) su pak 

elipse odnosno normalni presjeci (sadrģe normalu u promatranoj toļki), nastali presijecanjem 

ravnine normalnog presjeka (u ovom sluļaju element ὢὤ ) s plohom rotacijskog 

elipsoida, gdje ĺe kasnije u ovom poglavlju biti predoļeno kako svaki normalni presjek sadrģi 

normalu. Rezultat definiranja dosadaġnje navedenih elemenata predoļen na slici 5.6. 
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Slika 5.6: Prikaz rotacijskog elipsoida zajedno sa referentnim meridijanom i ekvatorom 

Nakon definiranja sam plohe rotacijskog elipsoida, uslijedila je uspostava dviju toļaka na istoj, 

kojima je omoguĺena manipulacija u vidu promjene geodetskih (elipsoidnih) koordinata. Na 

slikama 5.7 i 5.8 prikazani su elementi unutar algebarskog suļelja alata GeoGebraÈ kojima su 

toļke na plohi rotacijskog elipsoida uspostavljene. 
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Slika 5.7: Uspostava klizaļa geodetskih 

(elipsoidnih) koordinata 

 

Slika 5.8: Elementi za uspostavu toļaka na 

rotacijskom elipsoidu 

Definirani elementni u algebarskome suļelju nazvani • , ʇ , •  i ʇ  (slika 5.7) 

predstavljaju geodetske koordinate od kojih je, geodetskim ġirinama toļaka ὗ i ὗ  (•  i • ) 

omoguĺena manipulacija pomoĺu klizaļa u intervalu od ωπЈ do ωπЈ. Geodetskoj duģini toļaka 

ὗ i ὗ  (ʇ  i ʇ ) takoĽer je omoguĺena manipulacija s klizaļima koji se mogu proizvoljno 

podeġavati u intervalu od negativne vrijednosti ρψπЈ do ρψπЈ. U narednim koracima, 

parametarskim jednadģbama definirane su toļke na plohi elipsoida uz zadane vrijednosti 

koordinata od strane korisnika. Parametarskim jednadģbama, danim izrazima (5.3) i (5.4), 

uspostavljene su toļke u algebarskome suļelju nazvane ὗ  i ὗ  koje se 

nalaze na Greenwichevom meridijanu te se promjenom koordinata geodetske ġirine toļaka ὗ 

i ὗ  (•  i • ) njihov poloģaj mijenja duģ poļetnog meridijana: 

ὥ ÃÏÓ• ȟπ ȟὦ ÓÉÎ•  (5.3) 

ὥ ÃÏÓ• ȟπ ȟὦ ÓÉÎ•  (5.4) 

Parametarskim jednadģbama, prikazanim izrazima (5.5) i (5.6), definirani su elementi u 

algebarskome suļelju nazvani ὗ  i ὗ . Navedeni elementi predstavljaju toļke 

koje se gibaju duģ ekvatora (elementa ὉὯὺὥὸέὶ) te predstavljaju koordinate geodetske duģine 

toļaka ὗ i ὗ  (‗  i ‗ ) zadane klizaļima od strane korisnika: 
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ὥ ÃÏÓ‗ ȟπ ȟὦ ÓÉÎ‗  (5.5) 

ὥ ÃÏÓ‗ ȟπ ȟὦ ÓÉÎ‗  (5.6) 

Zatim su definirane ravnine u algebarskome suļelju, nazvane: ὤὗὉ , ὤὗὉ , 

Ravnina1 i Ravnina2. Spomenute ravnine definirane su s ciljem izrade toļaka ὗ i ὗ  na plohi 

elipsoida. 

Ravnine ὤὗὉ  i ὤὗὉ  (slika 5.8) definirane su naredbom ὖὰὥὲὩ toļkama 

ὗ  (za ravninu ὤὗὉ ) i ὗ  (za ravninu ὤὗὉ ) te ᾀïosi 

koordinatnog sustava alata GeoGebraÈ (element ᾀὃὼὭί) u svrhu uspostave meridijana toļaka 

ὗ i ὗ . Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ definiran je meridijan toļke ὗ u algebarskome suļelju 

nazvan ὓὩὶὭὨὭὮὥὲὗ oznaļen plavom bojom odabiranjem ravnine ὤὗὉ  i ὉὰὭὴίέὭὨ. 

Istom naredbom odabiranjem elemenata ὤὗὉ  i ὉὰὭὴίέὭὨ definiran je meridijan toļke 

ὗ  u algebarskome suļelju, nazvan ὓὩὶὭὨὭὮὥὲὗ, oznaļen naranļastom bojom. Ravnine u 

algebarskome suļelju nazvane ὙὥὺὲὭὲὥ i ὙὥὺὲὭὲὥ definirane su naredbom ὖὰὥὲὩ toļkama 

ὗ  (za ravninu ὙὥὺὲὭὲὥ), odonsono toļkom ὗ  (za ravninu ὙὥὺὲὭὲὥ) i 

ὢὣ . Dakle, elementi ὙὥὺὲὭὲὥ i ὙὥὺὲὭὲὥ ravnine su paralelne s ravninom ὢὣ . 

Zatim su definirane paralele u algebarskome suļelju nazvane ὖὥὶὥὰὩὰὥ i ὖὥὶὥὰὩὰὥ, 

naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elemenata ὙὥὺὲὭὲὥ i ὉὰὭὴίέὭὨ (za definiranje paralele toļke ὗ  u 

algebarskome suļelju nazvana ὖὥὶὥὰὩὰὥ), odnosno elemenata ὙὥὺὲὭὲὥ i ὉὰὭὴίέὭὨ (za 

definiranje paralele toļke ὗ  u algebarskome suļelju nazvana ὖὥὶὥὰὩὰὥ). Navedene paralele 

predstavljaju ravnine koje ne sadrģe normalu na rotacijski elipsoid, odnosno presjek takvih 

ravnina s rotacijskim elipsoidom kao rezultat daju krivulje koje se nazivaju kosi presijeci. 

Zatim, naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ definiran je poloģaj toļke ὗ na rotacijskom elipsoida odabiranjem 

elemenata ὓὩὶὭὨὭὮὥὲ i ὖὥὶὥὰὩὰὥ. Kako postoje dva sjeciġta navedenog meridijana i 

paralele, unutar naredbe ὍὲὸὩὶίὩὧὸ kao zadnji element, postavljen je broj dva (2) koji 

simbolizira drugo sjeciġte. Istom metodologijom definirana je toļka ὗ  na plohi elipsoida. 

Poloģaj toļaka ὗ i ὗ  zajedno sa svim elementima koji definiraju iste, predoļeni su slikom 5.9. 

Svi elementi koji definiraju toļku ὗ zajedno sa toļkom ὗ oznaļeni su plavom bojom, dok su 

svi elementni koji definiraju toļku ὗ  zajedno sa toļkom ὗ  definirani s naranļastom bojom. 
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Slika 5.9: Prikaz toļaka ὗ i ὗ  na rotacijskom elipsoidu 

Definiranjem toļaka ὗ i ὗ  sa meridijanima i paralelama istih omoguĺena je uspostavama 

tangencijalnih ravnina, definiranjem tangenata na meridijane i paralele svake toļke te zatim 

definiranjem ravnina od istih. Slika 5.10 prikazuje algebarsko suļelje gdje su definirane 

tangente i tangencijalne ravnine toļaka ὗ i ὗ . 
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Slika 5.10: Definirajuĺi elementi tangencijalnih ravnina i normala toļaka ὗ i ὗ  

Naredbom ὝὥὲὫὩὲὸ elementima ὗ i ὓὩὶὭὨὭὮὥὲ definirana je tangenta na meridijan toļke 

ὗ u toļki ὗ u algebarskome suļelju nazvana ὝὥὲὫὩὲὸὥ. Istim postupkom definirana je 

tangenta na meridijan toļke ὗ  (element ὓὩὶὭὨὭὮὥὲ) koja prolazi toļkom ὗ  koja je u 

algebarskome suļelju nazvana ὝὥὲὫὩὲὸὥ. TakoĽer, naredbom ὝὥὲὫὩὸ definirane su 

tangente na paralele toļaka ὗ i ὗ  koje prolaze kroz iste. U algebarskome suļelju tangenta na 

paralelu koja prolazi toļkom ὗ nazvana je ὝὥὲὫὩὲὸὥ , dok ὝὥὲὫὩὲὸὥ nosi naziv tangenta 

koja prolazi toļkom ὗ  na paraleli toļke ὗ  (element ὖὥὶὥὰὩὰὥ). Poznatim elementima 

ὝὥὲὫὩὲὸὥ, ὝὥὲὫὩὲὸὥ, ὖὥὶὥὰὩὰὥ i ὖὥὶὥὰὩὰὥ omoguĺeno je definiranje 

tangencijalnih ravnina toļke ὗ i ὗ . Dakle, naredbom Plane elementima ὝὥὲὫὩὲὸὥ, i 

ὝὥὲὫὩὲὸὥ, definirana je tangencijalna ravnina toļke ὗ u algebarskome suļelju nazvana 

ὝὥὲὫὩὲὧὭὮὥὰὲὥὙὥὺὲὭὲὥ. Istom naredbom definirana je, odabiranjem elemenata 

ὝὥὲὫὩὲὸὥ i ὝὥὲὫὩὲὸὥ, tangencijalna ravnina toļke ὗ  u algebarskome suļelju nazvana 

ὝὥὲὫὩὲὧὭὮὥὰὲὥὙὥὺὲὭὲὥ. Zatim je naredbom ὖὶὩὴὩὲὨὭὧόὰὥὶὒὭὲὩ odabiranjem elemenata 

ὝὥὲὫὩὲὧὭὮὥὰὲὥὙὥὺὲὭὲὥ i toļke ὗ definiran pravac okomit na tangencijalnu ravninu toļke 

ὗ koji prolazi istom toļkom. Po definiciji takav pravac naziva se pravac normale te je time u   
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algebarskome suļelju navedenom pravcu pridodano ime ὔέὶάὥὰὥ. Istom naredbom 

odabiranjem elemenata ὝὥὲὫὩὲὧὭὮὥὰὲὥὙὥὺὲὭὲὥ i ὗ , definirana je normala toļke ὗ  u 

algebarskome suļelju nazvana ὔέὶάὥὰὥ. Elementi ὔέὶάὥὰὥ i ὔέὶάὥὰὥ (kao i svi 

ostali definirani elementi), promjenjive su veliļine koje su ovisne o poloģaju odnosno 

koordinatama toļaka kojima je omoguĺena manipulacija. Dakle, pomakom klizaļa koji 

predstavljaju geodetske koordinate toļaka ὗ i ὗ  uoļava se promjena tangencijalnih ravnina 

te normala na rotacijski elipsoid koje prolaze kroz dotiļne toļke. Slika 5.11 prikazuje normalu 

toļke ὗ (oznaļenu plavom bojom), normalu toļke ὗ  (oznaļenu naranļastom bojom), te 

poloģaj toļaka ὗ i ὗ  na plohi elipsoida. 

 

Slika 5.11: Prikaz tangente toļke ὗ i tangente toļke ὗ  
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Slika 5.12 prikazuje algebarsko suļelje gdje su definirani elementi potrebni za predstavljanje 

polumjera zakrivljenosti prvih vertikala toļaka ὗ i ὗ , odnosno elemenata kojima je prikazan 

sluļaj dvojnosti normalnih presjeka toļaka ὗ i ὗ .  

 

 

Slika 5.12: Definirajuĺi elementi za polumjer zakrivljenosti prvog vertikala toļaka ὗ i ὗ  i pojave 

dvojnosti normalnih presjeka na rotacijskom elipsoidu 

Uspostavom elemenata ὔέὶάὥὰὥ i ὔέὶάὥὰὥ omoguĺeno je definiranje uzajamnih 

normalnih presjeka toļaka ὗ i ὗ , odnosno definiranje pojave dvojnosti normalnih presjeka 

na rotacijskom elipsoidu, te promatranje njihovog odnosa promjenom koordinata toļaka ὗ i 

ὗ , zajendo sa promjenom elemenata velike (ὥ ) i male poluosi (ὦ ) rotacijskog 

elipsoida. Naredbom ὖὰὥὲὩ, elementima ὗ  i ὔέὶάὥὰὥ definirana je normalna ravnina toļke 

ὗ (u algebarskome suļelju nazvana ὔέὶάὥὰὲὥὙὥὺὲὭὲὥ) koja prolazi toļkom ὗ . Istom 

naredbom definirana je normalna ravnina toļke ὗ  (u algebarskome suļelju nazvana 

ὔέὶάὥὰὲὥὙὥὺὲὭὲὥ) koja prolazi toļkom ὗ Zatim, sukladno definiciji normalnih presjeka, 

naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ definiran je presjek plohe elipsoida sa normalnim presjecima toļaka 

ὗ i ὗ . Dakle spomenutom naredbom presjekom rotacijskog elipsoida sa elementom 

ὔέὶάὥὰὲὥὙὥὺὲὭὲὥ definiran je direktni (pravi) normalni presjek toļke ὗ (odnosno obrnuti 

normalni presjek toļke ὗ), kojem je u algebarskome suļelju dodijeljen naziv ὥ. Analogno, 

oznaļavanjem elementa ὉὰὭὴίέὭὨ i ὔέὶάὥὰὲὥὙὥὺὲὭὲὥ, definiran je pravi (direktni) 

normalni presjek toļke ὗ  (odnosno obrnuti normalni presjek toļke ὗ), kojem je u   
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algebarskome suļelju dodijeljen naziv ὦ. Sukladno definiciji, polumjer zakrivljenosti prvog 

vertikala udaljenost je od toļke Ὄ do toļke ὗ na elipsoidu duģ normale toļke ὗȢ Dakle, kako bi 

se iskazali polumjeri zakrivljenosti normalnih presjeka toļaka ὗ i ὗ  nuģna je uspostava toļke 

Ὄ (za pojedinu). Toļka Ὄ, po definiciji, toļka je koja nastaje presijecanjem normale toļke ὗ sa 

ᾀïosi koordinatnog sustava. Time su, naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ definirane toļke u algebarskome 

suļelju nazvane Ὄ  i Ὄ , od kojih je elementima ὔέὶάὥὰὥ i z-os (ᾀὃὼὭί) definirana toļka 

Ὄ , odnosno elementima ὔέὶάὥὰὥ i zïos (ᾀὃὼὭί) definirana toļka Ὄ . Za potrebe 

uspostave dodatnih geometrijskih elemenata naredbom Ὑὥώ definirani su tzv. zrake, koje 

polaze toļkom ishodiġta (ὕ) te prolaze elementima ὗρ  i ὗς  u algebarskome 

suļelju nazvane ὴ  i ὴ . Elementi ὴ  i ὴ  u geometrijskome smislu predstavljaju os ὼ 

meridijana toļaka ὗ i ὗ . Slika 5.13 prikazuje elemente Ὄ  i Ὄ  te uzajamne normalne 

presjeke (elemente ὥ i ὦ), zajedno s normalama toļaka ὗ i ὗ  te polumjerima zakrivljenosti 

prvih vertikala istih. Napominje se kako su sve veliļine ovisne o poloģaju toļaka ὗ i ὗ , 

odnosno promjenom koordinata toļaka (kao i elemenata velike ὥ  i male ὦ  poluosi 

rotacijskog elipsoida) moguĺe je promatrati promjenu odnosa direktnog normalnog presjeka 

toļke ὗ i direktnog normalnog presjeka toļke ὗ . Prethodno definirani elementi, prikazani su 

slikom 5.13. 
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Slika 5.13: Prikaz pojave dvojnosti normalnih presjeka i polumjera zakrivljenosti toļaka ὗ i ὗ . 

Slika 5.14 prikazuje koordinate toļaka ὗ i ὗ  koje su prikazane slikom 5.13. Na istoj je slici 

takoĽer prikazana pojava dvojnosti normalnih presjeka i polumjerom zakrivljenosti prvog 

vertikala istih toļaka.  
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Slika 5.14: Prikaz koordinata toļaka ὗ i ὗ  unutar algebarskog suļelja 

Sa slike 5.14 razvidno je kako toļka ὗ ima veĺu vrijednost koordinate geodetske ġirine od 

toļke ὗ  ( • •  ), te se time toļka Ὄ  nalazi dalje od ishodiġta koordinatnog sustava (na 

zïosi), u odnosu na toļku Ὄ , koja je se nalazi bliģe ishodiġtu koordinatnog sustava. Dakle 

poloģaj toļke Ὄ na ᾀïosi koordinata sustava ovisan je samo o koordinati geodetske ġirine 

promatrane toļke, odnosno ġto je apsolutna vrijednost geodetske ġirine manja toļka Ὄ nalazi se 

bliģe polu, te dijametralno suprotno, ġto je apsolutna vrijednost geodetske ġirine veĺa time se 

toļka Ὄ na zïosi koordinatnog sustava nalazi bliģe ishodiġtu istog. Ukoliko se pak postavi 

vrijednost koordinate geodetske ġirine jednaku nuli (• πЈ), tada se toļka Ὄ poistovjeĺuje s 

ishodiġtem koordinatnog sustava. Time je dokazana ļinjenica da je ekvator normalni presjek.  

Dosadaġnje definiranje elemenata obavljalo se u geometrijskome smislu, odnosno oslanjalo se 

na teorijske osnove elipsoidne geodezije, no, u sljedeĺem dijelu poglavlja, iskoristila se i 

matematiļka osnova elipsoidne geodezije u alatu GeoGebraÈ koja je predstavljena izrazima u 

poglavlju 3.1. Slika 5.15 prikazuje algebarsko suļelje gdje su matematiļki (odnosno numeriļki) 

definirani polumjeri zakrivljenosti prvog vertikala toļaka ὗ i ὗ , osnovni parametri elipsoida 

te geometrijski definirani elementi Ὀ  i Ὀ . 
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Slika 5.15: Definirajuĺi elementi numeriļkih vrijednosti polumjera zakrivljenosti toļaka ὗ i ὗ , 

osnovnih parametara elipsoida i toļaka Ὀ  i Ὀ  

Opĺenito, toļka Ὀ sjeciġte je osi ὴ (koja leģi u ravnini ekvatora) i normale toļke ὗ. Dakle, 

naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ odabirom elemenata ὔέὶάὥὰὥ i ὴ  definirana je toļka u algebarskome 

suļelju nazvana Ὀ  koja definiran probodiġte normale toļke ὗ s ὼώ ravninom koordinatnog 

sustava. TakoĽer, istom naredbom elementima ὔέὶάὥὰὥ i ὴ  definirana je toļka Ὀ  u 

algebarskome suļelju nazvana Ὀ . Prvobitno se polumjer zakrivljenosti prvog vertikala 

definirao geometrijski, naredbom ὛὩὫάὩὲὸ elementima Ὄ  i ὗ (za polumjer zakrivljenosti 

prvog vertikala toļke ὗ, koji je u algebarskome suļelju nazvan ὔ), odnosno elementima Ὄ  

i ὗ  (za polumjer zakrivljenosti prvog vertikala toļke ὗ, u algebarskome suļelju nazvan ὔ ). 

Elementu ὔ dodijeljena je plava boja dok je elementu ὔ  dodijeljena naranļasta boja kako bi 

se naznaļila povezanost s odreĽenim toļkama na plohi elipsoida te su navedeni elementi 

podebljane duģine ļija je duljina takoĽer naznaļena u algebarskome suļelju (pod elementima 

ὔ i ὔ), na slici 5.16. Zatim je izrazom (3.3) definiran prvi numeriļki ekscentricitet elipsoida 

(Ὡ), koji je nuģan za numeriļko definiranje polumjera zakrivljenosti prvog vertikala kao i 

polumjera zakrivljenosti meridijanske elipse. Vrijednost prvog numeriļkog ekscentriciteta   
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elipsoida vidljiva je na slici 5.15 pod elementom u algebarskome suļelju nazvanom Ὡ. Nakon 

definiranja prvog numeriļkog ekscentriciteta elipsoida, uspostavljeni su polumjeri 

zakrivljenosti prvih vertikala toļaka ὗ (element u algebarskome suļelju nazvan ὔ) i ὗ  

(element u algebarskome suļelju nazvan ὔ ), izrazom (3.6), (slika 5.15). 

Izrazom (3.5) definiran je polarni polumjer elipsoida ὧ u algebarskome suļelju nazvan ὧ (slika 

5.15). 

Definiranim elementima uoļljiva su odreĽena odstupanja. Naime, moguĺnoġĺu poznavanja 

vrijednosti geometrijsko definiranih polumjera zakrivljenosti prvih vertikala (ὔ i ὔ ) i 

numeriļki definiranih vrijednosti polumjera zakrivljenosti prvih vertikala (ὔ i ὔ ) razvidno je 

da se vrijednosti istih razlikuju. Uzrok tome je velika spljoġtenost elipsoida definiranog unutar 

alata GeoGebraÈ, odnosno velika razlika vrijednosti velike (ὥ ) i male (ὦ ) 

poluosi rotacijskog elipsoida. Drugim rijeļima, Zemljini elipsoidi (poput GRS80 i WGS84 

elipsoida) imaju malu spljoġtenost dok je ista kod elipsoida definiranog u alatu GeoGebraÈ 

znatno veĺa. Navedena problematika prikazat ĺe se definiranjem elemenata unutar samog 

modela. Polarni polumjer elipsoida u geometrijskome smislu predstavlja polumjer 

zakrivljenosti na polu odnosno polumjer zakrivljenosti prvog vertikala toļke koja se nalazi na 

geodetskoj ġirini ωπЈ odnosno ωπЈ. Polumjer zakrivljenosti prvog vertikala toļke ὗ koja se 

nalazi na geodetskoj ġirini 90Á (• ωπЈ) prikazan je slikom 5.16, zajedno s polumjerom 

zakrivljenosti prvog vertikala toļke ὗ  koja je definirana koordinatom geodetske ġirine 

vrijednosti τυЈ (• τυЈ), dok je algebarsko suļelje polarnog polumjera rotacijskog 

elipsoida (ὧ), sa polumjerom zakrivljenosti prvog vertikala toļke ὗ (ὔ) prikazano slikom 

5.17. 
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Slika 5.16: Prikaz polumjera zakrivljenosti toļke ὗ (ὔ) koji se poistovjeĺuje sa polarnim 

polumjerom elipsoida (ὧ) 
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Slika 5.17: Algebarsko suļelje gdje se prikazuje poistovjeĺenost polumjera zakrivljenosti toļke Q1 (N1) 

sa polarnim polumejrom elipsoida (ὧ) 

Dakle, razvidno je kako se vrijednost polumjera zakrivljenosti prvog vertikala toļke ὗ (gdje 

vrijedi • ωπЈ) u algebarskom suļelju alata GeoGebraÈ nazvan ὔ, poistovjeĺuje s 

vrijednoġĺu polarnog polumjera elipsoida u algebarskome suļelju nazvanom ὧ. Definiranjem 

elemenata ὴ  i ὴ  omoguĺen je prikaz promjene koeficijenta smjera pravca tangente (na 

meridijan) u toļkama ὗ i ὗ. Elementi koji omoguĺuju definiranje takvih prikazana predoļeni 

su algebarskim suļeljem (slika 5.18). 
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Slika 5.18: Definirajuĺi elementi koeficijenta smjera pravca tangente toļaka ὗ i ὗ  

Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ odabrane su odgovarajuĺe tangente meridijana i pravci ὴ (toļaka ὗ i ὗ ) 

koji su definirali toļke Ὃ i Ὃ. Naime, kut koji definira koeficijent smjera pravca tangente 

nalazi se u vrhu toļke Ὃ (za tangentu toļke ὗ), odnosno u vrhu toļke Ὃ (za tangentu toļke 

ὗ ). Dakle, spomenutom naredbom odabiranjem elemenata ὴ  i ὝὥὲὫὩὲὸὥ definirana je 

toļka Ὃ, odnosno odabiranjem elemenata ὴ  i ὝὥὲὫὩὲὸὥ definirana je toļka u 

algebarskome suļelju nazvana Ὃ. Za uspostavljanje navedenih kutova definiraju se pomoĺne 

toļke na osi ὴ  nazvana ὖὝ, te na osi ὴ  nazvana ὖὝ. Definiranjem navedenih toļaka 

omoguĺilo se istima kretanje duģ pravca na kojem se nalaze ġto nije poģeljno u ovome sluļaju. 

Iz toga razloga pomoĺnim toļkama ὖὝ i ὖὝ definirana je brzina kretanja π, ļime se iste 

pretvaraju u nepomiļne toļke. Zatim su naredbom ὃὲὫὰὩ definirani kutovi u algebarskome 

suļelju nazvani ‌ i ‍ koji predstavljaju koeficijente smjera pravaca tangenata toļaka ὗ i ὗ . 

Kut ‌ definiran je spomenutom naredbom uz odabiranje elementa koji definira vrh kuta Ὃ te 

elemenata koji definiraju krake kutova ὗ i ὖὝ. Navedenim postupkom definiran je kut u 

algebarskome suļelju nazvan ‌ koji predstavlja koeficijent smjera pravca tangente toļke ὗ. 

Istom naredbom, odabiranjem elementa za vrh kuta Ὃ te elementa koji definiraju krakove kuta 

ὗ  i ὖὝ, definiran je kut u algebarskome suļelju nazvan ‍, koji definira koeficijent smjera 

pravca tangente toļke ὗ . Koeficijenti pravca tangenata u geometrijskome smislu predstavljaju 

totalni diferencijal Kartezijeve jednadģbe elipse (promatranje meridijana gdje ὼïos predstavlja 

pravac ὴ toļke, dok ώïos predstavlja ᾀ-os koordinatnog alata GeoGebraÈ) odnosno tangens 

kuta (vanjski kut u toļki Ὃ koji iznosi iznosi ᷁ ωπЈ•) koji je izraģen vrijednostima ‌ i ‍,   
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a koje su prikazane u algebarskome suļelju slikom 5.18 (takoĽer, navedeni se element moģe 

vidjeti u poglavlju 3.1 rada na slici 3.6). Slikom 5.19 prikazani su kutovi ‌ (oznaļen plavom 

bojom koja upuĺuje na povezanost s toļkom ὗ) i ‍ (oznaļen naranļastom bojom koja upuĺuje 

na povezanost sa toļkom ὗ), takoĽer napominje se da je elipsoidna ġirina toļke ὗ  manja od 

elipsoidne ġirine toļke ὗ. 

 

Slika 5.19: Koeficijent smjera pravca tangente toļaka ὗ (‌) i ὗ  (‍) 

Nuģno je navesti kako je koeficijent smjera pravca tangente kuta koji tangenta na meridijan 

zatvara ὼïos (pravac p u ovom sluļaju) toļke ὗ, odnosno ista predstavlja tangens kuta ᷁

ωπЈ•, ġto je predoļeno slikom 3.6 i teorijski potkrijepljeno u poglavlju 3.1 ovog rada. 

Navedenim se zakljuļuje kako je koeficijent smjera pravca tangente ovisan samo o geodetskoj 

ġirini promatrane toļke na elipsoidu (ġto je omoguĺeno korisniku da uoļi manipulacijom 

geodetskih ġirina toļaka ὗ i ὗ ), a ġto dodatno upuĺuje na ļinjenicu da su meridijani elipse i 

u konaļnici uzrokuje promjenu koeficijenta smjera pravca tangente. 

Numeriļki definirani polumjeri zakrivljenosti prvog vertikala toļaka ὗ i ὗ  bit ĺe prikazani u 

narednom poglavlju te ĺe se definirati polumjeri zakrivljenosti meridijanske elipse toļaka ὗ i 

ὗ  koji je nuģan za raļunanje duljine luka meridijana te koji je direktno povezan sa   
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zakrivljenoġĺu meridijanske elipse. Slika 5.20 prikazuje algebarsko suļelje gdje su definirani 

polumjeri zakrivljenosti meridijanske elipse toļaka ὗ i ὗ  te su oznaļene toļke ὅ i ὅ koje 

definiraju polumjer zakrivljenosti meridijanske elipse istih toļaka. TakoĽer, prikazani su i 

numeriļki definirani polumjeri zakrivljenosti prvih vertikala toļaka ὗ i ὗ  (ὔ i ὔ ) 

definiranjem toļaka Ὄ  i Ὄ . 

 

Slika 5.20: Definirajuĺi elementi polumjera zakrivljenosti meridijanskih elipsi toļaka ὗ i ὗ   

Sukladno izrazu (3.7), definiranom u poglavlju 3.1 ovog rada, u algebarskome suļelju 

definirane su vrijednosti ὓ  i ὓ , od kojih ὓ  predstavlja polumjer zakrivljenosti meridijanske 

elipse toļke ὗ, dok veliļina ὓ  predstavlja polumjer zakrivljenosti meridijanske elipse u toļki 

ὗ . 

Naglaġava se kako su polumjeri zakrivljenosti meridijanskih elipsi definirani numeriļki gdje se 

pojavljuje sliļno odstupanje uoļeno prilikom usporedbe numeriļkog i geometrijskog   
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definiranja polumjera zakrivljenosti prvog vertikala toļaka ὗ i ὗ . U ovom postupku nije 

direktno usporeĽena razlika izmeĽu polumjera zakrivljenosti meridijanske elipse jer isti nisu 

definirani geometrijski, veĺ iskljuļivo numeriļki. Nadalje, slijedio je prikaz numeriļki 

definiranih polumjera zakrivljenosti meridijanskih elipsi toļaka ὗ i ὗ . Naime, poznato je 

kako je polumjer zakrivljenosti meridijanske elipse u odreĽenoj toļki koja se nalazi na istoj 

elipsi, definiran kao udaljenost duģ normale omeĽena toļkama ὗ (toļkom na meridijanskoj 

elipsi) i toļkom ὅ. Dakle, uz poznatu udaljenost, cilj je uspostava toļke ὅ na pravcu normale. 

Navedeno je omoguĺeno uspostavom jediniļnog vektora koji je usmjeren od toļke ὗ prema 

toļki Ὄ. Zatim mnoģenjem dotiļnog jediniļnog vektora s vrijednoġĺu numeriļki definirane 

vrijednosti polumjera zakrivljenosti meridijanske elipse. Kao rezultat dobiven je vektor ļiji vrh 

predstavlja toļku ὅ. Dakle, naredbom ὟὲὭὸὠὩὧὸέὶ unutar koje je naredbom ὠὩὧὸέὶ toļkama 

ὗ i Ὄ  definiran jediniļni vektor ļiji je poļetak definiran toļkom ὗ dok je zavrġna toļka u 

smjeru toļke Ὄ  (radi se o jediniļnom vektoru). Navedeni jediniļni vektor pomnoģen je 

vrijednoġĺu ὓ  te je time definiran vektor u algebarskome suļelju nazvan ά. TakoĽer, 

naredbom ὟὲὭὸὠὩὧὸέὶ unutar koje je naredbom ὠὩὧὸέὶ toļkama ὗ  i Ὄ  definiran jediniļni 

vektor ļiji je poļetak definiran toļkom ὗ  dok je zavrġna toļka u smjeru toļke Ὄ  (radi se o 

jediniļnom vektoru). Navedeni jediniļni vektor pomnoģen je vrijednoġĺu ὓ  te je time 

definiran vektor u algebarskome suļelju nazvan ά . Definiranjem vektora ά  i ά  omoguĺena 

je uspostava toļaka ὅ i ὅ. Stoga, izrazom (5.7), definirana je toļka ὅ dok je toļka ὅ 

definirana izrazom (5.8): 

ὅ ὗ ά  (5.7) 

ὅ ὗ ά  (5.8) 

Dakle, toļke ὅ i ὅ ovisne su o geodetskoj ġirini toļaka ὗ i ὗ  te se, promjenom istih, gibaju 

duģ normale izmeĽu toļaka ὗ i Ὄ  odnosno toļaka ὗ  i Ὄ . Istom metodologijom definirane 

su toļke u algebarskome suļelju nazvane Ὄ  i Ὄ  koje predstavljaj s toļkama ὗ i ὗ  

predstavljaju polumjere zakrivljenosti prvih vertikala (numeriļki definiranih). Dakle, naredbom 

ὟὲὭὸὠὩὧὸέὶ unutar koje je naredbom ὠὩὧὸέὶ toļkama ὗ i Ὄ  definiran jediniļni vektor ļiji je 

poļetak definiran toļkom ὗ dok je zavrġna toļka u smjeru toļke Ὄ  (radi se o jediniļnom 

vektoru). Navedeni jediniļni vektor pomnoģen je vrijednoġĺu ὔ te je time definiran vektor u 

algebarskome suļelju nazvan ὲ. TakoĽer, naredbom ὟὲὭὸὠὩὧὸέὶ unutar koje je naredbom 

ὠὩὧὸέὶ toļkama ὗ  i Ὄ  definiran jediniļni vektor ļiji je poļetak definiran toļkom ὗ  dok je   
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zavrġna toļka u smjeru toļke Ὄ  (radi se o jediniļnom vektoru). Navedeni jediniļni vektor 

pomnoģen je vrijednoġĺu ὔ  te je time definiran vektor u algebarskome suļelju nazvan ὲ. 

Definiranjem vektora ὲ i ὲ omoguĺena je uspostava toļaka Ὄ  i Ὄ . Stoga, izrazom (5.9), 

definirana je toļka Ὄ  dok je toļka Ὄ  definirana izrazom (5.10): 

Ὄ ὗ ὲ (5.9) 

Ὄ ὗ ὲ (5.10) 

Prikaz toļaka ὅ i ὅ, odnosno polumjera zakrivljenosti meridijanske elipse toļke ὗ i ὗ  

predoļen je slikom 5.21. Promjenom geodetskih koordinata toļaka ὗ i ὗ  automatski se 

mijenja i poloģaj toļaka ὅ i ὅ. 

  



56 

 

 

Slika 5.21: Polumjeri zakrivljenosti meridijanskih elipsi toļkaka ὗ i ὗ  

 

Na slici 5.21, toļka ὗ ima veĺu vrijednost geodetske ġirine od toļke ὗ  (• • ). Time je 

razvidno kako vrijednost polumjera zakrivljenosti meridijanske elipse toļke ὗ ima veĺa 

vrijednost od polumjera zakrivljenosti meridijanske elipse toļke ὗ . 

Slika 5.22 prikazuje poloģaj toļaka Ὄ  i Ὄ  u odnosu na toļke Ὄ  i Ὄ . Navedenom slikom 

prikazuje se linearna razlika geometrijski definiranih polumjera zakrivljenosti toļaka ὗ i ὗ  

te istih, definirani numeriļkim pristupom u trodimenzionalnom prostoru. 
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Slika 5.22: Odnos geometrijski i numeriļko definiranih polumjera zakrivljenosti prvih vertikala toļaka 

ὗ i ὗ  

 

U svim (dosadaġnjim) slikovnim prikazima modela elipsoida, velikoj poluosi rotacijskog 

elipsoida (ὥ ) dodijeljena je vrijednost 5,3 (ὥ υȢσ), dok je maloj poluosi 

elipsoida (ὦ ), dodijeljena vrijednost 5,0 (ὦ υȢπ) pomoĺu klizaļa. Na slici 5.22, 

rotacijski elipsoid je prikazan zadanom vrijednoġĺu velike poluosi (ὥ ) od 5,4 

(ὥ υȢτ), dok je maloj poluosi (ὦ ) definirana vrijednost iznosa 4,0 (ὦ

τȢπ). Navedeno omoguĺuje da se razlika geometrijskih i numeriļki definiranih polumjera 

zakrivljenosti prvih vertikala uoļi.  
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Problematika razlikovanja vrijednosti polumjera zakrivljenosti prvog vertikala koji je definiran 

geometrijskim i numeriļkim pristupom prikazana je slikom 5.23. Slika 5.23 prikazuje odnos 

numeriļko i geometrijsko definiranog polumjera zakrivljenosti toļke ὗ na geodetskoj ġirini 

vrijednosti 45Á (• τυЈ) koja se nalazi na rotacijskom elipsoidu. Rotacijski elipsoid 

definiran je malom poluosi (ὦ ) koja je fiksna te joj je pridruģena vrijednost iznosa 5.0 

(ὦ υȢπ). Vrijednost velike poluosi rotacijskog elipsoida (ὥ ) odgovara 

promjenjiva vrijednost od 5 do 10 za inkrement 0,2. Dakle, za pojedinu vrijednost promjene 

velike poluosi elipsoida (za inkrement 0,2) numeriļkim i geometrijskim podacima kreiran je 

slikovni prikaz odnosa polumjera zakrivljenosti prvih vertikala (slikom 5.23). Razvidno je kako 

se poveĺavanjem spljoġtenosti elipsoida razlika geometrijsko i numeriļko definiranog 

polumjera zakrivljenosti prvog vertikala takoĽer poveĺava. Napominje se kako su sve veliļine 

u svim modelima iskazani bez mjernih jedinca osim kutnih vrijednosti. 

 

 

Slika 5.23: Odnos vrijednosti numeriļko i grafiļko definiranih polumjera zakrivljenosti prvih vertikala 

toļaka ὗ i ὗ  

Slijedi prikaz geodetske linije u modelu rotacijskog elipsoida. Zbog sloģenosti iste za prikaz 

geodetske linije, odabran su poļetni referentni (Greenwich) meridijan i ekvator koji su takoĽer 

geodetske linije te ĺe u algebarskome suļelju detaljno objasniti dokaz ove tvrdnje. Sam dokaz 

temelji se glavnom teoremu geodetske linije odnosno Clairautovom teoremu koji kaģe da je 

umnoģak radijusa paralele svake toļke geodetske linije i sinus kuta geodetskog azimuta iste   
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toļke konstanta vrijednost. Izraz (3.9) predstavlja Clairautov teorem koji je teorijski 

potkrijepljen u poglavlju 3.1. ovog rada. Slika 5.24 prikazuje algebarsko suļelje na temelju ļijih 

elemenata ĺe u nastavku biti dokazano da meridijan i ekvator spadaju pod geodetske linije. 

 

 

Slika 5.24: Elementi algebarskog suļelja kojima je dokazana geodetska linija 

Elementi ὋὶὩὩὲύὭὧὬ i ὉὯὺὥὸέὶ ranije su definirani elementi na kojima su postavljene toļke 

ὅ  (na referentnom meridijanu) i ὅ  (na ekvatoru, odnosno paraleli najveĺeg 

radijusa). Uspostavom navedenih toļaka naredbom ὖέὭὲὸ, istima je omoguĺeno manipuliranje 

u vidu klika na gumb za reprodukciju koji pokreĺe kretanje toļke duģ krivulje na kojoj je zadana 

(u ovom sluļaju duģ referentnog meridijana i ekvatora). Narednim postupkom definirati ĺe se 

radijusi toļaka ὅ  i ὅ  u obliku duljina. Radijus toļke ὅ  uspostavljen je 

definiranjem paralelne ravnine s ὢὣ  koja prolazi toļkom ὅ , a koja se kreĺe duģ 

poļetnog meridijana. Navedena ravnina u algebarskome suļelju nazvana je ὢὣ te je 

definirana naredbom ὖὰὥὲὩ elementima ὢὣ  i ὅ . Uspostavom ravnine ὢὣ 

omoguĺeno je definiranje toļke ὅ  koja predstavlja projiciranu toļku ὅ  na ᾀ-

os koordinatnog sustava alata GeoGebraÈ. Navedena toļka (u algebarskome suļelju nazvana 

ὅ ) uspostavljena je naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elementima ὢὣ i ᾀïos (ᾀὃὼὭί). Zatim je   
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naredbom ὛὩὫάὩὲὸ definirana duģina odabiranjem elemenata ὅ  i ὅ , koja je 

u algebarskome suļelju nazvana ὶ  te predstavlja radijus toļke ὅ . TakoĽer, istom 

naredbom elementima ὕ i ὅ  definiran je radijus toļke ὅ  u algebarskome suļelju 

nazvan ὶ . Napominje se kako su vrijednosti veliļina ὶ  i ὶ  automatski definirane i 

naznaļene u algebarskome suļelju. Poznata je ļinjenica da je geodetski azimut na meridijanu 

iznosa πЈ ili ρψπЈ, odnosno na ekvatoru iznosa ωπЈ ili ςχπЈ. Element ὅ konstantna je 

vrijednost u algebarskome suļelju koja dokazuje da je poļetni meridijan geodetska linija. 

Navedeni element definiran je izrazom (5.11). Izrazom (5.12), definiran je element ὅ koji 

dokazuje da je ekvator geodetska linija. 

ὅ ὶ ÓÉÎπЈ (5.11) 

ὅ ὶ ÓÉÎωπЈ   (5.12) 

Ļinjenicom da je vrijednost sinusa kuta od πЈ (ili ρψπЈ) jednaka nuli (ίὭὲπЈ ίὭὲρψπЈ

π) vrijednost nule pomnoģena s radijusom bilo kojeg iznosa bit ĺe naravno opet nula. Poznato 

je kako su paralele kruģnice od kojih je najveĺa ekvator ļiji je radijus jednak vrijednosti velike 

poluosi elipsoida (ὥ ). Dakle, vrijedi da je ὶ  konstantan i jednak velikoj poluosi 

elipsoida ( ὶ ὥ ). TakoĽer je poznato da je sinus kuta vrijednosti ωπЈ jednak jedinici 

(ίὭὲωπЈρ), odnosno sinus kuta vrijednosti ςχπЈ jednak je ρ (ίὭὲςχπЈ ρ). Dakle, 

ukoliko se vrijednost velike poluosi elipse (odnosno vrijednost ὶ  ) pomnoģi sa sinusom kuta 

geodetskog azimuta vrijednosti ωπЈ ili ςχπЈ, Claurautov teorem bit ĺe ispunjen odnosno 

dokazano je da je ekvator geodetska linija. Klikom na gumb za reprodukciju koji je dan na 

toļkama ὅ  i ὅ , pokreĺe se animacija kojom se prezentira objaġnjeni proces. 

Slika 5.25 prikazuje poloģaj toļaka ὅ  i ὅ  s pripadnim radijusima (elementima 

ὶ  i ὶ ) u 3D modelu alata GeoGebraÈ. 
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Slika 5.25: Prikaz dokaza geodetskih linija u 3D suļelju 

U zadnjem koraku kompletiranja modela rotacijskog elipsoida, definirane su i prikazane 

koordinate geocentriļne ġirine • i reducirane ġirine ό toļkama ὗ i ὗ  uz inicijalno zadane 

koordinate geodetske (elipsoidne) ġirine • i geodetske (elipsoidne) duģine ‗. Slike 5.26 i 5.27 

prikazuju algebarska suļelja unutar kojih je definiran element spljoġtenosti rotacijskog 

elipsoida (Ὢ) i elementi koji su nuģni za prikazivanje geocentriļne ġirine • i reducirane ġirine 

ό toļkama ὗ i ὗ  te kutovi koji predstavljaju geocentriļne ġirine • i reducirane ġirine ό. 
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Slika 5.26: Pomoĺni elementi za prikaz 

koordinata elipsoidne ġirine, geocentriļne 

ġirine i reducirane ġirine toļaka ὗ i ὗ  

 

 

Slika 5.27:Definirajuĺi elementi koordinata 

elipsoidne ġirine, geocentriļne ġirine i reducirane 

ġirine toļaka ὗ i ὗ  

Spljoġtenost elipsoida (Ὢ) u algebarskome suļelju (slika 5.26), definirana je izrazom (3.4) ļija 

vrijednost takoĽer piġe u algebarskome suļelju. U poglavlju 3.1. definirane su teorijske osnove 

spljoġtenosti elipsoida Ὢ, geocentriļne ġirine • i reducirane ġirine ό. Naredbom ὅὭὶὧὰὩ 

odabiranjem elemenata ὕ, ὥ  i ὤὗρὉ  definirana je kruģnica sa centrom u 

ishodiġtu koordinatnog sustava, radijusa velike poluosi rotacijskog elipsoida i orijentacijom 

prema toļki ὗ. Navedena kruģnica u algebarskome suļelju imenovana je ὑὶόĿὲὭὧὥ te se 

nalazi u ravnini meridijanske elipse toļke ὗ. TakoĽer naredbom ὅὭὶὧὰὩ odabiranjem 

elemenata ὕ, ὥ  i ὤὗςὉ  definirana je kruģnica sa centrom u ishodiġtu 

koordinatnog sustava, radijusa velike poluosi rotacijskog elipsoida i orijentacijom prema toļki 

ὗ. Navedena kruģnica u algebarskome suļelju imenovana je ὑὶόĿὲὭὧὥ te se nalazi u ravnini 

meridijanske elipse toļkeὗ . Definiranjem kruģnica ὑὶόĿὲὭὧὥ i ὑὶόĿὲὭὧὥ naredbom 

ὖὶὩὴὩὲὨὭὧόὰὥὶὒὭὲὩ, odabiranjem elemenata ὗ i ὑὶόĿὲὭὧὥ te postavljanjem broja dva (2) 

kao zadnjeg elementa naredbe (koji definira da se radi o drugom presjeku na sjevernoj hemisferi 

rotacijskog elipsoida) definiran je element u algebarskome suļelju nazvan ὃ . TakoĽer 

naredbom ὖὶὩὴὩὲὨὭὧόὰὥὶὒὭὲὩ, odabiranjem elemenata ὗ  i ὑὶόĿὲὭὧὥ te postavljanjem 

broja dva (2) kao zadnjeg elementa naredbe (koji definira da se radi o presjeku na sjevernoj 
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hemisferi) definiran je element u algebarskome suļelju nazvan ὃ . Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ 

definirani su elementi ὓ  (odabiranjem elemenata ὕὯέάὭὧὥ i ὴ ) i ὓ  (ὕὯέάὭὧὥ i ὴ ). 

Time su kreirani svi elementi koji su potrebi za prikaz geocentriļne ġirine • i reducirane ġirine 

ό. Slika 5.27 prikazuje algebarsko suļelje unutar kojeg su definirani kutne vrijednosti 

(ό ȟό ȟ• ȟ• ) i radijvektori toļakaὗ i ὗ  (ὶ  i ὶ ), odnosno toļaka ὃ  i ὃ  (ὶ  i 

ὶ ). Dakle naredbom Segment oznaļavanjem elemenata ὕ i ὗ, definiran je element ὶ , 

odnosno oznaļavanjem elemenata ὕ i ὗ  definiran je element ὶ . Istom naredbom 

odabiranjem elemenata ὕ i ὃ  definiran je element ὶ , odnosno odabiranjem elemenata ὕ i 

ὃ  definiran je element ὶ . Zatim je zapoļeto definiranje elemenata u algebarskome suļelju 

nazvanih: ό ȟό ȟ•  i • . Dakle, naredbom Angle odabiranjem elemenata ὃ , ὕ i ὖὝ 

definiran je kutu vrhu toļke ὕ s krakovima usmjerenim prema toļkama: ὃ  i ὖὝ. Time je 

definiran kut u algebarskome suļelju nazvan ό  koji predstavlja reduciranu ġirinu toļke ὗ. 

TakoĽer naredbom Angle odabiranjem elemenata ὃ , ὕ i ὖὝ definiran je kut u vrhu toļke ὕ 

s krakovima usmjerenim prema toļkama: ὃ  i ὖὝ. Time je definiran kut u algebarskome 

suļelju nazvan ό  koji predstavlja reduciranu ġirinu toļke ὗ . Zatim je naredbom Angle 

odabiranjem elemenata ὗ, ὕ i ὖὝ definiran je kut u vrhu toļke ὕ s krakovima usmjerenim 

prema toļkama: ὗ i ὖὝ. Time je definiran kut u algebarskome suļelju nazvan •  koji 

predstavlja geocentriļnu ġirinu toļke ὗ. TakoĽer naredbom ὃὲὫὰὩ odabiranjem elemenata ὗ , 

ὕ i ὖὝ definiran je kut u vrhu toļke ὕ s krakovima usmjerenim prema toļkama: ὗ  i ὖὝ. 

Time je definiran kut u algebarskome suļelju nazvan •  koji predstavlja reduciranu ġirinu 

toļke ὗ . Time su definirani kutovi koji su u algebarskome suļelju nazvani: ό ȟό ȟ• ȟ• . 

Svi elementi koji se odnose na toļku ὗ oznaļeni su plavom bojom, dok su svi elementi koji su 

povezani toļkom ὗ  oznaļeni plavom bojom. Napominje se kako koordinata reducirane ġirine 

toļaka ὗ i ὗ  u algebarskome suļelju predstavlja samo pozitivnu vrijendost reducirane ġirine, 

jer se elementi ὃ  ὃ  nalaze samo na sjevernoj hemisferi. 

Slika 5.28 prikazuje geocentriļnu ġirinu toļke ὗ  (kut • ) i reduciranu ġirinu toļke ὗ (kut  

ό ).  
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Slika 5.28: Prikaz geocentriļne ġirine toļke ὗ  (kut • ) i reducirane ġirine toļke ὗ (kut  ό ). 

Modelu rotacijskog elipsoida moguĺe je pristupiti putem poveznice: Rotacijski elipsoid. 

TakoĽer, navedenom modelu moguĺe je pristupiti i skeniranjem QR koda (slika 5.29). 

 

Slika 5.29: QR kod modela rotacijskog elipsoida 

https://www.geogebra.org/m/pw6eswky
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5.3. Matematiļke operacije nad koordinatama  

5.3.1 PVT konvencija transformacije  

PVT konvencija transformacije temelji se na rotaciji vektora poloģaja polaziġne toļke za iznos 

Eulerovih kutova rotacije. Teorijske osnove PVT konvencije transformacije dane su u 

potpoglavlju 3.2.1 ovog rada. Dakle, cilj je izraditi trodimenzionalni prikaz transformacije. Za 

potrebe ovog modela bit ĺe definirani Eulerovi kutovi rotacije oko svake od osi K.S. veĺeg 

iznosa. U svrhu izrade modela, radi boljeg prikaza definirani su Eulerovi kutovi rotacije oko xï

osi za vrijednost 25Á, oko yïosi za vrijednost 25Á te oko zïosi za vrijednost 10Á. Iznosom ovih 

kutova moguĺe je bolje prezentirati kako se vektor polaziġne toļke rotira oko svake od 

koordinatnih osi. Kao prvi korak izrade ovog modela u algebarskome suļelju definirano je 

ishodiġte koordinatnog sustava alata GeoGebraÈ, odnosno definiran je polaziġni K.S., takoĽer 

definiran je poloģaj polaziġne toļke te njezin vektor poloģaja. U svrhu lakġe izrade modela 

definirane su ravnine xïyïosi, xïzïosi te yïzïosi. Algebarski prikaz navedenih elemenata 

prikazan je slikom 5.30. 

 

Slika 5.30: Prikaz defilirajuĺih elemenata koordinatnog sustava alata GeoGebra 
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Ishodiġna toļka K.S. nazvana je ὕ te je definirana koordinatama (0, 0, 0) K.S. alata 

GeoGebraÈ. Radi uspostave pravaca osi spomenutog definirane su toļke na svakoj od osi K.S. 

udaljene od ishodiġta za vrijednost 15, te su u algebarskome suļelju nazvane ὢ, ὣ i ὤ. Nadalje 

definirane su osi koordinatnog sustava pomoĺu naredbe ὛὩὫάὩὲὸ elementima ishodiġne toļke 

(ὕ) i prijaġnje definiranih toļaka koje se nalaze na koordinatnim osima (ὢ, ὣ i ὤ). Kao rezultat 

definirani su pravci u algebarskome suļelju nazvani ὼ , ώ  i ᾀ . Zatim je definirana polaziġna 

toļka u algebarskome suļelju nazvana ὖ koja ĺe biti predmet transformacije, s pripadnim 

koordinatama (7, 2, 7). Naredbom ὠὩὧὸέὶ definiran je polaziġni vektor elementima ὕ i ὖ u 

algebarskome suļelju nazvan ὶ. Navedeni ĺe takoĽer biti predmet rotacije zajedno s toļkom 

na vrhu istog (elementom ὖ). Izrazima (5.1), (5.13) i (5.2) definirane su pomoĺne ravnine u 

algebarskome suļelju nazvane ὢὣ , ὣὤ  i ὢὤ . Elementi ὼ , ώ  i ᾀ  

definirani su crnom bojom dok je element ὶ s toļkom ὖ u trodimenzionalnom suļelju 

prikazan zelenom bojom (slika 5.31). 

ὼ π (5.13) 
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Slika 5.31: Elementi ὼ , ώ , ᾀ  ,ὶ s toļkom ὖ u 3D suļelju alata GeoGebre 

Nakon definiranja poļetnih elemenata koji su nuģni za izradu modela slijedi postupak rotacije 

elemenata ὶ i ὖ za iznos Eulerovih kutova rotacije oko svake od koordinatnih osi. Naime 

navedeni elementi rotirani su za iznos Eulerovog kuta rotacije ‌ oko xïosi te je time definirana 

toļka ὖ. Zatim je toļka ὖ rotirana za iznos Eulerovog kuta rotacije oko yïosi ‌  te je time 

definirana toļka ὖ. Konaļno toļka ὖ  rotirana je oko zïosi za vrijednost Eulerovog kuta 

rotacije ‌ te je time definirana odrediġna toļka i njezin vektor nazvana ὖ. Navedenim 

postupkom na toļki ὖ izvrġena je transformacije PVT konvencije. Nadalje sve toļke rotacije 

povezane su kruģnim lukovima te na iste postavljene toļke koje se kreĺu. Tako klikom na gumb 

za reprodukciju omoguĺen je prikaz rotacije pojedinog vektora. 

Slika 5.32 prikazuje algebarsko suļelje kojim je postignuta rotacija prostornog vektora 

polaziġne toļke oko xïosi (elementa ὼ ) koordinatnog sustava. 
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Slika 5.32: Prikaz algebarskog suļelja rotacije polaziġnog vektora oko xïosi K.S. 

Naredbom ὖὰὥὲὩ, elementima ὖ i ὣὤ ,definirana je paralelna ravnina s ώᾀ ravninom 

koordinatnog sustava koja prolazi toļkom koja je predmet rotacije (element ὖ). Navedena 

ravnina u algebarskome suļelju nazvana je ὤὣ. Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ definira se toļka 

presijecanja elemenata ὤὣ i ὼ  u algebarskome suļelju nazvana ὖ . Nadalje, definira se 

vektor koji ĺe biti predmet rotacije, naredbom ὠὩὧὸέὶ, elementima ὖ  i ὖ, u algebarskom 

suļelju nazvan ὶ. Element ‌ definiran je kao Eulerov kut rotacije oko xïosi iznosa 25Á. 

Naredbom ὙέὸὥὸὩ rotiran je vektor ὶ za negativni iznos kuta ‌ ( ‌) oko x-osi (ὼὃὼὭί), 

kako bi se dobila rotacija vektora u smjeru kretanja kazaljke na satu. Kao rezultat ove naredbe 

definiran je vektor ὶ u vrhu ļijeg se nalazi toļka koja predstavlja rotiranu polaziġnu toļku za 

vrijednost Eulerovog kuta rotacije ‌ oko ὼïosi. Ista je definirana izrazom (5.14) te u 

algebarskome suļelju nazvana ὖᴂ: 

ὼὖ ȟώὶ ȟᾀὶ  (5.14) 

Dakle, toļka ὖᴂ definira toļku ὖ nakon rotacije oko ὼïosi. Navedeni rezultat sa svim 

elementima prikazan je na slici 5.33. 
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Slika 5.33: Prikaz elemenata rotacije toļke PP oko xïosi 
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Analogno vrijedi i za drugu rotaciju gdje je rotirana toļka ὖ oko yïosi za vrijednost Eulerovog 

kuta ‌ . Slika 5.34 prikazuje elemente kojima je navedeno omoguĺeno. 

 

 

Slika 5.34: Prikaz algebarskog suļelja rotacije vektora toļke ὖᴂ oko ώïosi K.S 

Postupak rotacije toļke ὖ oko yïosi zapoļet je definiranjem paralelne ravnine s ravninom zï

xïosi koja prolazi toļkom ὖ. Navedena je ravnina konstruirana naredbom ὖὰὥὲὩ elemenata 

ώ  i ὢὤ  te u algebarskome suļelju nazvana ὤὢ. ὖ  jest toļka koja definira sjeciġte 

elemenata ravnine ὤὢ' i elementa ώ , konstruirana naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ. Naredbom ὠὩὧὸέὶ 

elementima, ὖ  i ὖ, definiran je vektor koji ĺe biti predmet rotacije u algebarskome suļelju 

nazvan ὶ. Definiran je drugi Eulerov kut rotacije, odnosno kut rotacije oko yïosi iznosa 25Á u 

algebarskom suļelju nazvan ‌ . Zatim je vektor ὶ naredbom ὙέὸὥὸὩ rotiran za negativan iznos 

Eulerovog kuta rotacije ‌  oko yïosi (yAxis). Navedeni kut negativno je rotiran (‌ ) kako bi 

se dobila rotacije u smjeru kretanja kazaljke na satu. Kao rezultat dobiven je vektor u 

algebarskome suļelju nazvan ὶ ļiji vrh definira poloģaj toļke ὖ nakon rotacije oko xïosi te 

nakon rotacije oko yïosi. Time je izrazom (5.15) definirana toļka ὖ . Rezultat navedenog 

postupka sa svim opisanim elementima predoļen je slikom 5.35. 

ὼὶᴂȟώὶ ȟᾀὶ  (5.15) 
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Slika 5.35: Prikaz elemenata rotacije toļke P' oko yïosi 

Kao posljednji korak transformacije toļke ὖ PVT konvencijom preostaje rotacije toļke ὖ  

oko zïosi, za vrijednost Eulerovog kuta ‌. Slika 5.36 prikazuje algebarsko suļelje u kojem se 

nalaze svi elementi kojima je posljednja rotacija obavljena. 
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Slika 5.36: Prikaz algebarskog suļelja rotacije vektora toļke ὖᴂᴂ oko ᾀïosi K.S 

Posljednja rotacija zapoļeta je definiranjem ravnine u algebarskom suļelju nazvanom ὢὣ  

naredbom ὖὰὥὲὩ elementima ὖᴂᴂ i ὢὣ . Navedena ravnina paralelna je s x-y ravninom 

(elementom ὢὣ ) te prolazi toļkom ὖ . Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elementima ᾀ  i 

ὢὣ  definirano je toļka sjeciġta, u algebarskome suļelju nazvana ὖ . Zatim je 

naredbom ὠὩὧὸέὶ elementima ὖ  i ὖ  definiran vektor u algebarskome suļelju nazvan ὶ koji 

ĺe biti predmet rotacije. Uslijedila je definicija treĺeg Eulerovog kuta rotacije nazvanog ‌ sa 

zadanom pripadnom vrijednoġĺu iznosa 10Á. Naredbom ὙέὸὥὸὩ element ὶ rotiran je za 

vrijednost ‌ oko zïosi (zAxis). Navedenim je definiran vektor ὶ koji u svome vrhu definira 

poloģaj toļke ὖ . Toļka ὖ  poistovjeĺuje se sa toļkom ὖ odnosno odrediġnom toļkom koja 

je rezultat transformacije toļke ὖ temeljem PVT konvencije. U algebarskome prikazu izrazom 

(5.16) definiran je poloģaj toļke ὖ  a naziv joj je dan ὖ, radi ukazivanja da se radi o odrediġnoj 

toļki. Naredbom ὠὩὧὸέὶ elementima O i ὖ uspostavljen je vektor u algebarskome suļelju 

nazvan ὶ koji predstavlja vektor poloģaja transformirane toļke ὖ. Naredbom   
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ὒὩὲὫὸὬ definirana su duljine poļetnog vektora ὶ i ὶ. Navedene duljine nazvane su ὥ i ὦ te su 

potpuno jednake ġto dokazuje ekvidistantnost PVT konvencije transformacije. 

ὼὶᴂȟώὶ ȟᾀὶ  (5.16) 

Rezultat konaļne treĺe rotacije koja je prijaġnje opisana zajedno s svim elementima predoļen 

je na slici 5.37 gdje su elementi ὶ i ὖ prikazani plavom bojom. 

 

 

Slika 5.37: Prikaz elemenata rotacije toļke P'' oko zïosi 

Nakon transformacije koordinata toļke ὖ PVT konvencijom uslijedio je proces prezentiranja 

svake od rotacije pomoĺu lukova rotacije te toļaka koje se kreĺu na lukovima kao i definiranje 

vektora kojima se prikazuje svaka rotacija ponaosob. Prvi korak prezentiranja izraĽenog modela 

predstavlja definiranje lukova koji predstavljaju Eulerove kutove rotacije. Na svaki definirani 

luk postavljena je toļka koja se giba duģ istog, te su definirana tri vektora ļije je ishodiġte 

postavljeno u ishodiġnu toļku koordinatnog sustava te kao krajnje toļke svakog vektora   



74 

 

izabrane su, u prijaġnjem koraku definirane toļke na lukovima. Naime kako je za transformaciju 

toļke ὖ u toļku ὖ bila nuģna rotacija oko sve tri koordinate osi K.S. odnosno kako su 

uspostavljene toļke P' i P'' sve toļke povezane su lukovima. Dakle toļka ὖ povezana je lukom 

s toļkom ὖ, toļka ὖ povezana je lukom s toļkom ὖ  te konaļno toļka ὖ  povezana je lukom 

s toļkom ὖ  (koja se poistovjeĺuje s odrediġnom toļkom ὖ). Slika 5.38 prikazuje navedene 

lukove koji predstavljaju Eulerove kutove rotacije. 

 

 

Slika 5.38: Prikaz lukova rotacije toļke ὖ PVT konvencijom  

Za predstavljanje lukova upotrebljavala se naredba ὅὭὶὧόὰὥὶὃὶὧ. Luk u geometrijskome smislu 

predstavlja dio kruģnice omeĽen krajnjim toļkama luka, time spomenuta naredba prvo zahtjeva 

unos toļke koja predstavlja centar kruģnice te zatim unos krajnjih toļaka luka. Za definiranje 

luka koji predstavlja rotaciju toļke ὖ oko xïosi za vrijednost Eulerovog kuta rotacije ‌ 

unesen je element ὖ  te zatim elementi ὖ i ὖ odnosno krajnje toļke luka na kruģnici, te se 

time definirao luk u algebarskome suļelju nazvan ὖ . Istom naredbom definiran je luk u 

algebarskome suļelju nazvan ὖ   koji predstavlja rotaciju toļke ὖ oko yïosi za vrijednost 

Eulerovog kuta rotacije ‌, gdje je za centar kruģnice unesena je toļka ὖ  , te za krajnje toļke 

luka unesene su toļke ὖ ὖi. Za luk  u algebarskome suļelju nazvan ὖ  koji predstavlja 

Eulerov kut rotacije (vrijednosti ‌) toļke ὖ  oko zïosi za centar kruģnice unesena je toļka 

ὖ  dok su za krajnje toļke luka uzete toļke ὖ  i ὖ  (odnosno toļka ὖ ). Navedeni lukovi 

rotacije ὖ , ὖ  i ὖ  predoļeni su slikom 5.39. 
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Slika 5.39: Prikaz lukova rotacije u 3D suļelju GeoGebre 

Sljedeĺi korak prezentiranje PVT konvencije transformacije predstavlja izradu toļaka koje se 

gibaju na svakom od lukova rotacije (ὖ , ὖ  i ὖ ). Slikom 5.40 prikazane su navedene 

u algebarskom suļelju. 

 

Slika 5.40. Algebarski prikaz animiranih toļaka na lukovima koji predstavljaju rotaciju oko svake od 

koordinatnih osi K.S. 
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Toļke su definirane naredbom ὖέὭὲὸ klikom na pojedini luk. Time toļka ὢ  predstavlja 

toļka koja se giba duģ luka ὖ , toļka ὣ  toļka je koja se giba duģ luka ὖ , te 

konaļno toļka ὤ  koja predstavlja zadnju rotaciju. Navedene toļke moguĺe je zaustaviti 

te pokrenuti njihovo kretanje gumbom za reprodukciju. Slika 5.41 prikazuje konaļne vektore 

rotacije definiranih u algebarskome suļelju koji predstavljaju svaku pojedinu rotaciju oko svake 

od osi koordinatnog sustava. 

 

 

Slika 5.41: Prikaz vektora rotacije u algebarskome suļelju 

Naredbom ὠὩὧὸέὶ kreirani su vektori u algebarskome suļelju nazvani ὶ ὶ i ὶ , od kojih 

vektor ὶ predstavlja rotaciju toļke ὖ oko xïosi koordinatnog sustava za iznos Eulerovog kuta 

rotacije ‌, vektor ὶ predstavlja rotaciju toļke ὖ oko yïosi koordinatnog sustava za iznos 

Eulerovog kuta rotacije ‌  te konaļno vektor ὶ  koji predstavlja rotaciju toļke ὖ oko zïosi 

za iznos Eulerovog kuta rotacije ‌. Svaki navedeni vektor rotacije ima jednaku toļku ishodiġta 

ὕ odnosno samo ishodiġte koordinatnog sustava. Time je za odrediġnu toļku vektora ὶ 

odabrana toļka ὢ , za vektor ὶ toļka ὣ , te za vektor ὶ  toļka ὤ . Time 

su kreirane navedeni vektori, koji se kreĺu u modelu klikom na gumb za reprodukciju toļaka 

ὢ  ὣ  i ὤ . Navedeni vektori prikazani su slikom 5.42. 
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Slika 5.42: Prikaz vektora rotacije r', r'' i r''' u 3D suļelju  

Navedenim postupkom definirana je rotacija poļetnog vektora poloģaja oko sve tri osi 

koordinatnog sustava, no nije prikazana promjena mjerila i translacija koordinatnih sustava jer 

bi se implementacijom tih elemenata transformacije dotiļni model znatno zakomplicirao te bi 

se time njegovo koriġtenje oteģalo. 

Ovom modelu animacija PVT konvencije transformacije moguĺe je pristupiti putem poveznice: 

PVT konvencija transformacije. 

TakoĽer, navedenom modelu moguĺe je pristupiti skeniranjem QR koda (slika 5.43): 

https://www.geogebra.org/m/hgyfvy98
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Slika 5.43: QR kod animacije PVT konvencije transformacije 
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5.3.2 CFR konvencija transformacije 

CFR konvencija transformacije, konvencija je koja odgovara rotaciji odrediġnog koordinatnog 

sustava oko polaziġnog za iznos Eulerovih kutova rotacije za svaku os K.S. Primjenjuje se za 

transformaciju koordinata izmeĽu dva koordinatna sustava od kojih je jedan globalnog 

karaktera (geocentriļan geodetski datum), dok je drugi lokalnog karaktera (ne-geocentriļni 

geodetski datum), te je vektor poloģaja toļke fiksan. Za izradu ovog modela definiran je 

koordinatni sustav s vektorom poloģaja toļke koja ĺe biti predmet transformacije. Nuģno je 

napomenuti iako se obavlja rotacija koordinatnih osi K.S. konaļni cilj je rotacija vektora 

poloģaja toļke od znaļaja s koordinatnim osima. Kao prvi korak izrade modela CFR 

transformacije definiran je polaziġni koordinatni sustav te (polaziġna) toļka koja ĺe biti predmet 

transformacije, s vektorom poloģaja toļke. Algebarsko suļelje navedenih elementa prikazani 

su slikom 5.44. Teorijska osnova ove konvencije transformacije nalazi se u poglavlju 3.2.2. 

ovog rada. 

 

Slika 5.44: Prikaz polaziġnog koordinatnog sustava unutar algebarskog suļelja 

Toļka O s pripadnim koordinatama (0,0,0) definira ishodiġte koordinatnog sustava. Zatim su 

definirane toļke ὢ, ὣ i ὤ u svrhu definiranja osi koordinatnog sustav u ovom modelu 

predstavljene s vektorima. Toļka ὢ definirana je pripadnim koordinatama (15,0,0), toļka ὣ s 

koordinatama (0,15,0), te konaļno toļka ὤ s koordinatama (0,0,15). Naredbom ὠὩὧὸέὶ 
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definirana je ὼ  gdje je kao poļetna toļka vektora odabran element ὕ dok je kao zavrġna toļka 

vektora odabran element ὢ. Istom naredbom definiran je vektor ώ  gdje je, za razliku od 

elementa ὼ  kao krajnja toļka uzet element ὣ, te konaļno za vektor ᾀ  kao zavrġna toļka uzet 

je element ὤ. Time su definirane osi polaziġnog korodiranog sustava s pridodanom mu zelenom 

bojom. Zatim je naredbom definirana toļka ὖ s pripadnim koordinatama (2,8,7), proizvoljno 

izabranim s ciljem ġto boljeg prezentiranja transformacije koordinata. Naredbom 

ὠὩὧὸέὶ definiran je vektor poloģaja toļke ὖ (polaziġna toļka) gdje je za poļetnu toļku 

odabrana ishodiġna toļka koordinatnog sustava ὕ te toļka koja ĺe biti predmet transformacije 

ὖ, navedeni vektor u algebarskome suļelju nazvan je ὶ . Element ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ predstavlja 

uniformnu skupinu vektora (ὼ , ώ , ᾀ  i ὶ ) polaziġnog koordinatnog sustava  koja ĺe kao 

cjelina biti u narednom postupku rotirana za Eulerove kutove rotacije oko svake od 

koordinatnih osi sustava. Toļki ὖ dodijeljen je naziv s ciljem jasnog naznaļavanja da se radi 

o toļki koja se nalazi u polaziġnom koordinatnom sustavu. Slika 5.45 predstavlja prijaġnje 

definirane elemente u trodimenzionalnom suļelju. 
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Slika 5.45: Prikaz polaziġnog K.S. zajedno sa vektorom poloģaja polaziġne toļke u 3D suļelju  

Nadalje uslijedilo je definiranje Eulerovih kutova rotacije (slika 5.46), za ļiji ĺe (pozitivan) 

iznos (odrediġni) koordinatni sustav biti rotiran oko svake osi koordinatnog sustava. Navedeni 

Eulerovi kutovi rotacije definirani su u algebarskome suļelju pod nazivima: ‌ , ‌  i ‌  , od 

kojih je za kut ‌  definirana vrijednost od 20Á, za ‌  vrijednost 15Á te za ‌  vrijednost 10Á. 

Zadane vrijednosti Eulerovih kutova nisu vjerodostojne, te se njihov iznos poistovjeĺuje s 

vrijednoġĺu u kutnim mili -luļnim sekundama (eng. mas) prilikom transformacije, te su za 

predoļavanje ovog modela izabrane kutne vrijednosti stupnjeva radi bolje prezentacije same 

rotacije.  

 

Slika 5.46: Prikaz Eulerovih kutova rotacije u algebarskome suļelju  

Nakon definiranja Eulerovih kutova rotacije uslijedila je uspostava pomoĺnih veliļina, koji su 

nuģni za narednu izradu modela ļiji je prikaz u algebarskome suļelju predoļen slikom 5.47. 
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Slika 5.47: Prikaz pomoĺnih veliļina unutar algebarskog suļelja tijekom izrade modela 

transformacije CFR konvencije  

Zadana je toļka P'P koja predstavlja toļku ὖ u ravnini xïyïosi definiranog koordinatnog 

sustava, s pripadnim koordinatama (2,8,0). Naredbom ὒὩὲὫὸὬ definirana je duljina vektora 

poloģaja toļke ὖ, te su naredbom ὃὲὫὰὩ definirani kutovi ‌  i ‌  sa ishodiġtem u toļki ὕ. 

Kut ‌  predstavlja kut izmeĽu toļaka ὤ i ὖ s vrhom u toļki ὕ, dok kut ‌  predstavlja kut 

izmeĽu toļaka ὢ i ὖ sa vrhom u toļki ὕ. Navedeni kutovi sa svim dosadaġnje kreiranim 

elementima prikazani su slikom 5.48. 

 

Slika 5.48: Prikaz polaziġnog koordinatnog sustava, vektora poloģaja te polaziġne toļke zajedno sa 

pomoĺnim elementima u 3D suļelju  
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U narednom postupku predstavljena je rotacija polaziġnog koordinatnog sustav oko svake osi 

za definirane Eulerove kutove rotacije. Naime CFR transformacija odgovara rotaciji odrediġnog 

koordinatnog sustava oko polaziġnog koordinatnog sustava. Dakle ako se ģeli prikazala CFR 

konvencija transformacije nuģno je definirati odrediġni koordinatni sustav koji ĺe se rotacijom 

poistovjetiti s polaziġnim. Ako se ģeli da zadani Eulerovi kutovi rotacije odgovarali ovom 

modelu transformacije polaziġni koordinatni sustav rotiran je za negativne vrijednosti Eulerovih 

kutova rotacije za oko svake od koordinatne osi krenuvġi od zïosi prema xïosi. Ovim 

postupkom definiran je odrediġni koordinatni sustav, te je prezentiranje CFR transformacije 

definirano rotacijom (odrediġnog koordinatnog sustava) oko svake koordinatne osi za 

vrijednost pozitivnog iznosa Eulerovih kutova rotacije te je time prezentirana CFR model. 

Dakle slijedila je rotacija polaziġnog koordinatnog sustava za negativnu, prijaġnje definiranu 

vrijednost Eulerovog kuta rotacije ‌  oko zïosi koordinatnog sustav (elementa ᾀ ). Slika 5.49 

prikazuje algebarski prikaz u kojem je naredbom ὙέὸὥὸὩ polaziġni koordinatni sustav (element 

ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ) rotiran za vrijednost Eulerovog kuta rotacije ‌  oko ishodiġne toļke ὕ, u smjeru 

zïosi (elementa ᾀ ), te je time navedeni koordinatni sustav nazvan ὑὛ. Koordinate toļke ὖ u 

novom koordinatom sustavu ὑὛ s pripadnim koordinatama (3.3588,7.53117,7), nazvana je ὖ  

u algebarskome suļelju. Koordinate toļke ὖ  poistovjeĺuju se s ļetvrtim ļlanom skupa ὑὛ. 

 

Slika 5.49: Algebarski prikaz rotacija polaziġnog koordinatnog sustava za negativnu vrijednost kuta 

‌  oko zïosi 

Rezultati rotacije polaziġnog koordinatnog sustava oko zïosi za vrijednost Eulerovog kuta 

rotacije ‌  predstavljen je slikom 5.50. 
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Slika 5.50: Prikaz rotiranog polaziġnog koordinatnog sustava (crni) za negativnu vrijednost kuta ‌  

oko zïosi 

Nakon rotacije polaziġnog koordinatnog sustava oko zïosi za negativni iznos Eulerovog kuta 

rotacije‌  (odnosno definiranje elementa ὑὛ), slijedila je rotacija elementa ὑὛ oko yïosi za 

vrijednost Eulerovog kuta rotacije ‌ . Napominje se kako se rotacija navedenog koordinatnog 

sustav obavlja oko yïosi koordinatnog sustava ὑὛ. Slika 5.51 prikazuje algebarsko suļelje 

unutar kojeg se nalaze svi elementi kojima se koordinati sustav ὑὛ rotirao oko yïosi. 

 

Slika 5.51: Prikaz algebarskog suļelja rotacije oko y-osi za negativan iznos kuta ‌  

Za uspostavu rotacije koordinatnog sustava ὑὛ oko yïosi prvo se mora definirati os (vektor) 

oko koje ĺe se navedeni rotirati (y-os koordinatnog sustava ὑὛ). Navedeni vektor definiran je 

naredbom ὠὩὧὸέὶ toļkama ὕ i ὣ, te je u algebarskome suļelju nazvan ώ. Toļka ὣ definirana 
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je pripadnim koordinatama (2,60472, 14,77212, 0), odnosno definirana je vrhom treĺeg ļlana 

grupe vektora ὑὛ (predoļen slikom 5.52). Nakon definicije vektora ώ naredbom ὙέὸὥὸὩ 

element ὑὛ rotiran je za negativnu vrijednost Eulerovog kuta rotacije oko yïosi ‌ , oko toļke 

ὕ u odnosu na vektor ώ. Navedeni koordinatni sustav u algebarskome suļelju nazvan je ὑὛ 

te mu je pridodana tamno zelena boja. Kao zadnji postupak rotacije koordinatnog sustava ὑὛ 

oko yïosi uspostavljan je toļka ὖ sa pripadnim koordinatama (1,50748, 7,85760, 7,27912). 

Koordinate toļke ὖ poistovjeĺuju se s ļetvrtim ļlanom elementa ὑὛ (predoļen slikom 5.51). 

Prikaz rotacije elementa ὑὛ oko yïosi istog predstavljen je slikom 5.52. gdje tamno zeleni 

koordinatni sustav predstavlja ὑὛ, dok koordinatni sustav crne boje predstavlja ὑὛ. 

 

Slika 5.52: Prikaz rotacije koordinatnog sustava ὑὛ (crni K.S.) za negativnu vrijednost kuta ‌  oko 

y-osi te time definiranje ὑὛ(zeleni K.S.) 

Zadnji korak definiranja odrediġnog koordinatnog sustava predstavlja rotaciju koordinatnog 

sustava ὑὛ za iznos negativne vrijednosti Eulerovog kuta rotacije ‌  oko xïosi navedenog. 

Slika 5.53 prikazuje sve navedene elemente algebarskog suļelja kojima je rijeġen navedeni 

zadatak. 
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Slika 5.53: Prikaz algebarskog suļelja rotacije oko x-osi za negativan iznos kuta ‌  

Toļka ὢ  vrh je vektora koji predstavlja x-os koordinatnog sustava ὑὛ. Koordinate toļke ὢ  

poistovjeĺuju se s prvim ļlanom skupa ὑὛ koji je prikazan slikom 4.45. naredbom ὠὩὧὸέὶ 

definiran je vektor u algebarskome suļelju nazvan ὼ s poļetnom toļkom ὕ te zavrġnom ὢ . 

Navedeni vektor predstavlja x-os konaļnog odrediġnog koordinatnog sustava. Naredbom 

ὙέὸὥὸὩ koordinatni sustav ὑὛ rotiran je za negativnu vrijednost Eulerovog kuta rotacije ‌ , 

oko toļke ὕ u odnosnu na uspostavljeni vektor ὼ. Kao rezultat kreiran je odrediġni koordinatni 

sustav koji je u algebarskome suļelju nazvan ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ, te je istom dodijeljena plava boja. 

Kao zadnji korak definirana je toļka ὖ u odrediġnom koordinatnom sustavu u algebarskome 

suļelju nazvana ὖ, te takoĽer kao i ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ pridodana joj je plava boja. Koordinate toļke 

ὖ poistovjeĺuju se s ļetvrtim elementom skupa ὕὨὶὩὨέĤὲὭ ġto je vidljivo na slici 5.53. 

Slika 5.54 prikazuje plavi odrediġni koordinatni sustav (element ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ) i koordinatni 

sustav ὑὛ kojem je pridodana tamno zelena boja. Slika 5.55 prikazuje meĽusobni odnos 

ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ (svijetlo zelena boja) i ὕὨὶὩὨέĤὲὭ (plava boja). 
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Slika 5.54: Prikaz odnosa odrediġnog (plava boja) koordinatnog sustava i KSY koordinatnog sustava 

(tamno zelena boja) 
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Slika 5.55: Prikaz odnosa polaziġnog (svijetlo zelena) i odrediġnog (plava boja) koordinatnog sustava 

Navedenim postupkom uspostavljena su dva koordinatna sustava, odrediġni (element 

ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ, oznaļen plavom bojom) i polaziġni (element ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ, oznaļen svijetlo 

zelenom bojom) gdje su meĽusobno povezani poznatim (zadanim) Eulerovim kutovima 

rotacije, ġto bitno olakġava proces prezentiranja rotacije koordinatnog sustava (odrediġnog 

zajedno sa vektorom poloģaja toļke). U nastavku ĺe biti detaljno objaġnjen proces izrade 

elemenata modela koji prezentiraju proces transformacije CFR konvencije. Proces 

prezentiranja podrazumijeva izradu koordinatnog sustava koji ĺe se klikom na gumb za 

reprodukciju moĺi kretati te tako predoļiti rotacija koordinatnog sustava zajedno sa vektorom 

poloģaja toļke ὖ (oko jedne od koordinatnih osi). Time, povrgnuta je izrada koordinatnog 

sustava koji prezentira rotaciju odrediġnog koordinatnog sustava (element ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ) oko 

ὼɀέίὭ te dobivanje toļke ὖ (od poļetne toļke ὖ). Slike 5.56 i 5.57 prikazuju algebarsko 

suļelje   
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izrade koordinatnog sustava koji prezentiraju (animacijom) rotaciju odrediġnog vektora 

oko ὼɀέίὭ za vrijednost Eulerovog kuta rotacije ‌ . 

 

 

Slika 5.56: Prikaz definirajuĺih elemenata 

prezentacije rotacije odrediġnog koordinatnog 

sustava oko xïosi 

 

Slika 5.57: Prikaz elemenata rotacije 

odrediġnog koordinatnog sustava oko xïosi 

 

Elementi ὖ , ὖ  i ὖ  predstavljaju toļke koje se nalaze na vrhovima vektora koji tvore 

odrediġni koordinatni sustav (element ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ). Koordinate navedenih toļaka prepisane 

su iz elementa ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ, koji je vidljiv na slici 5.53. Elementi ὖ , ὖ  i ὖ  predstavljaju 

toļke koje se nalaze na vrhovima vektora koji tvore koordinatni sustav ὑὛ. Koordinate 

navedenih toļaka prepisane su iz elementa ὑὛ koji je predoļen slikom 5.51 te su postavljene 

s oznakom ᴂ koja ukazuje da se radi o koordinatnom sustavu koji je rotiran u odnosu na x-os. 

Naredbom ὃὲὫὰὩ definiran je kut ļiji se vrh nalazi u toļi ὕ dok su krakovi kuta tvoreni 

toļkama: ὖ  i ὖ . Kut ‌ jednak je zadanom kutu ‌, ġto ukazuje da je definiranje odrediġnog 

koordinatnog sustava (iz inicijalnog polaziġnog) uspjeġno obavljeno. Naredbom ὅὭὶὧόὰὥὶὃὶὧ 

kreirani su lukovi kruģnice u algebarskome suļelju nazvani ὙέὸὥὧὭὮὥ i ὙέὸὥὧὭὮὥ koji 

predstavljaju putanju vrhova vektora koji predstavljaju koordinatni sustav. Dakle luk 

ὙέὸὥὧὭὮὥ predstavlja putanju vektora koji predstavlja ᾀɀέί koordinatnog sustava, dok luk 

ὙέὸὥὧὭὮὥ predstavlja rotaciju vektora koji predstavlja ώɀέί koordinatnog sustava. Cilj je   
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izrada koordinatnog sustava koji bi animacijom prikazivao rotaciju odrediġnog K.S. (element 

ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ) oko ὼɀέίὭ istog, te time kao rezultat dobivanje veĺ poznatog koordinatnog 

sustav u algebarskome suļelju nazvanog ὑὛ. Izazov animacije rijeġen je postavljanjem toļke 

na luk ὙέὸὥὧὭὮὥ koja je u algebarskome suļelju nazvana Ὑ  te je tom toļkom moguĺe 

manipulirati u vidu pritiska na gumb za reprodukciju, kada se toļka krene kretati. Naredbom 

ὠὩὧὸέr definiran je vektor u algebarskome suļelju nazvan ὶ  s poļetnom mu toļkom ὕ i 

krajnjom toļkom vektora Ὑ . Ovime je dobiven vektor koji predstavlja rotaciju ᾀɀέίὭ 

korodiranog sustava oko ὼɀέίὭ. Cilj je u narednim koracima izraditi sve vektore koji 

predstavljaju animirani koordinatni sustav. Ukoliko se ģeli ostvariti spomenuta animacija svih 

ostalih osi (predstavljene vektorima) moraju biti jedinstveno povezane s vektorom ὶ . 

Navedeno se omoguĺilo naredbom ὙέὸὥὸὩ kojom se rotirao vektor ὶ  u razliļitim smjerovima 

za razliļite kutne vrijednosti. Dakle, kao prvi korak kreirana je ravnina naredbom ὖὰὥὲὩ koja 

je tvorena od tri toļke: ὖ , ὖ  i ὖ . Navedena ravnina u algebarskome suļelju nazvana je 

ὙὥὺὲὭὲὥ unutar koje se rotira ᾀɀέί i ώɀέί animiranog koordinatnog sustava, te je nuģna za 

rotaciju zïosi (vektora ὶ ) u ώɀέί animiranog K.S. Zatim se naredbom ὙέὸὥὸὩ rotirao vektor 

ὶ  oko toļke ὕ za iznos kuta vrijednosti ωπЈ (osi koordinatnih sustava meĽusobno su 

ortogonalne), u ravnini ὙὥὺὲὭὲὥ. Kao zadnji korak izrade animiranog koordinatnog sustav je 

izrada ὼɀέίὭ koja je predstavljena vektorom ὶ  koji je definiran naredbom ὠὩὧὸέὶ toļkama 

ὕ i PXX. Kao zadnji korak izrade animiranog koordinatnog sustava, izrada je vektora poloģaja 

toļke ὖ koji se takoĽer mora kretati s svim ostalim osima animiranog koordinatnog sustava, 

odnosno navedeni takoĽer mora imati jedinstvenu vezu s animiranim K.S. Ukoliko se navedeno 

ģeli omoguĺiti  izrazom (5.17) definirana je toļka u algebarskome suļelju nazvana Ὑ , koja 

predstavlja vrh vektora ὶ  (reprezentacija y-os animiranog korodiranog sustava): 

ὼὶᴂ ȟώὶ ȟᾀὶ  (5.17) 

Zatim je naredbom ὖὰὥὲὩ definirana ravnina koja je u algebarskome suļelju nazvana 

ὙὥὺὲὭὲὥ, toļkama: ὕ, Ὑ  i ὖ . Unutar elementὙὥὺὲὭὲὥ, naredbom ὙέὸὥὸὩ rotiran je 

vektor ὶ  za vrijednost kuta ωπЈ‌  (gdje je kut ‌  prijaġnje definiran vrijednost koja 

predstavlja kut ļiji je vrh u toļki ὕ izmeĽu xïosi koordinatnog sustava i toļke P u xïy ravnini, 

te je navedena vrijednost kuta konstanta, odnosno vrijedi za sve koordinatne sustave definirane 

u ovom modelu), oko toļke ὕ te je time dobiven vektor poloģaja toļke ὖ u xy ravnini 

animiranog koordinatnog sustava, koji je u algebarskome suļelju nazvan ὶ . Zatim je  
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definirana toļka u algebarskome suļelju nazvana ὖ  izrazom (5.18) koja predstavlja vrh 

vektora ὶ .  

ὼὶᴂ ȟώὶ ȟᾀὶ  (5.18) 

Naredbom ὖὰὥὲὩ definirana je ravnina u algebarskome suļelju nazvana ὙὥὺὲὭὲὥ toļakam: 

ὕ, Ὑ  i ὖ . ὙὥὺὲὭὲὥ rotacijom animiranog koordinatnog sustava mijenja svoju orijentaciju, 

te se unutar iste nalazi vektor poloģaja toļke ὖ. Naredbom ὟὲὭὸὠὩὧὸέὶ definiran je jediniļni 

vektor koji predstavlja vektor poloģaja toļke ὖ koji se zajedno rotira s animiranim koordinatnim 

sustavom. Unutar same naredbe ὟὲὭὸὠὩὧὸέὶ direktno je rotiran (naredbom ὙέὸὥὸὩ) vektor ὶ  

za vrijednost kuta ‌  umanjenog za 90Á, oko toļke ὕ u prethodno definiranoj ravnini 

ὙὥὺὲὭὲὥ. Navedeni jediniļni vektor pomnoģen je s vrijednoġĺu duljine vektora poloģaja toļke 

ὖ u algebarskome suļelju nazvanom ὈόὰὮὭὲὥ, ġto kao rezultira jednaku duljinu vektora 

poloģaja kao i u zadanom koordinatnom sustavu. Time je definiran vektor poloģaja toļke ὖ 

povezan s animiranim koordinatnim sustavom. Naredbom ὅὭὶὧόὰὥὶὃὶὧ definiran je luk sa 

srediġnjom toļkom ὕ i graniļnim toļkama ὖ i ὖ u algebarskome suļelju nazvan ὙέὸὥὧὭὮὥ. 

Kao zadnji korak animacije rotacije korodiranog sustava oko xïosi izrazom (5.19) definirana 

je toļka ὖ koja ukazuje kako se toļka ὖ rotira s osima korodiranog sustava u odnosu na xïos.  

ὼὶ ȟώὶ ȟᾀὶ  (5.19) 

Toļka ὖ kreĺe se duģ luka ὙέὸὥὧὭὮὥ Slika 5.58. prikazuje odrediġni koordinatni sustav 

(element ὕὨὶὩὨὭĤὲὭ, oznaļen plavom bojom), element ὑὛ oznaļen tamno zelenom bojom 

koji prikazuje rotirani odrediġni koordinatni sustav oko xïosi za vrijednost Eulerovog kuta 

rotacije ‌  i animirani koordinatni sustav oznaļen crvenom bojom koji predstavlja rotaciju 

odrediġnog koordinatnog sustava oko xïosi. 
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Slika 5.58: Prikaz rotacije odrediġnog koordinatnog sustava oko xïosi za vrijednost Eulerovog kuta 

rotacije ŬX 

Sljedeĺi korak animacija je rotacije elementa ὑὛ oko yïosi istog koordinatnog sustava te time 

izrada elementa ὑὛ (prethodno definiranog), istom metodologijom kao ġto je objaġnjeno u 

prethodnom dijelu rada. Slika 5.59 prikazuje trodimenzionalno suļelje gdje su prikazani 

elementi ὑὛ (tamno zelene boje) i ὑὛ (crna boja).  

  



93 

 

 

Slika 5.59: Prikaz elemenata ὑὛ (tamno zelene boje) i ὑὛ (crna boja) 

Slike 5.60 i 5.61 prikazuju algebarsko suļelje kojim je koordinatni sustav KSY rotiran oko 

yïosi za prijaġnje zadanu vrijednost Eulerovog kuta rotacija ɻ te time dobiven koordinatni 

sustav ὑὛ. 
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Slika 5.60:Prikaz definirajuĺih elemenata rotacije 

elementa KSY oko yïosi 

 

Slika 5.61:Prikaz rotacije elementa KSY oko 

yïosi za prijaġnje zadanu vrijednost 

Eulerovog kuta rotacija ‌  

 

Toļke u algebarskome suļelju nazvane ὖ , ὖ  i ὖ , predstavljaju vrhove vektora (koji 

simboliziraju koordinatne osi koordinatnog sustava +3) definirane prepisivanjem 

elemenata iz skupa vektora +3 koji je prikazan slikom 5.51 toļke u algebarskome suļelju 

nazvane ὖ , ὖ  i ὖ , predstavljaju vrhove vektora (koji simboliziraju koordinata sustav 

+3), definirane prepisivanjem elemenata iz skupa +3 koji je prikazan slikom 5.53, te 

znak apostrofa (ᴂ) ukazuje da se radi o rotiranom koordinatnom sustavu. Nakon definiranja 

dotiļnih toļaka naredbom CircularArc definirani su kruģni lukovi koji predstavljaju 

rotaciju vrhova koordinatnog sustava ὑὛ. Kruģni luk u algebarskome suļelju nazvan 

2ÏÔÁÃÉÊÁ predstavlja putanju rotacije vrha zïosi koordinatnog sustava, kruģni luk 

2ÏÔÁÃÉÊÁ predstavlja rotaciju xïosi koordinatnog sustava te kruģni luk 2ÏÔÁÃÉÊÁ 

predstavlja putanju toļke 0 prilikom rotacije koordinatnog sustava. Toļka 2  postavljena 

je na kruģni luk 2ÏÔÁÃÉÊÁ, te je njezinim postavljanjem omoguĺeno njezino kretanje, 

odnosno definiran je gumb za reprodukciju. Uslijedila je izrada koordinatnih osi 

animiranog koordinatnog sustava koje su reprezentirane vektorima. Dakle naredbom   
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ὠὩὧὸέὶ definiran je vektor u algebarskome suļelju nazvan ὶ  s poļetnom toļkom / te 

krajnjom toļkom Ὑ. Poġto je vektor ὶ  vezan za toļku Ὑ  koja se klikom na gumb za 

reprodukciju kreĺe takoĽer se i vektor ὶ  kreĺe odnosno animiran je. Dakle vektor ὶ  

potrebno je rotirati tako te u konaļnici definirati animirati koordinatni sustav. Slijedila je 

izrada vektora koji reprezentira yïos. Naredbom ὖὰὥὲὩ  definirana je ravnina u 

algebarskome suļelju nazvana ὙὥὺὲὭὲὥ toļkama: ὕ, ὖ  i ὖ . Zatim je naredbom ὙέὸὥὸὩ 

vektor ὶ  rotiran za vrijednost 90Á (koordinatne osi sustava su meĽusobno oktogonalne) 

oko toļe ὕ u ὙὥὺὲὭὲὥ. Ovaj element u algebarskome suļelju nazvan je ὶ  te predstavlja 

yïos animiranog koordinatnog sustava. Naredbom ὠὩὧὸέὶ toļkama ὕ i ὖ  definiran je 

vektor u algebarskome suļelju nazvan ὶ  koji predstavlja yïos animiranog koordinatnog 

sustava. Navedeni ne mora strogo biti vezan uz vektor ὶ  jer se radi o rotaciji koordinatnog 

sustava oko yïosi odnosno yïos animiranog koordinatnog sustava statiļna je i ne mijenja 

svoju orijentaciju i poloģaj. Izrazom (5.19) definirana je toļka u algebarskome suļelju 

nazvana Ὑ  koja predstavlja vrh xïosi animiranog koordinatnog sustava. Spomenuta 

potreba je pri definiciji ravnine koja je nuģna za uspostavu vektora poloģaja toļke ὖ. 

ὼὶ ȟώὶ ȟᾀὶ  (5.19) 

Naredbom ὖὰὥὲὩ definirana je ravnina toļkama: ὕ, Ὑ ' i ὖ . Navedenoj ravnini u 

algebarskome suļelju dijeljen je naziv ὙὥὺὲὭὲὥᴂ. Naredbom ὙέὸὥὸὩ definiran je vektor 

poloģaja toļke ὖ u ravnini ὙὥὺὲὭὲὥᴂὣ, na naļin da je vektor ὶ  rotiran oko toļke ὕ za 

iznos kuta ŬP'P u ravnini ὙὥὺὲὭὲὥᴂ. Navedenom vektoru u algebarskome suļelju dodijeljen 

je naziv ὶ . Izrazom (5.20) definirana je toļka u algebarskome suļelju nazvana 0 koja 

predstavlja vrh vektora ὶ : 

ὼὶᴂ ȟώὶᴂ ȟᾀὶᴂ  (5.20) 

Zatim je definirana ravnina unutar koje ĺe se vektor ὶ  rotirati te tako definirati vektor 

poloģaja toļke ὖ. Dakle, naredbom ὖὰὥὲὩ definirana je ravnina toļkama: ὕ, Ὑ  i ὖ . 

Navedenoj ravnini u algebarskome suļelju dodijeljen je naziv ὙὥὺὲὭὲὥ. Naredbom 

ὟὲὭὸὠὩὧὸέὶ kojom se naredbom ὙέὸὥὸὩ vektor ὶ  rotirao za vrijednost kuta ‌  

umanjenog za 90Á, oko toļke ὕ u ravnini ὙὥὺὲὭὲὥ, koji je pomnoģen elementom ὈόὰὮὭὲὥ. 

Kao zadnji korak kompletiranja animiranog koordinatnog sustav koji se rotira oko yïosi 

izrazom (5.21) definiran je toļka ὖ koja predstavlja toļku ὖ koja se rotira s animiranim 

koordinatnim sustavom duģ kruģnog luka ὙέὸὥὧὭὮὥ.  
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ὼὶ ȟώὶ ȟᾀὶ  (5.21) 

Animirani koordinatni sustav kojem je dodijeljena crvena boja prikazan je slikom 5.62 

zajedno sa kormanim sustavom +3 (tamno zelene boje) i +3 (crne boje) te bitnim 

elementima koji ukazuju na rotaciju. 

 

 

Slika 5.62: Prikaz ὑὛ (tamno zelena boja) i ὑὛ (crna boja) te animiranog koordinatnog sustava 

(crvena boja) 

Kao zadnji korak izrade modela CFR konvencije transformacije je animacija rotacije 

koordinatnog sustava +3 oko zïosi za vrijednost zadanog Eulerovog kuta rotacije ‌ . Slikom 

5.63 predoļeni su koordinatni sustavi od znaļaja u ovoj rotaciji, odnosno spomenuti koordinatni 

sustav ὑὛ i polaziġni koordinatni sustav ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ. 
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Slika 5.63: Prikaz elemenata KSZ (crna boja) i PolaziġniKS (svijetlo zelena boja) 

Slike 5.64 i 5.65 prikazuju algebarsko suļelje sa ļijim je elementima koordinatni sustav ὑὛ rotiran 

oko zïosi te time izrada elementa ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ, odnosno izrada sve tri animacije rotacije 

odrediġnog koordinatnog sustava oko sve tri osi prema CFR konvenciji transformacije. 

  



98 

 

 

Slika 5.64: Prikaz definirajuĺih elemenata rotacije 

koordinatnog sustava ὑὛ oko zïosi  

 

Slika 5.65: Prikaz elemenata rotacije 

koordinatni sustav ὑὛ rotiran oko zïosi  

 

Toļke u algebarskome suļelju nazvane ὖ , ὖ  i ὖ  predstavljaju vrhove vektora koji 

simboliziraju osi koordinatnog sustava. Toļke su definirane prepisivanjem koordinata iz 

elementa ὑὛ koji je prikazan slikom 5.49 Vrhovi vektora koji predstavljaju koordinatne osi 

polaziġnog koordinatnog sustava (element ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ) veĺ su definirani elementi u 

algebarskome suļelju nazvani: ὢ, ὣ i ὤ. Navedeni elementi prikazani su slikom 5.44. Poġto su 

poznati vrhovi vektora koji predstavljaju koordinatne osi koordinatnih sustava od znaļaja, 

naredbom ὅὭέὶὧόὰὥὶὃὶὧ definirane su putanje vrhova osi animiranog koordinatnog sustava 

koji se rotira od koordinatnog sustava ὑὛ do ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ  u obliku kruģnih lukova. Spomenuti 

elementi u algebarskome suļelju nazvani su: ὙέὸὥὧὭὮὥ, ὙέὸὥὧὭὮὥ i ὙέὸὥὧὭὮὥ. Element 

ὙέὸὥὧὭὮὥ prikazuje rotaciju yïosi animiranog koordinatnog sustava ļija je srediġnja toļka ὕ, 

dok su za krajnje toļke kruģnog luka odabrani elementi: ὣ i ὖ . Kruģni luk ὙέὸὥὧὭὮὥ 

prikazuje rotaciju vrha xïosi animiranog koordinatnog sustava, te je dotiļni definiran sa 

srediġnjom toļkom ὕ i graniļnim toļkama kruģnog luka: ὢ i ὤ. Kruģni luk ὙέὸὥὧὭὮὥ  
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 prikazuje rotaciju vrha vektora poloģaja toļke ὖ (odnosno toļke u algebarskome suļelju 

kasnije nazvane ὖ) te je definiran sa srediġnjom toļkom ὕ i graniļnim toļkama: ὖ  i ὖ. 

Slijedilo je definiranje animirane toļke postavljene na kruģni luk ὙέὸὥὧὭὮὥ, u algebarskome 

suļelju nazvana Ὑ, ļije se kretanje moģe zaustaviti, odnosno pokrenuti klikom na gumb za 

reprodukciju. Naredbom ὠὩὧὸέὶ zatim je definiran vektor u algebarskome suļelju nazvan ὶ  

s poļetnom toļkom ὕ i zavrġnom toļkom Ὑ . Time je vektor ὶ  animiran u prostoru. Istom 

naredbom definiran je vektor u algebarskome suļelju nazvan ὶ  s poļetnom toļkom ὕ te 

zavrġno toļkom ὤ. Zatim je slijedila rotacija vektora ὶ , odnosno definirane yïosi animiranog 

korodiranog sustava. Izrazom (5.2) definirana je ravnina u algebarskome suļelju nazvana 

ὙὥὺὲὭὲὥ unutar koje ĺe se rotirati vektor ὶ  za potrebe izrade yïosi animiranog koordinatnog 

sustava, kao i izrade vektora poloģaja toļke ὖ.  

Slijedila je izrada ώɀέίὭ animiranog koordinatnog sustava, koja je uspostavljena naredbom 

ὙέὸὥὸὩ, s kojom je obavljena rotacija vektora ὶ  za vrijednost kuta iznosa ωπЈ (koordinatne 

osi koordinatnog sustava meĽusobno su ortogonalne) oko toļke ὕ u elementu ὙὥὺὲὭὲὥ, te je 

kreirani vektor u algebarskome suļelju nazvan ὶ . Naredni korak izrada je vektora poloģaja 

toļke ὖ u ravnini ὙὥὺὲὭὲὥ. Navedeni zadatak takoĽer je obavljen naredbom ὙέὸὥὸὩ vektora 

ὶ , za vrijednost kuta ‌ , oko toļke ὕ u ravnini ὙὥὺὲὭὲὥ, koji je u algebarskome suļelju 

nazavan ὶ . Izrazom (5.22), definirana je toļka u algebarskome suļelju nazvana ὖ, koja se 

nalazi na vrhu vektora ὶ . Naredbom ὖὰὥὲὩ definirana je ravnina u algebarskom suļelju 

nazvana ὙὥὺὲὭὲὥ toļkama: ὕ, ὤ i ὖ. Unutar definirane ravnine vektor ὶ  rotirati ĺe se u 

svrhu izrade vektora poloģaja toļke ὖ. Dakle naredbom ὟὲὭὸὠὩὧὸέὶ unutar koje je 

upotrjebljena naredba ὙέὸὥὸὩ definirana je jediniļni vektor rotacijom vektora ὶ  u ravnini 

ὙὥὺὲὭὲὥ, oko toļke ὕ za vrijednost kuta ‌  umanjenog za iznos pravog kuta (90Á), zatim je 

jediniļni vektor pomnoģen modulom ὈόὰὮὭὲὥ te je time definiran vektor u algebarskome 

suļelju nazvan ὶ .  

ὼὶᴂ ȟώὶᴂ ȟᾀὶᴂ  (5.22) 

Izrazom (5.23) definirana je toļka u vrhu vektora ὶ  koja se kreĺe duģ kruģnog luka 

ὙέὸὥὧὭὮὥ i koja predstavlja rotaciju toļke ὖ zajedno s rotacijom animiranog koordinatnog 

sustava oko zïosi. Kao zadnji korak definiran je kut naredbom ὃὲὫὰὩ u algebarskome suļelju 

nazvan ‌  koji je jednakog iznosa kao i kut ‌  ġto ukazuje na matematiļku odnosno 

geometrijsku toļnost transformacije.  



100 

 

ὼὶ ȟώὶ ȟᾀὶ  (5.23) 

Slika 5.66. prikazuje koordinatni sustav ὑὛ (crna boja), animirani kooradinti sustav (oznaļen 

crvenom bojom) koji se klikom na gumb za reprodukciju (toļke Ὑ) pokreĺe te je prikazana 

rotacija oko zïosi koordinatnog sustava, takoĽer prikazana je ciljani koordinatni sustav 

prikazan zelenom bojom, odnosno ὖέὰὥᾀὭĤὲὭ. 

 

Slika 5.66: Prikaz animiranog koordinatnog sustava (crvena boja) koji predstavlja rotaciju K.S. oko z-

osi 

 

U ovom poglavlju detaljno je obrazloģena izrada modela CFR konvencije transformacije koja 

geometrijski i matematiļki vjerodostojno prikazuje transformaciju koordinata. 

Obrazloģenim procesom, CFR konvencija transformacije je zgotovljen. U poglavlju 4.2 dane 

su teorijske osnove ovog rada. Ovim modelom konkretno je prikazana samo dio transformacije 

prema CFR konvenciji, naime promjena mjerila i translacija ishodiġta K.S. nije predstavljena, 

ļinjenicom sloģenosti prikazivanja istih elemenata CFR konvencije transformacije model 

znatno teģe koristio zbog sloģenosti istog. 

Ovom modelu koordinatnog sustava moguĺe je pristupiti putem poveznice: CFR konvencija 

transformacije. 

TakoĽer, navedenom modelu moguĺe je pristupiti skeniranjem QR koda: 

https://www.geogebra.org/m/efzcu3kk
https://www.geogebra.org/m/efzcu3kk
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Slika 5.67: QR kod modela transformacije CFR konvencije 

 

 

  



102 

 

5.4. Vizualizacija koordinatnih sustavi nebeskih sfera 

U poglavlju 4 predstavljena je teorijska osnova koordinatnih sustava nebeskih sfera. 

5.4.1 Horizontski koordinatni sustav  

Cilj ovog potpoglavlja izrada je horizontnog koordinatnog sustava koji je teorijska potkrijepljen 

u poglavlju 4.2. Ovaj sferni nebeski koordinatni sustav u nastavku bit ĺe realiziran s pomoĺu 

dvije sfere, od kojih ĺe jedna predstavljati Zemlju (Zemljina sfera), dok ĺe druga predstavljati 

sferu dotiļnog koordinatnog sustava. Sferi nebeskog koordinatnog sustav bit ĺe omoguĺena 

manipulacija u vidu promjene poloģaja njezinog ishodiġta, odnosno, poġto se radi o 

teocentriļnom ishodiġtu, omoguĺena je manipulacija poloģaja motritelja na Zemljinoj sferi. 

TakoĽer uz odreĽena ograniļenja uspostavljen je nebeskog tijela kojem je omoguĺena 

manipulacija s koordinatama ovog koordinatnog sustava. 

 

Slika 5.68. Prikaz algebarskog suļelja gdje je definirana Zemljina sfera, pomoĺne veliļine, sjeverni i 

juģni nebeski pol, referentni meridijan i ekvator te elipsoidne koordinate 
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Izrada modela zapoļelo je definiranjem toļke ishodiġta narednom ὖέὭὲὸ te zadavanjem 

koordinata ishodiġta (0,0,0). Postavljen je klizaļ ὶ  u interval od 0 do 15 koji predstavlja 

radijus sfere, sfernog koordinatnog sustav odnosno u ovom sluļaju nebeskog horizontskog 

koordinatnog sustav. Nadalje zadan je element ὶ  s vrijednoġĺu 6,37 koji predstavlja 

skaliranu, aproksimiranu vrijednost Zemljine sfere. Srednji radijus Zemljine sfere iznosi 6 371 

000 m. Sukladno izrazu (3.1) kartezijeve jednadģbe elipse u algebarskom suļelju unoġenjem za 

veliku (ὥ) i malu (ὦ) poluos sfere element ὶ . Navedenoj sferi dano je ime ὛὪὩὶὥ . 

Zatim su zbog daljnjeg olakġavanja izrade trodimenzionalnog modela, definirane iduĺe ravnine 

pomoĺu osi koordinatnog sustava alata GeoGebraÈ: ravnina xy ravnina nazvana ὢὣ  

dana izrazom (5.2), ravnina xz ravnina nazvana ὢὤ  dana izrazom (5.1) i ravnina yz 

ravnina nazvana ὣὤ  dana izrazom (5.13). Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ definirane su toļke 

sjevernog Zemljinog pola ὖ  i juģnog Zemljinog pola ὖ, kao presjeciġta elementa ὛὪὩὶὥ  

i zïosi koordinatnog alata GeoGebraÈ. Referentni Zemljin meridijan (Greenwich) definiran je 

kruģnicom naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elementa ὢὤ  i ὛὪὩὶὥ , imenovana 

ὋὶὩὩὲύὭὧὬ. Zemljin ekvator takoĽer je definiran kao kruģnica imena ὉὯὺὥὸέὶ, naredbom 

ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ὢὣ  i ὛὪὩὶὥ . Elementi ὖ  (toļka sive boje), ὖ (toļka sive 

boje), ὋὶὩὩὲύὭὧὬ (plava kruģnica u x-z ravnini) i ὉὯὺὥὸέὶ (plava kruģnica u x-y ravnini) 

prikazani su slikom 5.69. 

  



104 

 

 

Slika 5.69: Prikaz elemenata ὖ , ὖ, Greenwich i Ekvator 

Naredbom ὛὰὭὨὩὶ uspostavljena je elipsoidna ġirina • kao vertikalni kut u intervalu od ɀωπ do 

ωπЈ. Istom naredbom zadan je kut elipsoidne duģine ‗ kao horizontalni kut u intervalu od ɀρψπЈ 

do ρψπЈ. Prikaz algebarskog suļelja (slika 5.70) prikazuje definirane klizaļe s kojima je 

omoguĺena promjena, odnosno definiranje ģeljene elipsoidne ġirine • i elipsoidne duģine ‗. 

Slijedi definiranje toļke promatraļa na Zemljinoj sferi. Toļka Ὓ  definirana je izrazom 

(5.23), te predstavlja toļku na sferi, odnosno na kruģnici referentnog (Greenwich) meridijana 

koja promjenom elementa elipsoidne ġirine • mijenja svoj poloģaj. 

ὶ ÃÏÓ•ȟπȟὶ ÓÉÎ•  (5.23) 

Toļka Ὓ  zadana je u algebarskom suļelju izrazom (5.24). Navedena toļka nalazi se na 

Zemljinoj sferi, odnosno promjenom elementa elipsoidne duģine ‗ mijenja svoj poloģaj duģ 

kruģnice ekvatora (elementa ὉὯὺὥὸέὶ).   
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ὶ ÃÏÓ‗ȟὶ ÓÉÎ‗ȟπ (5.24) 

Slijedi izrada elemenata uz pomoĺ kojih se ostvaruje prikaz toļke motritelja (Ὓ) na Zemljinoj 

sferi te definiranje ravnine nebeskog horizonta motritelja u algebarskome suļelju koji su prikazi 

slikom 5.70. 

 

Slika 5.70. Prikaz algebarskog suļelja za definiranje toļke motritelja na Zemljinoj sferi i ravnine 

nebeskog horizonta motritelja 

Uspostavom ravnine koja sadrģi zïos koordinatnog te koja prolazi toļkom Ὓ  definirana 

je ravnina meridijana toļke S u algebarskome suļelju nazvanom ὓὩὶὭὨὭὮὥὲίὯὥὙὥὺὲὭὲὥ 

naredbom ὖὰὥὲὩ koja prolazi toļkama sjevernog Zemljinog pola ὖ  , juģnog Zemljinog pola 

ὖ, i toļkom Ὓ .ĚNaredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elemenata ὛὪὩὶὥ  i 

ὓὩὶὭὨὭὮὥὲίὯὥὙὥὺὲὭὲὥ definirana je meridijanska kruģnica toļke Ὓ u algebarskome suļelju 

nazvana ὓὩὶὭὨὭὮὥὲ. Element ὙὥὺὲὭὲὥὖὥὶὥὰὩὰὩ definiran je naredbom ὖὰὥὲὩ pomoĺu 

elemenata Ὓ  i ὢὣ . Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ὙὥὺὲὭὲὥὖὥὶὥὰὩὰὩ i 

ὛὪὩὶὥ  definirana je kruģnica paralela toļke Ὓ nazvan ὖὥὶὥὰὩὰὩ. Konaļno presjeciġtem 

kruģnice paralele toļke Ὓ (elementa ὖὶὥὰὩὰὥ) i meridijanske kruģnice toļke Ὓ (elementa   
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ὓὩὶὭὨὭὮὥὲ), ġto je ostvareno naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ definiran je poloģaj toļke Ὓ na Zemljinoj 

sferi. Slika 71 prikazuje toļku S na Zemljinoj sferi sa pripadnim koordinatama elipsoidne ġirine 

• τυȢρЈ i elipsoidne duģine ‗ ρψȢρЈ. 

 

Slika 5.71. Prikaz poloģaja toļke Ὓ s pripadnim koordinatama te elementima ὓὩὶὭὨὭὮὥὲ i ὖὥὶὥὰὩὰὥ 
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Definiranje nebeskog horizonta u alatu GeoGebraÈ ostvareno je definiranje dva pravca: 

pravaca tangente na kruģnicu meridijana (element ὓὩὶὭὨὭὮὥὲ) u toļki Ὓ i pravca tangente na 

kruģnicu paralele (elementa ὖὥὶὥὰὩὰὥ) u toļki Ὓ. Elementi spomenutih pravaca u 

algebraskome suļelju nazvani su: ὝὥὲὫὩὲὸὥ i ὝὥὲὫὩὲὸὥ. Navedeno je ostvareno 

naredbom ὝὥὲὫὩὲὸ te odabiranjem toļke Ὓ i pripadne joj kruģnice paralele i kruģnice 

meridijana. Naredbom Plane te oznaļavanjem elemenata ὝὥὲὫὩὲὸὥ i ὝὥὲὫὩὲὸὥ 

ostvarena je ravnina koja predstavlja ravninu nebeskog horizonta motritelja nazvanom u 

algebraskome suļelju ὙὥὺὲὭὲὥὌέὸὭᾀέὲὸὥ koja mijenja svoj nagib, poloģaj i orijentaciju 

promjenom elipsoidnih koordinata (• i ‗) toļke motritelja (Ὓ). Na ovaj naļin omoguĺena je 

spoznaja koko poloģaj motritelja u ovom nebeskom koordinatnom sustavu utjeļe na vidljivi dio 

nebeskog svoda. 

Naredbom ὖὩὶὴὩὶὲὨὭὧόὰὥὶὒὭὲὩ, elementima Ὓ i ὙὥὺὲὭὲὥὌέὶὭᾀέὲὸὥ definiraj je pravac 

okomit na ravninu nebeskog horizonta motritelja (element ὙὥὺὲὭὲὥὌέὶὭᾀέὲὸὥ) koja definira 

prividni smjer ubrzanja sile teģe, u algebraskome suļelju nazvan ὖὶὥὺὥὧὠὩὶὸὭὯὥὰὥ. Elementi 

ὙὥὺὲὭὥὲὌέὶὭᾀέὲὸὥ, ὖὶὥὺὥὧὠὩὶὸὭὯὥὰὥ ὝὥὲὫὩὲὸὥ i ὝὥὲὫὩὲὸὥ zajedno s ὓὩὶὭὨὭὮὥὲ i 

ὖὥὶὥὰὩὰὥ prikazani su slikom 5.72. 
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Slika 5.72. Prikaz ravnine nebeskog horizonta, tangente na paralelu i meridijan elementa Ὓ zajedno sa 

meridijanom i paralelom 

Slijedi definicija sfere koja predstavlja nebeski horizonstki koordinatni sustav. Izrazom (3.1), 

gdje je za vrijednosti velike (ὥ) i male (ὦ) poluosi elipsoida odabran element ὶ  definirana je 

sfera ļije je ishodiġte toļka Ὓ koja predstavlja sferni horizontski koordiantni sustav (Slika 5.68). 

Navedenoj sferi omoguĺena je promjena radijusa pomoĺu definiranog klizaļa ὶ  u intervalu 

od 0 do 15 . Na sferi definirana je kruģnica nebeskog horizonta u algebarskome suļelju 

nazvanom ὔὩὦὩίὯὭὌέὶὭᾀέὲὸ, naredbom IntersectPath te oznaļavanjem elemenata 

ὙὥὺὲὭὲὥὌέὶὭᾀέὲὸὥ i ὛὪὩὶὥ. Slikom 5.73 prikazani su elementi algebarskog suļelja koji 

definiraju mjesni astronomski meridijan (vertikal), sjevernu toļke obzora (ὔ), juģnu toļku 

obzora (Ὓᴂ), istoļnu toļku obzora (Ὁ) i zapadnu toļku obzora (ὡ). TakoĽer uspostavljene su 

koordinate nebeskog horizontskog koordinatnog sustava u obliku intervala kutova gdje je 

astronomski azimut (ὃ) definiran kao horizontalni kut u intervalu od 0Á do 360Á te zenitna 

daljina (ᾀ ) definiran u intervalu od 0Ádo 90Á. 
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Slika 5.73: Definicija koordinata nebeskog horizontskog koordinatnog sustava i toļaka na sferi istog 

Naredbom ὖὰὥὲὩ definirana je ravnina astronomskog mjesnog meridijana (vertikala), 

elementima ὝὥὲὫὩὲὸὥ i ὖὶὥὺὥὧὠὩὶὸὭὯὥὰὥ. Ravnina astronomskog mjesnog meridijana 

nazvana je u algebarskome suļelju ὙὥὺὲὭὲὥὠὩὶὸὭὯὥὰὥ. Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elemenata 

ὙὥὺὲὭὲὥὠὩὶὭὸὭὯὥὰὥ i ὛὪὩὶὥ definirana je kruģnica na nebeskoj sferi koja predstavlja 

kruģnicu astronomskog mjesnog meridijana u algebarskome suļelju nazvanom ὠὩὶὭὯὥὰ. 

Navedeno omoguĺuje promjenom poloģaja motritelja uz pomoĺ koordinata elipsoidne ġirine 

(•) i elipsoidne duģine (‗), automatsku promjenu poloģaja kruģnice astronomskog mjesnog 

meridijana horizontskog sfernog koordinatnog sustava. Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata 

ὝὥὲὫὩὲὸὥ i ὛὪὩὶὥ definirani su elementi sjeverne toļke obzora (ὔ) i juģne toļke obzora 

(Ὓ), gdje je element sjeverne toļke obzora postavljen u smjeru sjevernog nebeskog pola (ὖ ). 

Upotrebom naredbe ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ὝὥὲὫὩὲὸὥ  i ὛὪὩὶὥ definirane su elementi 

istoļne toļke obzora (Ὁ) i zapadne toļke obzora (ὡ), gdje je istoļna toļka obzora definira u 

smjeru pozitivnog rasta elipsoidne ġirine (‗), dok je zapadna toļka obzora definirana u smjeru 

negativnog rasta elipsoidne ġirine (ɚ). Toļka zenita motritelja (ὤ) i toļka nadira motritelja (ὤᴂ)   
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definirane su takoĽer naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ὖὶὥὺὥὧὠὩὶὸὭὯὥὰὥ i ὛὪὩὶὥ. Elementi 

ὙὥὺὲὭὲὥὠὩὶὸὭὯὥὰὥ, ὔ, Ὓ, ὡ, Ὁ, ὤ i ὤᴂ prikazani su slikom 5.74. 

 

Slika 5.74. Prikaz Zemljine sfere i nebeske sfere horizonstkog koordinatnog sustava 

Definirane su koordinate horizontskog sfernog koordinatnog sustava, naredbom ὛὰὭὨὩὶ, gdje je 

odabran kut te za astronomski azimut (ὃ) horizontalni kut u intervalu od 0Á do 360Á. Istom 

naredbom definiran je vertikalni kut u intervalu od πЈ do ωπЈ nazvan ᾀ . 

Slikom 5.75 prikazani su elementi koji definiraju poloģaj nebeskog tijela na sferi horizontskog 

koordinatnog sustava (elementu ὛὪὩὶὥ). 
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Slika 5.75. Definirajuĺi elementi nebeskog tijela 

Kut astronomskog azimuta kreĺe se u ravnini horizonta odnosno duģ kruģnice nebeskog 

horizonta (ὔὩὦὩίὯὭὌὶέᾀέὲὸ) od juģne toļka obzora (Ὓ) u smjeru dnevnog gibanja nebeskih 

tijela, odnosno u smjeru zapada. Naime parametarska jednadģba toļke koja bi se kretala duģ 

kruģnice nebeskog horizonta (i kruģnice astronomskog mjesnog meridijana za koordinatu 

zenitne daljine) vrlo je zahtjevna, zbog ļinjenice da se mora uzeti u obzir kretanje toļke duģ 

ὛὪὩὶὥ (oko toļke Ὓ). Ļinjenica da je uspostavljen sustav tako da se istom mijenja 

orijentacija i poloģaj oteģava uspostavu koordinata astronomskog azimuta i zenitne daljine te 

je izabran alternativan pristup. Ukoliko se ģeli omoguĺiti toļna promjena koordinata sfernog 

horizontskog koordinatnog sustava toļka motritelja (Ὓ) mora se postaviti u toļku sjevernog 

nebeskog pola (ὖ ), odnosno elipsoidna ġirina mora iznositi pribliģno 90Á (• ωπЈ), dok 

elipsoidna duģina mora iznositi pribliģno 0Á (‗ ωπЈ (slika 5.76). Na ovaj naļin uspostavljena 

je pravilna orijentacija koordinatnog sustava kojom se bitno olakġavaju parametarska jednadģbe 

koje definiraju poloģaj nebeskog tijela na elementu ὛὪὩὶὥ. Slika 5.77 prikazuje 3D suļelje 

alata GeoGebraÈ gdje je sferni horizontski koordinatni sustav postavljen u sjevernog nebeskog 

pola (ὖ). Napominje se kako elipsoidna ġirina toļke Ὓ ne smije iznositi strogo ωπЈveĺ je nuģno 

da bude pribliģno tom iznosu, u suprotnome nije moguĺa definicija ravnine nebeskog horizonta, 

jer je ista definirana elementima ὝὥὲὫὩὲὸὥ i ὝὥὲὫὩὲὸὥ. Naime element ὝὥὲὫὩὲὸὥ   
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nepostojeĺa je prilikom iznosa koordinata elipsoidne ġirine • ωπЈ zbog ne postoji paralela 

toļke Ὓ (element ὖὥὶὥὰὩὰὥ). Opĺenito prilikom iznosa elipsoidne ġirine od ωπЈ paralela na 

plohi Zemljine sfere (Zemljinog elipsoida) nije definirala jer se radi o toļki sjevernog nebeskog 

pol. 

 

Slika 5.76 Prikaz koordinata toļke S kako bi se omoguĺilo pravilna upotreba koordinata sfernog 

horizontskog koordinatnog sustava 

 

Slika 5.77. Prikaz pravilnog poloģaja nebeskog sfernog horizontskog sustava za opaģanje koordinata 

istog 
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Izrazi (5.24) i (5.25), predstavljaju parametarske jednadģbe kojima su definirane toļke poloģaja 

nebeskog tijela na kruģnici nebeskog horizonta i kruģnici astronomskog mjesnog meridijana. 

ὼὕ ὶ ÃÏÓὃȟώὕ ὶ ÓÉÎὃȟᾀὛ  (5.24) 

ὼὛȟώὛ ὶ ÓÉÎᾀ ȟᾀὛ ὶ ÃÏÓᾀ  (5.25) 

Izraz (5.24) definira element  , odnosno toļku koja se promjenom kuta astronomskog azimuta 

kreĺe duģ kruģnice nebeskog horizonta (ὔὩὦὩίὯὭὌέὶὭᾀέὲὸ), od juģne toļke obzora u smjeru 

dnevnog gibanja nebeskih tijela. Izrazom (5.25) definiran je element  , toļka na kruģnici 

astronomskog mjesnog meridijana, koja s promjenom koordinate ᾀ  mijenja svoj poloģaj 

duģ iste. Naredbom ὖὰὥὲὩ definirane su ravnine ὙὥὺὲὭὲὥ  i ὙὥὺὲὭὲὥ  

pomoĺu elemenata   i zïosi (za definiranje elementa ὙὥὺὲὭὲὥ) te elemenata   i 

ὢὣ  (za definiranje elementa ὙὥὺὲὭὲὥ ). Navedene ravnine omoguĺuju 

izradu kruģnice mjesnog vertikala i kruģnice nebeskog tijela  . Pomoĺne kruģnice 

uspostavljene su naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ te odabirom elementa ὛὪὩὶὥ i elementa 

ὙὥὺὲὭὲὥ  kojima je definirana kruģnica mjesnog vertikala nebeskog tijela   nazvana 

ὠὩὶὸὭὯὥὰ. Pomoĺna kruģnica almukantarat takoĽer je definirana naredbom IntersectPath, 

odnosno presjekom elemenata ὛὪὩὶὥ i ὙὥὺὲὭὲὥ . Konaļno definiranjem 

presjeka elemenata ὃὰάόὯὥὲὸὥὶὥὸ i ὠὩὶὸὭὯὥὰ definiran je poloģaj nebeskog tijela. Kut 

zenitne daljine oznaļen je na crteģi zbog boljeg prostornog razumijevanja istog, naredbom 

Angle uz pomoĺ elemenata   (jedan krak kuta), Ὓ (vrh kuta), ὤ (drugi krak kuta). Primjenom 

navdene naredbe nije moguĺe definirati kut astronomskog azimuta jer se navedeni kreĺe u 

intervalu od 0Ádo 360Á, dok alat GeoGebraÈ omoguĺuje crtanje kutova u intervalima od 0Ádo 

180Á ili od 180Ádo 360Á. Primjera radi odabran je astronomski azimut (ὃ) vrijedosti 150Á, te 

zenitna daljina (ᾀ ) vrijednosti 48Á (slika 5.78), te je slikom 5.79 dan prikaz 3D suļelja. 

 

 

Slika 5.78. Prikaz definiranih koordinata horizontskog sfernog koordinatnog sustava 
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Slika 5.79. Prikaz poloģaja nebeskog tijela na nebeskoj sferi 

Navedenom 3D modelu moguĺe je pristupiti klikom na: Horizontski koordinatni sustav 

TakoĽer pristup je omoguĺen putem QR koda (slika 5.80): 

 

Slika 5.80: QR kod modela nebeskog horizonstkog koordinatnog sustava 

  

https://www.geogebra.org/m/h7vfcn3s
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5.4.2 Nebeski ekvatorski koordinatni sustav 

Teorijska osnova nebeskog ekvatorskog koordinatnog sustava obrazloģena je u poglavlju 4.3 U 

ovom poglavlju prikazan je proces izrade 3D modela nebeskog ekvatorskog koordinatnog 

sustava. Elementi s kojima je zapoļela izrada ovog 3D modela prikazani su slikom 5.81. 

 

Slika 5.81: Prikaz algebarskog suļelja definiranja pomoĺnih elemenata i sfere nebeskog ekvatorskog 

koordinatnog sustava 

Kao prvi korak izrade modela definirana je toļka ishodiġta koordinatnog sustava alata 

GeoGebraÈ nazvanom toļkom ὕ s pripadnim koordinatama (0, 0, 0). Zatim je u obliku klizaļa 

u intervalu od 5 do 15 definiran radijus sfernog koordinatnog sustava nazvan ὶ . Izrazom 

(3.1) gdje je za iznos velike (ὥ) i male (ὦ) poluosi elipsoida iskoriġten radijus sfere, odnosno 

element ὶ , te je time definirana sfera nebeskog koordinatnog sustava nazvana ὛὪὩὶὥ.   
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Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ὼɀέίὭ koordinatnog sustava alata GeoGebraÈ i ὛὪὩὶὥ 

definirane su dvije toļke oznaļene zelenom bojom, od kojih je ona na pozitivnom dijelu xïosi 

nazvana ὔ (sjeverna toļka obzora), dok je ona na negativnom dijelu ὼɀέίὭ nazvana Ὓ (juģna 

toļka obzora). TakoĽer upotrebom naredbe ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ώɀέίὭ i ὛὪὩὶὥ definirane 

su dvije toļke zelene boje od kojih se jedna nalazi na pozitivnom dijelu yïosi te je nazvana ὡ 

(zapadna toļka obzora), dok toļka koja se nalazi na negativnom dijelu ώɀέίὭ nazvana Ὁ 

(istoļna toļka obzora). Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ᾀɀέίὭ i ὛὪὩὶὥ definirana su toļke 

oznaļene zelenom bojom od kojih se jedna nalazi na pozitivnom dijelu zïosi nazvana ὤ koja 

definira toļku zenita motritelja. Toļka na negativnom dijelu zïosi nazvana je ὤᴂ odnosno ista 

oznaļava toļku nadira motritelja. Zbog daljnjeg olakġavanja izrade modela izrazima (5.2), (5.1) 

i (5.13) definirane su ravnine u algebarskome suļelju nazvane: ὢὣ , ὤὢ  i 

ὤὣ . 

Kruģnica nebeskoga horizonta definirana je naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elemenata ὢὣ  i 

ὛὪὩὶὥ te u algebarskome suļelju nazvana ὔὩὦὩίὯὭὌέὶὭᾀέὲὸ. Slika 5.82 prikazuje sferu 

nebeskog ekvatorskog koordinatnog sustava, zajedno sa svim ostalim prijaġnje definiranim 

elementima. 
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Slika 5.82: Prikaz sfere nebeskog ekvatorskog koordinatnog sustava3D suļelja  

Prikaz elemenata koji su definirani nakon kruģnice nebeskog horizonta prikazani su 

algebarskim suļeljem (slika 5.83). 
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Slika 5.83: Definirajuĺi elementi za uspostavu odnosna nebeskog ekvatora i nebeskog horizonta 

Jedan od ciljeva ovog modela jest omoguĺavanje prikaza meĽusobnog odnosa kruģnice 

nebeskog obzora te kruģnice nebeskog ekvatora na nebeskoj sferi. Navedeno je omoguĺeno 

definiranjem kuta koji predstavlja elipsoidnu ġirinu (•) na kojoj se nalazi motritelj. Naime 

elipsoidna ġirina motritelja definira kutni odnos ravnine obzora motritelja i ravnine nebeskog 

ekvatora. Nalazi li se motritelj na sjevernom (• ωπЈ) ili juģnom (• ωπЈ) Zemljinom polu 

ravnina nebeskog ekvatora i ravnina obzora bit ĺe paralele, nalazi li se motritelj na Zemljinom 

ekvatoru, ravnina nebeskog ekvatora bit ĺe okomita na ravninu nebeskog horizonta. Naredbom 

ὛὰὭὨὩὶ definiran je klizaļ koji predstavlja kut elipsoidne ġirine u algebarskome suļelju nazvan 

• s pripadnim intervalom ωπЈ do ωπЈ koji predstavlja poloģaj motritelja na meridijanu. 

Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elemenata ὛὪὩὶὥ i ὤὢ  definirana je kruģnica 

astronomskog mjesnog meridijana koja je u algebarskome suļelju nazvana ὠὩὶὸὭὯὥὰ. Izrazom 

(5.26) definirana je toļka sjevernog nebeskog pola u algebarskome suļelju nazvanom ὖ .   
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ὶ ÃÏÓ•ȟπ ȟὶ ÓÉÎ•  (5.26) 

Naredbom ὒὭὲὩ definiran je pravac koji prolazi elementima ὖ  i ὕ u algebarskome suļelju 

nazvan ὛὺὮὩὸίὯὥὕί. Naredbom ὖὰὥὲὩ definirana je ravnina u algebarskome suļelju nazvana 

ὙὥὺὲὭὲὥὛὺὮὩὸίὯὥὕί, elementima ὡ i ὛὺὮὩὸίὯὥὕί. Element ὙὥὺὲὭὥὲὛὺὮὩὸίὯὥὕί 

predstavlja ravninu svjetske osi kojom je omoguĺena uspostava pravca nebeskog ekvatora koji 

definira najviġu (ὗ) i najniģu toļku ekvatora (ὗᴂ). Naime pravac nebeskog ekvatora pravac je 

okomit na element SvjetskaOs koji se nalazi u ravnini elementa ekliptike, time je primijenjena 

funkcija ὖὶὩὴὩὲὨὭὧόὰὥὶὒὭὲὩ odabiranjem elemenata ὕ (pravac ὗᴂ prolazi ishodiġtem sustava) 

ὙὥὺὲὭὲὥὛὺὮὩὸίὯὥὕί (pravac ὗᴂ okomit je na ravninu svjetske osi) definiran element 

ὖὶὥὺὥὧὉὯὺὥὸέὶὥ. Slijedi definiranje ravnine nebeskog ekvatora, u algebarskome suļelju 

nazvanom ὙὥὺὲὭὲὥὉὯὺὥὸέὶὥ naredbom Plane elementima Ὓ (istoļna toļka obzora) 

i ὖὶὥὺὥὧὉὯὺὥὸέὶὥ. Naredba ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ὖὶὥὺὥὧὉὯὺὥὸέὶὥ i ὛὪὩὶὥ omoguĺuje 

definiciju toļaka ὗ i ὗᴂ. TakoĽer je element juģnog nebeskog pola ὖ definiran istom naredbom 

ὍὲὸὩὶίὩὧὸ elemenata ὖὶὥὺὥὧὛὺὮὩὸίὯὥὕί i ὛὪὩὶὥ. Konaļno presjekom ravnine nebeskog 

ekvatora (ὙὥὺὲὭὲὥὉὯὺὥὸέὶὥ) i nebeske sfere (ὛὪὩὶὥ) definirana je naredbom 

ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ kruģnica nebeskog ekvatora (ὔὩὦὩίὯὭὉὯὺὥὸέὶ). Rezultati navedenih 

elemenata prikazani su slikom 5.84. 
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Slika 5.84: Prikaz odnosa nebeskog horizonta i nebeskog ekvatora u 3D suļelju  

Uslijedila je izrada kruģnice ekliptike. Na nebeskoj sferi navedena kruģnica ima tri specifiļne, 

po poloģaju poznate toļke kojim je definirana, proljetnu toļku ekvinoncija (ד), jesensku toļku 

ekvinoncija ( ) i toļka na astronomskom mjesnom meridijanu koja predstavlja inklinaciju 

ekliptike. U svrhu izrade ovog modela uzete su proizvoljni poloģaju proljetne toļke i jesenske 

toļke ekvinoncija. Inklinacija ekliptike (‐), odnosno njena nagnutost od kruģnice nebeskog 

ekvatora iznosi 23.26Á. Slika 5.85 predstavlja algebarsko suļelje kojim je definirana ravnina 

ekliptike, odnosno kruģnica ekliptike na nebeskoj sferi. 
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Slika 5.85: Definirajuĺi elementi za uspostavu kruģnice ekliptike prikazani u algebarskome suļelju 
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Kao prvi korak definiranja kruģnice ekliptike na nebeskoj sferi unesen je kut inklinacije (‐) u 

iznosu od 23,26Á. 

Za definiranje elementa ὖ odnosno toļke koja definira presjeciġte ekliptike s mjesnim 

astronomskim meridijanom (elementom ὠὩὶὸὭὯὥὰ) upotrijebljen je novi pristup upotrebom 

naredbe ὙέὸὥὸὩ zaobilazeĺi parametarski pristup koji bi bio znatno sloģeniji zbog ļinjenice da 

ekliptika mora imati konstantan odnos s nebeskim ekvatorom sukladno promjenom poloģaja 

(geodetske ġirine) motritelja duģ meridijana. Inicijalno je naredbom ὠὩὧὸέὶ elemenata ὕ i ὗ 

definira element u algebarskome suļelju nazvan ό koji se nalazi u ravnini nebeskog ekvatora. 

Naredbom ὙέὸὥὸὩ definiran je vektor όᴂ koji je rotiran oko elementa ὕ za vrijednost zadanog 

kuta inklinacije (‐) u x-z ravnini koordinatnog sustava alata GeoGebraÈ (element ὤὢ . 

U vrhu vektora όᴂ nalazi se toļka u kojoj ekliptika sijeļe astronomski mjesni meridijan. 

Navedena toļka uspostavljena je izrazom (5.27) te u algebarskome suļelju nazvana ὖ. 

ὼόᴂȟώόᴂ ȟᾀόᴂ  (5.27) 

Ovim postupkom definirana je jedna do tri toļke kojima je ekliptika definirana. Slijedi 

definiranje proljetne toļke ekvinoncija (ד), odabiranjem naredbe ὖέὭὲὸ te postavljanjem toļke 

na element ὔὩὦὩίὯὭὉὯὺὥὸέὶ izmeĽu toļke ὡ i toļke ὗ. Ovim naļinom odabran je proizvoljan 

poloģaj proljetne toļke ekvinocija koji pribliģno odgovara njezinom istinitom poloģaju. 

Upotrijebljenom naredbom za definiranje toļke ד kao rezultat dobiven je klizaļ odnosno toļki 

je omoguĺeno kretanje duģ kruģnice nebeskog ekvatora (elemenata ὔὩὦὩίὯὭὉὯὺὥὸέὶ), cilj je 

onemoguĺiti navedeni klizaļ tako da u modelu smjer proljetne toļke ekvinoncjia bude fiksan u 

prostoru. Navedeno je omoguĺeno postavljanjem brzine klizaļa na vrijednost nula (0), time je 

onemoguĺeno kretanje proljetne toļke ekvinoncija. Naredbom ὖὰὥὲὩ elemenata ὛὺὮὩὸίὯὥὕί i 

 Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸ .דdefinirana je ravnina u algebarskome suļelju nazvana ὙὥὺὲὭὲὥ ד

elemenata ὙὥὺὲὭὲὥד i ὔὩὦὩίὯὭὉὯὺὥὸέὶ definirana je jesenska toļka ekvinoncija u 

algebarskome suļelju nazvana ὐὝὉ. Ovim proces definirane su dvije nepomiļne toļke na 

nebeskoj sferi kroz koje prolazi kruģnica ekliptike (proljetna i jesenska toļka ekvinoncija), te 

jedna pomiļna toļka ekliptike koja uspostavlja odnos izmeĽu ravnine ekliptike i ravnine 

nebeskog ekvatora. Navedenim se omoguĺilo, promjenom elipsoidne ġirine motritelja odnos 

ekliptike i nebeskog ekvatora ostane jednak dok se odnos nebeskog ekvatora i obzora motritelja 

mijenja. Konaļno naredbom ὖὰὥὲὩ definirana je ravnina ekliptike u algebarskome suļelju 

nazvana ὙὥὺὲὭὲὥὉὯὰὭὴὸὭὯὩ pomoĺu elemenata ד, ὐὝὉ i ὖ. Kruģnica ekliptike na nebeskoj 

sferi definirana je naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elemenata ὛὪὩὶὥ i ὙὥὺὭὲὥὉὯὰὭὴὸὭὯὩ u   
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algebarskome suļelju nazvana ὉὯὰὭὴὸὭὯὥ. Opisani sadrģaj izrade ekliptike prikazana je slikom 

5.86. 

 

Slika 5.86: Prikaz kruģnica: ekliptike, nebeskog horizonta i nebeskog ekvatora u 3D suļelju 
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Nakon definiranih glavnih kruģnica nebeskog ekvatorskog koordinatnog sustava slijedi 

definiranje poloģaja nebeskog tijela   koordinatama rektascenzije (‌) i deklinacije (‏) kojima 

je moguĺe manipulirati poloģaj istog. Slika 5.87 prikazuje sve elemente u algebarskome suļelju 

koje omoguĺuju uspostavu navedenog. 

 

Slika 5.87:Uspostava koordinata rektascenzije i deklinacije 

Koordinate rektascenzija (‌) i deklinacija (‏) definiraju jedinstveni poloģaj nebeskog tijela u 

ovome koordinatnom sustavu, time su definirani naredbom ὛὰὭὨὩὶ. Kut rektascenzije (‌) 

definiran je u intervalu od 0Á do 24Á, kao horizontalni kut. Naime alat GeoGebraÈ ne 

dozvoljava promjenu postavke za jedinicu pojedinog kuta tijekom izrade modela, veĺ se mora 

odabrati jedna mjerna jedinica (kutna) koja se koristi u modelu. Time je za mjernu jedinicu kuta 

odabran stupanj u decimalnome zapisu. Inicijalno koordinata rektascenzije kreĺe se u intervalu 

od 0 do 24 sata, ali u ovome sluļaju radi ograniļenja programskoga sustava izabrana je 

navedena alternativa. Koordinata deklinacije (‏) definirana je u intervalu od ωπЈ do ωπЈ kao 

vertikalni kut. Ovime su uspostavljeni klizaļi kojima korisnik moģe definirati koordinate u 

nebeskome ekvatorskome koordinatnome sustavu. Definiran je vektor   



125 

 

‌ naredbom ὠὩὧὸέὶ elementima ὕ i ד. Za definiranje poloģaja koordinata nebeskog tijela 

(proizvoljno odabranih od strane korisnika), upotrijebljen je novi pristup koji omoguĺuje 

promjenu poloģaja toļke duģ kruģnice koja ne mora biti strogo horizontalna ili vertikalna u 

prostoru veĺ moģe biti proizvoljno orijentirana u prostoru ġto se omoguĺava naredbom ὙέὸὥὸὩ 

nad odreĽenim vektorima. 

Vektor ‌ predstavlja smjer proljetne toļke ekivnoncija od koje se u ravnini nebeskog ekvatora 

kreĺe koordinata rektascenzije. Naredbom ὙέὸὥὸὩ definiran je vektor ‌ (slika 5.88) rotiranjem 

vektora ‌ oko elementa ὕ za kut ‌ 
Ј

Ј
 (poġto je kut ‌ zadan u intervalu od 0Á do 24Á) u 

ravnini nebeskog ekvatora. Naredbom ὖέὭὲὸ izrazom (5.28) definirane su koordinate toļke ɆŬ, 

odnosno poloģaj toļke nebeskog objekta sa korisniļkim definiranjem koordinate rektascenzije.  

 

Slika 5.88: Prikaz zadane naredbe ὙέὸὥὸὩ prilikom definiranja vektora ‌S 

ὼ‌ ȟώ‌  ȟᾀ‌  (5.28) 

Naredbom ὖὰὥὲὩ definirana je ravnina u algebarskome suļelju nazvana ὙὥὺὲὭὲὥ ‌ 

elementima ὛὺὮὩὸίὯὥὕί i  . Naime u ovoj ravnini kreĺe se koordinata deklinacije (‏) 

nebeskog tijela  . 

Naredbom ὠὩὧὸέὶ elementima ὕ i    definiran je vektor koji oznaļava poļetni smjer od kojeg 

se odbrojava koordinata deklinacije nazvan ŭ0. Upotrebom naredbe ὙέὸὥὸὩ definiran je vektor 

 kojim se definira poloģaj nebeskog tijela ( ) na nebeskoj sferi. Naredbom ὙέὸὥὸὩ zadano  ‏

je da se vektor ‏ rotira oko toļke ὕ u ravnini nazvanoj ὙὥὺὲὭὲὥ ‌ za vrijednost kuta ‏ koju 

korisnik odabire. Naredba ὙέὸὥὸὩ za deklinaciju (‏) prikazana je slikom 5.89. Izrazom (5.29) 

definiran je konaļni poloģaj nebeskog tijela na nebeskoj sferi u algebarskome suļelju nazvana 

 . 

 

Slika 5.89: Prikaz zadane naredben Rotate prilikom definiranja vektora ŭɆ 

ὼ‏ ȟώ‏  ȟᾀ‏  (5.29) 
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Kao zadnji korak kojim se formira model ovog koordinatnog sustava jest uspostava pomoĺnih 

kruģnica, odnosno kruģnice nebeske dnevne paralele i rektascenzijskog meridijana. Algebarski 

prikaz ovih elemenata predoļen je slikom 5.90. 

 

 

Slika 5.90: Uspostava pomoĺnih kruģnica nebeskog ekvatorskog koordinatnog sustava  

 

Ravnina dnevne paralele definirana je naredbom Plane oznaļavanjem elemenata   i 

ὙὥὺὲὭὲὥὉὯὺὥὸέὶὥ koja je u algebarskome suļelju nazvana ὙὥὺὲὭὲὥὈὲὩὺὲὩὖὥὶὥὰὩὰὩ. 

Navedena ravnina paralelna je s ravninom ekvatora (elementom ὙὥὺὲὭὲὥὉὯὺὥὸέὶὥ) i prolazi 

elementom  . Zatim je definirana nebeska dnevna paralela u algebarskome suļelju nazvana 

ὔὩὦὩίὯὥὈὲὩὺὲὥὖὥὶὥὰὩὰὥ, naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ odabiranjem elemenata 

ὙὥὺὲὭὲὥὈὲὩὺὲὩὖὥὶὥὰὩὰὩ i ὛὪὩὶὥ. Navedeni element definiran je sivom bojom. Kao 

zadnji element ovog modela definiran je element ὙὩὯὸὥίὧὩὲᾀὭὮίὯὭὓὩὶὭὨὭὮὥn naredbom 

ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ odabiranjem elemenata ὙὥὺὲὭὲὥ ‌ i ὛὪὩὶὥ. Dotiļni element takoĽer je 

oznaļen svijetlo sivom bojom. 

IzraĽenom modelu nebeskog ekvatorskog koordinatnog sustava moguĺe je pristupiti putem 

poveznice Nebeski ekvatorski koordinatni sustav ili skeniranjem QR koda (slika 5.91): 

  

https://www.geogebra.org/classic/rf3gutgr
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Slika 5.91: QR kod modela sfernog nebeskog ekvatorskog koordinatnog sustava 

 

5.4.3 Mjesni ekvatorski koordinatni sustav 

Teorijska osnova ovog koordinatnog sustava obrazloģena je u poglavlju 4.4 ovog rada. TakoĽer 

u ovom poglavlju predstavljen je dio izrade modela mjesnog ekvatorskog koordinatnog sustava, 

ļinjenicom da se isti razlikuje samo po koordinatama ikoje ne zahtijevaju postojanost ekliptike. 

Time je sav proces izrade obrazloģen u prijaġnjem poglavlju rada dok se ovdje nastavlja samo 

od elemenata koji se razlikuju, odnosno od koordinata mjesnog ekvatorskog koordinatnog 

sustava. 

Slika 5.92 prikazuje algebarsko suļelje gdje su definirane koordinate dotiļnog koordinatnog 

sustava u vidu klizaļa te je uz pomoĺ istih definiran poloģaj nebeskog tijela S na nebeskog sferi. 
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Slika 5.92. Definirajuĺi elementi koordinata mjesnog ekvatorskog koordinatnog sustava 

Klizaļi za koordinate mjesnog ekvatorskog koordinatnog sustava uspostavljeni su uz pomoĺ 

naredbe ὛὰὭὨὩὶ gdje je za koordinatu satnog kuta (ὸ) izabrana mjerna jedinica stupanj. Naime 

zbog ne moguĺnosti upotrebe razliļitih kutnih mjernih jedinica u jednoj aktivnosti, nuģna je 

upotreba stupnjeva. Satni kut (ὸ) time je definiran kao horizontalni kut  u interval od 0Ádo 24Á 

ġto odgovara intervalu od 0 do 24 sata. Deklinacija (‏) takoĽer je definiran kao klizaļ koji 

predstavlja vertikalni kut u intervalu od 0Á do 90Á. Naredbom ὠὩὧὸέὶ elementima ὕ i ὗ 

definiran je vektor u algebarskome suļelju nazvan ὸ koji definira koordinatu satnog kuta iznosa 

0 sati. Primjenom naredbe ὙέὸὥὸὩ, vektor ὸ rotiran je u ravnini nebeskog ekvatora, oko 

elementa ὕ za kut ὸ pomnoģen omjerom 
Ј

Ј
 (ὸ 

Ј

Ј
)koji kao rezultat daje stvarnu koliļinu 

rotacije s obzirom na zadan interval satnog kuta (ὸ). Navedenom naredbom kao rezultat dobiven 

je vektor u algebarskome suļelju nazvan ὸ koji definira smjer nebeskog tijela   sa korisniļki   
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definiranom koordinatom satnog kuta (ὸ). Navedenim, koriġtenjem naredbe ὖέὭὲὸ izrazom 

(5.30) definirana je toļka u algebarskome suļelju nazvana   koja definira poloģaj nebeskog 

objekta   na kruģnici nebeskog ekvatora s korisniļki zadanom koordinatom satnog kuta (ὸ).  

ὼὸȟώὸ ȟᾀὸ   (5.30) 

Naredbom ὖὰὥὲὩ elementima   i ὛὺὮὩὸίὯὥὕί definiran je ravnina u algebarskome suļelju 

nazvana ὙὥὺὲὭὲὥ ὸȢ Spomenuta ravnina nuģna je jer se unutar iste kreĺe koordinata 

deklinacije, odnosno ona je ravnina meridijana satnog kuta. Naredbom ὠὩὧὸέὶ elemenata ὕ i 

   definiran je vektor u algebarskome suļelju nazvan ‏ koji definira smjer nebeskog tijela pri 

koordinati deklinacije iznosa 0Á, odnosno pri koordinati satnog kuta (ὸ) postavljenom od strane 

korisnika pomoĺu klizaļa. Upotrebom naredbe ὙέὸὥὸὩ vektor ŭ0 rotiran oko elementa ὕ za 

iznos kuta deklinacije (‏), u ravnini meridijana satnog kuta (element ὙὥὺὲὭὲὥ ὸ). Navedenom 

naredbom ὙέὸὥὸὩ definiran je, u algebarskome suļelju nazvan vektor ‏. Vektor ‏ definira 

smjer nebeskog tijela  . Izrazom (5.31) definiran je poloģaj nebeskog tijela Ɇ kao toļka na 

nebeskog sferi. 

ὼ‏ ȟώ‏  ȟᾀ‏  (5.31) 

Kao zadnji korak definirane su pomoĺne kruģnice. Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ elemenata 

ὙὥὺὲὭὲὥ ὸ i ὛὺὮὩὸίὯὥὕί definirana je kruģnica na nebeskog sferi koja predstavlja meridijan 

satnog kuta u algebarskome suļelju nazvana ὓὩὶὭὨὭὮὥὲὛὥὸὲέὫὑόὸὥ. Naredbom Plane 

elementima   i ὙὥὺὲὭὲὥὉὯὺὥὸέὶὥ definirana je ravnina paralelna sa ravninom nebeskog 

ekvatora, koja prolazi toļkom nebeskog objekta na nebeskoj sferi. Naredbom ὍὲὸὩὶίὩὧὸὖὥὸὬ 

elementima ὙὥὺὲὭὲὥὔὩὦὩίὯὩὖὥὶὥὰὩὰὩ i ὛὪὩὶὥ definirana je pomoĺna kruģnica nebeske 

paralela u algebarskome suļelju nazvana ὔὩὦὩίὯὥὖὥὶὥὰὩὰὥ. 

Slika 5.93 prikazuje konaļni model mjesnog nebeskog ekvatora zajedno s svim elementima. 

Poloģaj nebeskog tijela definiran je sa pripadnim mu koordinatama gdje je satni kut (ὸ) 

postavljenim na iznosa od 3 sata (na klizaļu 3Á) te deklinacije (‏) definiranog iznosa od 50Á. 

Kao iznos elipsoidne ġirine na kojoj se motritelj nalazi postavljen je iznos od 45Á.  
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Slika 5.93. Prikaz mjesnog ekvatorskog koordinatnog sustava 

Ovom modelu moguĺe je pristupiti putem poveznice Mjesni ekvatorski koordinatni sustav ili 

skeniranjem QR koda: 

 

Slika 5.94: QR kod modela nebeskog mjesnog ekvatorskog koordinatnog sustava 

 

https://www.geogebra.org/m/kmuzgwqw
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6. DISKUSIJA I ZAKLJUĻAK 

Na temelju provedenog rada moģe se zakljuļiti da je alata GeoGebraÈ imao vaģnu ulogu u 

boljem razumijevanju i savladavanju pojmova elipsoidne geodezije i geodetske astronomije. 

U ovom poglavlju predstavljena je SWOT analiza (tablica 6.1) alata GeoGebraÈ, koja se sastoji 

od ļetiri element: snage (eng. Strengths), slabosti (eng. Weaknesses), prilike (eng. 

Opportunities) i prijetnje (eng. Threats) 

Tablica 6.1: SWOT analiza alata GeoGebraÈ 

 

  

Snaga (eng. Strengths)  

   S1 Politika otvorenih podataka 

   S2 Velika zajednica korisnika i resursa  

   S3 Dinamiļki i interaktivni prikaz matematiļkih objekata 

   S4 Besplatni modeli za svladavanje gradiva 

   S5 UnaprjeĽenje znanosti 

   S6 Koriġtenje aplikacije Internet preglednikom 

Slabosti (eng. Weaknesses)  

   W1 Loġe performanse aplikacije 

   W2 Ograniļenost alata 

Prilike (eng. Opportunities)  

   O1 Digitalizacija obrazovanja 

   O2 Veĺa integracija sa drugim sustavima obrazovanja 

Prijetnje (eng. Threats)  

   T1 Nedostatak profesionalne upotrebe 
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Dinamiļko i interaktivno 3D okruģenje omoguĺilo je jednostavnije povezivanje matematiļkih 

izraza s njihovim geometrijskim prikazom (S3), ļime je ostvarena jasnija vizualizacija gradiva 

i time pojednostavljenost uļenja. Poseban doprinos rada oļituje se u razvoju modela koji 

omoguĺuju manipulaciju parametrima i time automatsku promjenu geometrijskih svojstava, ġto 

dodatno olakġava razumijevanje spomenutih matematiļkih izraza. Time je potvrĽeno da 

interaktivna vizualizacija ima znaļajnu ulogu u obrazovnom procesu. 

TakoĽer vaģan rezultat ovog rada jest spoznaja vezana uz problematiku polumjera 

zakrivljenosti prvog vertikala na rotacijskom elipsoidu. Postupkom poveĺavanja spljoġtenosti 

(s ciljem boljeg geometrijskog prikaza osobina polumjera zakrivljenosti prvog vertikala) 

uoļeno je da polumjer zakrivljenosti prvog vertikala iste toļke, kada se definira numeriļki nije 

jednak s onim koji je definiran grafiļki. Ova ļinjenica otvara prostor za daljnje rasprave i 

istraģivanja te iako ista nije bila primarni cilj ovog rada, ukazuje da se s alatom GeoGebra moģe 

doĺi do novih spoznaja koje nisu izvorno bile planirane. Ovime se dodatno odraģava potencijal 

alata ne samo u obrazovanju veĺ i u znanstvenim istraģivanjima. U buduĺem radu prepoznaje 

se potencijal daljnjeg istraģivanja kolegija poput ĂDrģavne izmjereñ i ĂGeodetski referentni 

okviriñ kroz ovaj alat. Time se otvara prostor za dodatna eksperimentiranja i ġiru primjenu istog 

u obrazovanju i znanstvenim istraģivanjima, ali i za potencijalno unapreĽenje samog kroz 

povratne informacije korisnika. 

MeĽutim tijekom izrade modela uoļeni su i nedostaci alata GeoGebraÈ. Najizraģeniji problem 

odnosio se na nemoguĺnost definiranja kutova u intervalu od 0Á do 360Á te ne nemoguĺnost 

postavljanja kutova na plohama drugog reda, specifiļno na rotacijskom elipsoidu (W2). Ova 

ograniļenja oteģala su vjerodostojni prikaz fundamentalnih elementima izraĽenih modela poput 

geodetske duģine, satnog kuta i azimuta. Osim toga, u pojedinim fazama modeliranja javljale 

su se slabije performanse sustava koje se oļituju kroz usporen rad i povremene padove alata 

(W1), ġto je oteģavalo kontinuiran rad i zahtijevalo dodatno vrijeme za ponavljanje postupka. 

U odreĽenim trenucima dodatne poteġkoĺe uzrokovale su oteģavanje preglednosti modela kada 

se broj elemenata poveĺao. Svi navedeni nedostaci, s ciljem poboljġanja samog alata poslani su 

tehniļkom timu alata GeoGebraÈ. 

Bitan pozitivan ļimbenik je moguĺnost jednostavnog i brzog pristupa ġto je omoguĺeno Internet 

preglednikom, takoĽer alat GeoGebraÈ nudi opcije preuzimanja na Windows, macOS, Linux, 

Android i iOS sustave, no naglaġava se brz i jednostavan pristup Internet preglednikom (S6). 

Pristupom u alat odmah su vidljivi radovi brojnih kreatora koji iz dana u dan, politikom 

otvorenih podatka alata (S1) unapreĽuju isti te time, studenti i uļenici imaju moguĺnost 
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besplatnog usavrġavanja gradiva (S4). Ovom politikom GeoGebraÈ privlaļi ġirok spektar 

korisnika koji izraĽuju samostalne modele ġto rezultira velikom zajednicom korisnika i resursa 

(S2) kojima se u konaļnici unapreĽuje znanost (S5).  

Napretkom tehnologije oļekuje se veĺa i ġira upotreba ovog programa u obrazovanju, odnosno 

sveopĺom digitalizacijom, digitalizira se i obrazovanje (O1), ġto studentima i uļenicima 

omoguĺuje lakġe i brģe savladavanje gradiva. Ova ļinjenica posebno se oļituje ovim radom. 

TakoĽer prilika ovog programa je u integraciji s drugim sliļnim programima, odnosno s 

programima obrazovanja (O2). Takva integracija u nekoj mjeri je i iskoriġtena primjerom 

moguĺnosti objave modela na Google aplikacija poput Google Classroom, 

Kao prijetnje programa do izraģaja dolazi nedostatak profesionalne upotrebe (T1), ġto 

dugoroļno moģe naġkoditi ovom programu. 
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SAĢETAK 

 

Trodimenzionalna vizualizacija elemenata geometrijske geodezije i 

geodetske astronomije u alatu otvorenog koda GeoGebraÈ 

Marko Lioviĺ 

Ovaj rad omoguĺuje prvenstveno studentima, ali i zainteresiranoj geoosposobljenoj javnosti 

stjecanje bolje razumijevanje nastavne materije geometrijske geodezije, matematiļkih operacija 

nad koordinatama i geodetske astronomije, pokrivene kroz predmete ĂGeodetski referentni 

okviriñ i ĂDrģavna izmjerañ na sveuļiliġnom Prijediplomskom studiju Geodezija i 

geoinformatika Sveuļiliġta u Zagrebu ï Geodetskog fakulteta u vidu upotrebe 

trodimenzionalnih, dinamiļkih modela u programskom rjeġenju otvorenog koda (eng openï

source) GeoGebraÈ. Navedeni modeli teorijski su potkrijepljeni, te im je omoguĺeno 

manipuliranje u vidu promjene parametara koji su od znaļaja jer se promjenom istih omoguĺuje 

automatska promjena geometrijskih odnosa koji definiraju model. Na ovaj naļin korisniku 

(studentu, nastavniku i inom geoosposobljenom ļlanu druġtva) je omoguĺeno bolje 

razumijevanje samog modela, odnosno nastavnog gradiva te stjecanje novih znanja na 

jedinstven i interaktivan naļin. Alat GeoGebraÈ povrgnut je SWOT analizi, te su u radu 

spomenuta prednosti i nedostaci istog.  

Kljuļne rijeļi: GeoGebra, nebeska sfera, rotacijski elipsoid, transformacija. 
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SUMMARY 

 

Three-dimensional visualization of elements of geometric geodesy and 

geodetic astronomy in the open-source tool GeoGebraÈ 

Marko Lioviĺ 

This paper primarily enables students, but also the interested geodetically educated public, to 

gain a better understanding of the subject matter of geometric geodesy, mathematical operations 

on coordinates, and geodetic astronomy, covered through the courses Geodetic Reference 

Frames and State Survey within the undergraduate university program in Geodesy and 

Geoinformatics at the University of Zagreb ï Faculty of Geodesy, by employing three ï 

dimensional, dynamic models in the open ï source software GeoGebraÈ The presented models 

in this paper are theoretically substantiated and allow manipulation through changes of relevant 

parameters, whereby such modifications automatically alter the geometric relationships that 

define the model. In this way users (students, lecturers, and other geodetically educated 

members of society) are provided with a better understanding of the models and the teaching 

material, as well as the opportunity to acquire new knowledge in a unique and interactive 

manner. The GeoGebraÈ tool has been subjected to a SWOT analysis, and both its strengths 

and weaknesses are discussed in the paper. 

Keywords: GeoGebraÈ, celestial sphere, rotational ellipsoid, transformation.  
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