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1 Uvod

Motivacija za ovo istrazivanje bio je studentski projekt na temu "Zajednicka produkcija Higgso-
vog 1 teSkog Z bozona". U tom su se projektu istrazivali stvaranje Higgsovog bozona koji se raspada

u 2 b kvarka zajedno sa Z bozonom koji se raspada u 2 leptona.

1.1 Proton-proton sudari

Na velikom hadronskom sudarivacu (engl. Large Hadron Collider, LHC), kao §to mu i ime
govori, sudaraju se hadroni, specificno protoni, ali i neki teski ioni poput iona olova i zlata. Pritom se
snopovi protona ubrzavaju na brzinu blizu brzine svjetlosti, te se ukrStavaju na nekoliko mjesta duz
sudarivaca gdje se nalaze detektori. Jedan od tih detektora je i kompaktni mionski solenoid (engl.
Compact Muon Solenoid, CMS) s kojega smo i proucavali podatke. Energija centra mase proton-
proton sudara iznosila je /s = 13 TeV u razdoblju izmedu 2016. i 2018. godine (od 2022. ona iznosi

13.6 TeV), Sto nam daje vrlo veliku energiju za kreiranje novih Cestica na raspolaganju.

Proton je kompozitna Cestica koja se sastoji od partona - kvarkova i gluona. Osim tri valentna
kvarka (uud), ima i kvarkove mora (parovi kvarkova u, d, s, c, i u manjoj mjeri b) te gluone koje vezu
te kvarkove. Pri sudaru protona, ne sudaraju se protoni kao cjeline, nego samo jedan od njegovih
dijelova - partona, dok ostali bivaju rasprSeni. Interakcija partona, osnovna reakcija, naziva se tvrdi

proces (engl. hard process), te iz njega izlaze elementarne Cestice.

Ako su te izlazne Cestice kvarkovi ili gluoni, ne mozemo ih detektirati same zbog svojstva boj-
nog zatocenja, nego ih detektiramo u vezanim stanjima - bezbojnim hadronima. Nakon tzv. tvrdog
procesa u kojem kvarkovi nastaju, oni se vrlo brzo veZu u bezbojne hadrone, a ti se hadroni, jer su
velikom veéinom nestabilni, raspadaju u vise drugih hadrona, pa naposljetku detektiramo veliki broj
hadrona koji je nastao iz pocetnog kvarka. Tu nakupinu hadrona zovemo mlaz hadrona (engl. jet),
a proces njegovog nastajanja hadronizacija. ToCan proces hadronizacije joS uvijek ne razumijemo
u potpunostiﬂ no postoje fenomenoloski modeli inspirirani kvantnom kromodinamikom koji mogu

objasniti eksperimentalne podatke [/1].

ITo je posljedica temeljnog problema kvantne kromodinamike: konstanta vezanja ¢ je relativno velika na niskim

energijama, pa racun nije moguce provesti perturbativno.
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Slika 1: Transverzalni presjek CMS detektora. Preuzeto iz ||

1.2 Detekcija Cestica na CMS detektoru

CMS detektor jedan je od dva velika detektora opée namjene na LHC-u te je cilindri¢nog oblika
¢ime zatvara skoro cijeli prostorni kut, Sto je iznimno vazno za detekciju Cestica. Njegov je presjek
prikazan na slici[I] Sami je detektor izgraden od viSe slojeva poddetektora.

U sloju najblizem tocki sudara nalazi se silicijski detektor tragova koji mjeri putanju nabijenih
Cestica. U kombinaciji s magnetskim poljem od 3.8 T koje proizvodi supravodljiva zavojnica (so-
lenoid), ¢ime se nabijene Cestice zakrecu, detektor tragova moZe precizno odrediti impuls nabijenih
Cestica. U drugom se sloju nalaze kalorimetri - elektromagnetski i hadronski, detektori koji mogu
precizno odrediti energiju Cestica. U elektromagnetskom, unutarnjem, mjere se energije elektrona 1
fotona, dok se u hadronskom, vanjskom, kalorimetru mjere energije svih hadrona. Cestice se odreduju

prema mjestu detekcije i obliku signala koji ostavljaju u detektoru.

1.3 Etiketiranje b mlazova

Mlazove hadrona dobivamo tako da grupiramo Cestice koje su medusobno "blizu". Kada defini-
ramo S$to nam "blizu" znaci, zapravo definiramo algoritam koji grupira Cestice. Identificiranje kvarka

ili gluona iz kojeg mlaz potjece posve je netrivijalan problem. Nas je zanimala samo identifikacija
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Slika 2: Rezultat algoritma za etiketiranje b mlazova koji algoritam daje za mlazove koji u simulaci-

jama imaju b kvark u blizini (plava) i za one koji nemaju (crvena).

mlazova poteklih iz b kvarkova - b mlazova, koja ima neke svoje posebnosti. Nakon tvrdog procesa iz
kojeg izlazi b kvark, on brzo formira B hadron. Taj B hadron, iako nestabilan, putuje dovoljno dugo da
mozZemo izmjeriti udaljenost njegovog mjesta raspada (engl. secondary vertex) od centra sudara koja
obi¢no iznosi oko nekoliko milimetara [3]]. Uzimajui u obzir taj pomak u mjestu raspada, dobivamo
ve¢ dobru separaciju mlazova poteklih iz b kvarka od ostalih. Najbolja se separacija b mlazova od
ostalih mlazova postiZe koristeci algoritam baziran na strojnom ucenju, koji uzima, uz pomak mjesta
raspada, jo§ parametara u obzir poput broja hadrona u mlazu, udaljenost druge tocke raspada i sl. te
nam daje informaciju koliko je siguran da mlaz potjece iz b kvarka. Taj algoritam (engl. b-tagging),
dakle, daje broj koliko je on siguran da li su ti mlazovi potekli iz b kvarka ili nisu, a mi pomocu tog
rezultata stavljamo etiketu na mlazove izabiruéi odredeni broj kao diskriminantu (u nasem slucaju bio
je 0.5).

Kao $to vidimo sa slike [2] takav algoritam nam daje diskriminantu izmedu b mlazova i ostalih
mlazova, gdje su prikazane vjerojatnosti da nam mlaz potjece iz b kvarka od kojih su plavom prikazani
mlazovi koji stvarno potjecu iz b kvarka, a crvenom mlazovi koji potjecu iz ostalih kvarkova ili gluona.

MozZemo primijetiti da je iznimno koristan alat u identifikaciji mlazova poteklih iz b kvarka.

1.4 Analiza podataka u fizici elementarnih cestica

U fizici elementarnih Cestica, obi¢no nema jednostavnog izraza pomocu kojeg moZemo teoriju

usporediti s eksperimentom. Zbog toga, eksperimentalne podatke usporedujemo sa simulacijama koje



uzimaju u obzir teorijski dobivene veli¢ine. Te simulacije ne generiraju samo dogadaje (npr. Cestice
nastale u sudarima). Cak StoviSe, one simuliraju i kakav ée signal detektor imati nakon prolaska ge-
nerirane Cestice kroz njega. Daljnja analiza rekonstruira dogadaje, pritom uzimajuéi u obzir i odgovor
detektora u eksperimentu i simulirani odgovor detektora u simulacijama. Nakon rekonstrukcije do-
gadaja, slijedi statisticka analiza u kojima se mjere ucestalosti odredenih procesa, testiraju hipoteze,

daju procjene na granice teorija i, op¢enito, dolazi do novih spoznaja.

Simulacije se opcenito odvijaju na 3 nivoa. Na prvom, najniZem, nivou gledamo partone - kvar-
kove i gluone - koji izlaze iz tvrdog procesa ili se rasprSuju iz protona. Taj nivo simulacija odvija
se pomocu algoritama stvaranja dogadaja (engl. event generatorsﬂ Na drugom nivou gledamo fo-
tone, leptone i generirane hadrone, nastale iz partona, koji ¢e Zivjeti dovoljno dugo da ostave trag
u detektoru te njih grupiramo u generirane hadronske mlazove. Na posljednjem nivou gledamo re-
konstruirane objekte, gdje je simuliran odgovor detektora te je provedena racunalna rekonstrukcija
dogadaja. Dakle, na tom, posljednjem, nivou simuliran je odgovor detektora i to je jedini koji mo-
Zemo izravno usporediti s eksperimentom. Prilikom same analize podataka, imamo pristup svakom

nivou simulacija pojedinac¢no.

2Pod dogadajem se podrazumijeva prolazak jednog protonskog snopa kroz drugi pri kojem se dogodi bar 1 tvrdi

proces.

Tablica 1: Tablica raspada Higgsovog bozona za masu mgy = 125.6 GeV. Preuzeto iz [4]].

Kanal raspada  Udio ukupnih raspada [%]

H — bb 571+£1.9
H— WW* 22.0+0.9
H— gg 8.53+0.85
H— 17 6.26 +0.35
H—cc 2.884+0.35
H— 77" 2.73+0.11
H— vy 0.228 +0.011
H—Zy 0.157+0.014
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Slika 3: Invarijantna masa sustava (lijevo) dva fotona i (desno) 4 leptona u analizama za H — yy 1

H — ZZ* — 41 [10, 11].

1.5 Raspadi Higgsovog bozona

Higgsov je bozon, kao i velika vecina Cestica, nestabilan te ima vrijeme poluzivota reda veliine
10722 s i masu od oko 125 GeV [5, |6]. Najvjerojatniji raspadi Higgsovog bozona prikazani su u
tablici [ Kao $to vidimo daleko najvjerojatniji raspad je raspad u b kvark i antikvark. No, 2012.
godine, kada je Higgsov bozon prvi puta otkriven, nije opazen u tom kanalu raspada, ve¢ u kanalima
H — yyi H — ZZ* — 4] prikazanima na slici (3| Kao $to se i vidi iz tablice|l} ti su raspadi znatno

manje vjerojatni od raspada u b kvark i antikvark.

Za masu Higgsovog bozona my = 125 GeV, ocekuje se da ¢e udio raspada u b kvark i antikvark
biti oko 58% [7]. Precizno mjerenje udjela tog raspada omogucuje testiranje hipoteze da je interakcija
nabijenih fermiona standardnog modela s Higgsovim poljem izvor generacije mase tih fermiona [,
9]

Raspade opcenito trazimo tako da iz Cestica u konacnom stanju rekonstruiramo dogadaj i slijed
raspada te time zaklju¢imo koje su Cestice bile u pocetnom stanju. To moZemo postiéi trazenjem
vrhova u spektru invarijantne mase. Ako dvije Cestice dolaze iz raspada pocCetne Cestice, invarijantna

masa sustava tih dvaju Cestica bit ¢e jednaka masi poCetne Cestice te e se u spektru vidjeti kao vrh.

Dva su razloga zasto je Higgsov bozon opaZen u ta dva kanala raspada, a ne u glavnom, najvjero-
jatnijem, kanalu raspada: pozadina konacnog stanja i rezolucija detektora. Naime, pozadina je za 2 b
kvarka daleko veca od odgovarajuéih pozadina za 2 fotona ili 4 leptona, dok je rezolucija za mjerenje
energija fotona i leptona oko 1 %, dok je za kvarkove, odnosno hadrone, ¢ak oko 10 %. Stoga vrh koji

dolazi od iste Cestice Ce biti Siri, pa ga je zbog toga i teZe uociti. Pritom rezoluciju u sluc¢aju kvarkova

5
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Slika 4: Utjecaj hadronizacije 1 detektora na rezoluciju. Histogrami nisu normalizirani na luminozitet.
(Gore lijevo) Invarijantna masa sustava 2 b kvarka u najniZzem nivou simulatora. (Gore desno) Inva-
rijanta masa sustava 2 generirana hadronska mlaza s najve¢im b-tagom. (Dolje) Invarijantna masa

sustava 2 rekonstruirana hadronska mlaza s najve¢im b-tagom.

ne definira samo eksperimentalni postav, nego i fizika sama.

Utjecaj hadronizacije na rezoluciju, kao i utjecaj detektora, prikazani su na slici[d Na gornjem
lijevom histogramu, prikazana je invarijanta masa sustava 2 b kvarka te vidimo da svi dogadaji imaju
invarijantu masu od oko 125 GeV, Sto je 1 masa Higgsovog bozona. Gornji desni graf prikazuje
invarijantnu masu sustava 2 generirana hadronska mlaza iz 2 b kvarka. Na tom histogramu moZemo
vidjeti utjecaj fizike, tj. hadronizacije na rezoluciju. Naime, tada se raspodjela invarijantnih masa Siri.
Utjecaj detektora moZemo vidjeti na donjem histogramu, na kojem je prikazana invarijantna masa

sustava 2 rekonstruirana hadronska mlaza. Raspodjela se dalje Siri te poprima oblik gausijana.

Utjecaj rezolucije ne moZemo znacajnije popraviti, no ono na $to moZemo utjecati je odnos
pozadine i signala, tj. odabir samog procesa koji promatramo. Kako bismo smanjili pozadinu s
obzirom na snagu signala, umjesto promatranja konacnog stanja 2 b kvarka, moZemo promatrati

slucaj u kojemu je uz Higgsov bozon produciran i Z bozon pa konacno stanje koje trazimo, uz 2

6
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Slika 5: Feynmanovi dijagrami s konacnim stanjem 2 b kvarka i 2 leptona za (lijevo) zajednicku
tvorbu Higgsovog i Z bozona i (desno) Drell-Yan proces pri kojem se zraCi gluon koji se raspada u 2

b kvarka.

b kvarka, ima i 2 leptona s invarijantnom masom teSkog Z bozona. Time efektivho promatramo
zajednicku tvorbu Higgsovog bozona i teSkog Z bozona prikazanu Feynmanovim dijagramom na slici
B]lijevo. Iako su i CMS i ATLAS kolaboracije ve¢ mjerile raspad Higgsovog bozona u b kvarkove, ta

mjerenja nisu imala dovoljno malu statisti¢ku nesigurnost da budu proglaSena otkri¢em [|12} 13]].

1.6 Pozadina

Glavna pozadina za proces u kojem trazimo u kona¢nom stanju 2 b kvarka (odnosno mlaza) 1 2
leptona je tzv. Drell-Yan proces, prikazan na slici[5|desno. U Drell-Yan procesu iz sudarenog kvarka
i antikvarka preko bozonskog se propagatora stvaraju 2 leptona. Pritom jedan od kvarkova mozZze,
prije samog tvrdog procesa, zraCiti gluon koji se raspada u par b kvarkova. 1z tih kvarkova nastaju
hadronski mlazovi koji ¢e biti obiljeZeni kao nastali iz b-kvarka. Dakako, ima i drugih doprinosa

procesu, ali ovaj koji smo upravo opisali je najdominantniji.

1.7 Ukupni histogram signala i pozadine

Nakon §to smo proveli isti algoritam selekcije dogadaja i za signal i za pozadinu, s istim kine-

matickim i b-tag kriterijima, te sve doprinose skalirali na luminozitetl?’_-l7 dobili smo ukupni histogram

3Luminozitet je definiran kao faktor proporcionalnosti izmedu broja dogadaja u vremenu i udarnog presjeka, koji
predstavlja vjerojatnost da se odredeni proces dogodi. Luminozitet je svojstvo sudarivaca i ovisi o karakteristikama

samog snopa koji se sudara.
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Slika 6: Ukupni graf pozadine i signala u slu¢aju kada promatramo zajednicku tvorbu Higgsovog i Z

bozona.

prikazan na slici[6] Kao $to vidimo, ¢ak i uz odabir zajednicke tvorbe Higgsovog i teskog Z bozona,
signal nije ni izbliza jasan kao §to je on bio u slucaju za raspade u 2 fotona ili 4 leptona. Iz slike je
jasno da kolicina signala naspram pozadine nije velika te da ¢e prilagodba podataka imati veliku ne-
sigurnost, pa se moZe postaviti pitanje: mozZemo li drugacijim izborom razreda poboljSati prilagodbu

i smanjiti statisti¢ku nesigurnost?



2 Statistika

2.1 Matematicki formalizam
2.1.1 Vjerojatnost

Postoje viSe definicija vjerojatnosti, ali sve zadovoljavaju Kolmogorove aksiome [14]]. Mi ¢emo
implicitno koristiti frekventisticku. Neka je (Q, F C 292, P) prostor mjere, gdje je P funkcija koja
preslikava elemente iz F, podskupa skupa 292, u realne brojeve. P je mjera vjerojatnosti ako su

ispunjeni sljedeéi uvjeti:
1. P(E) >0,VE € F
2. P(Q)=1
3. V(E,....E,) EF": E;UE; =0, P(U'_E;) =Y, P(E))

Ova definicija vrijedi i u diskretnom 1 u kontinuiranom sluc¢aju [15]]. Varijabla koja poprima specifi¢nu
vrijednost za svaki element skupa () zovemo slucajna varijabla. Pritom pojedini elementi mogu biti

karakterizirani s viSe veliina, pa je u tom slucaju slucajna varijabla viSedimenzionalni vektor [16].

2.1.2 Funkcija gustoce vjerojatnosti

Promotrimo neko mjerenje ¢iji je ishod odreden kontinuiranom varijablom x koja moZe poprimiti
vrijednosti u nekom intervalu. Vjerojatnost da je vrijednost koju poprimi unutar infinitezimalnog
intervala [x,x + dx|, dana je s funkcijom gustoe vjerojatnosti (engl. probability density function,
p.d.f.) f(x):

p(x € [x,x+dx]) = f(x)dx. (1)

Funkcija gustoce vjerojatnosti je normalizirana tako da je ukupna vjerojatnost svih ishoda jednaka
jedan:

| @dx=1, @)
gdje je S interval svih mogucih ishoda za x [16].

Iako smo definirali funkciju gustoe vjerojatnosti (ili krace, gustocu vjerojatnosti) za kontinu-
iranu varijablu, definicija za diskretnu varijablu nije bitno drugacija, ali pritom se ne koristi gustoéa
vjerojatnosti nego vjerojatnost. Umjesto da se mora promatrati neki interval kada se gleda vjerojat-
nost, za diskretnu varijablu se moZe promatrati i to¢no odredena vrijednost. Takoder, kod normaliza-

cije umjesto integrala pojavljuje se suma koja ide preko svih mogucih ishoda.

9



Nama ¢e u ovome radu od posebne vaznosti biti dvije gustoCe vjerojatnosti: Poissonova ras-
podjela i Gaussova (normalna) raspodjela. Poissonova raspodjela je raspodjela diskretne varijable
definirana po formuli:

Ak

P(k;A) = e 3)

gdje je A oCekivana vrijednost, koja je ujedno i varijanca.

Poissonova je raspodjela iznimno bitna u fizici jer ona zapravo opisuje svaki eksperiment u kojem
se mjeri broj dogadaja, primjerice broj raspada nestabilnog elementa u jedinici vremena. OcCekivana
vrijednost u eksperimentu moZze se odrediti mjereci te ju usporediti s teorijskom vrijednoscu. Takoder,
posjeduje i jako bitno svojstvo da je zbroj Poissonovih distribucija i sama Poissonova distribucija, gdje
je pritom ocekivana vrijednost zbroja zapravo zbroj ocekivanih vrijednosti.

Gaussova raspodjela, za razliku od Poissonove, je raspodjela kontinuirane varijable te je dana
formulom:

1 | (x-p)?

e 2 o | 4

gdje je i srednja vrijednost, dok je o varijanca.

2.1.3 Procjenitelji

Za razliku od svakodnevnog Zivota gdje moZe oznacCavati aproksimaciju, procjena je u statistici
tehnicki pojam koji je precizno definiran. Ona oznaCava preciznu i to¢nu proceduru koja vodi do
rezultata 1 odredivanja nesigurnosti tog rezultata [[17]].

Procjenitelj je procedura koja, kada se primjeni na podatke uzorka, daje numericku vrijednost za
svojstvo populacije ili, ako je prikladno, svojstvo ili parametar gustoée vjerojatnosti populacije. Ovo
je posve opCenita definicija, te se koristi kada Zelimo procjenu za populacije iz koje smo uzeli uzorak

[17]. Mi ¢emo se u ovome radu fokusirati na jedan takav procjenitelj: metodu najvece izglednosti.

2.1.4 Funkcija izglednosti

Metoda najvece izglednosti bazira se konstrukciji zdruZene distribucije vjerojatnosti svih mjere-
nja u nekom skupu podataka.

Promotrimo slu¢ajnu varijablu x raspodijeljenu po nekoj gusto¢i vjerojatnosti f(x; ), gdje po
pretpostavci znamo oblik gustoée vjerojatnosti, ali vrijednost barem jednog parametra 6 (ili viSe njih
6 = (61,...,6,)) je nepoznata. Metoda najvece izglednosti nam procjenjuje vrijednost parametara

u slucaju kona¢nog uzorka podataka. Pretpostavimo da smo mjerili vrijednost slucajne varijable x n
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puta, te da su nam rezultati tog mjerenja vrijednosti x1,...,x,. Ovdje x nije nuzno skalar, nego moZze
biti i viSedimenzionalni vektor gdje svaka komponenta vektora predstavlja drugaciju mjerenu veli¢inu
[16].

Vjerojatnost i-tog mjerenja da bude u intervalu [x;,x; + dx;| je f(x;;0)dx;. Pod pretpostavkom
da su mjerenja nezavisna, vjerojatnost prvog mjerenja da bude u intervalu [x1,x; + dx;], drugog da
bude u intervalu [x3,x; 4 dx;], i tako do n-tog dana je s izrazom:

n n
p(x) = [1p(xi € [ixi+dxi]) = [T/ (xi: 0)dx:. (5)
i=1 i=1

Ako su oblik pretpostavljene gustoée vjerojatnosti i vrijednosti parametra to¢ne, moze se ocekivati
da ¢e vjerojatnost za promatrane podatke biti znatno viSa nego ako je vrijednost parametra daleko
od stvarne. Kako dx; ne ovise o parametrima, moZemo definirati tzv. funkciju izglednosti (engl.

likelihood function, likelihood) koja ne ovisi o dx;:

n
L(0) :Hlf(x,-;e). (6)

i—=
MoZemo primijetiti da je to samo zdruZena funkcija gustoCe vjerojatnosti slucajnih varijabli x, ..., x,,
iako se tretira kao funkcija parametra 6. Pritom se vrijednosti x; tretiraju kao fiksirane jer je eksperi-

ment zavrsio [[16].

Kako bismo pronasli set parametara koji daje maksimalnu vrijednost funkcije izglednosti, dovoljno

je derivirati funkciju po svim parametrima:

oL
a—Oi—O,l—l,...,m. @)

U praksi, &esto baratamo s vrlo niskim vrijednostima funkcije izglednosti (< 107190), pa nam
racun postaje numericki nestabilan. Kako bismo doskocili tom problemu, u raCunima se koristi loga-
ritam funkcije izglednosti InL(xy,...,X,;01,...,0).

Kada procijenimo Zeljeni parametar 0 metodom najvece izglednosti, trebamo odrediti i inter-
val pouzdanosti koji odgovara pokrivenoS¢u od 68.27% ("10") oko procijenjene vrijednosti. Pritom
koristit ¢emo aproksimaciju velike statistike u kojoj je nesigurnost izglednosti dana kao razliku vri-
jednosti za koju logaritam izglednosti za jednu polovinu od logaritma najvecée izglednosti i vrijednosti
za koju imamo najvecu izglednost:

1

Koristimo li neki od numerickih alata (npr. MINUIT), on e, traZe¢i maksimalnu izglednost, odmah

odrediti i gresku, pa ¢emo te rezultate usporediti s naSom aproksimacijom.

11



2.2 Histogram

Ukoliko imamo konacan set podataka, moZemo ga graficki prikazati na histogramu. Na histo-
gramu, x-os je podijeljena u m podintervala ili razreda (engl. bins) Sirine Ax;, i = 1,...,m, gdje su
Ax; obi¢no, ali ne nuZno, isti za svaki razred. Pritom je broj dogadaja n; u razredu i prikazan na y-osi,
a povrSina ispod histograma A jednaka je A = }I" | n;- Ax; [16].

Podatke raspodjeljujemo po razredima jer ih je tako jednostavnije gledati, ali pritom gubimo
neku informaciju. Kako je teorija koja stoji iza fizike elementarnih Cestica u srZi kvantna, ona nam ne
daje potpuno determinirane opservable, nego vjerojatnost njihovog nalaZzenja. Zbog toga ne bi imalo
smisla promatrati dogadaj po dogadaj, nego trebamo gledati njihovu ucestalost ili raspodjelu mjerenih
vrijednosti. Upravo tako i usporedujemo teoriju s eksperimentom: gledajuci broj eksperimentalno

izmjerenih podataka po razredu i njihove ocekivane vrijednosti dobivene iz teorije.

2.3 Generiranje nasumicnih brojeva i Monte Carlo simulacija

Iako je stvarna nasumicnost nerjeSiv problem u klasi¢noj racunalnoj znanostﬂ postoje nacini
da se generiraju nasumicni brojevi. Postoje algoritmi koji mogu generirati redove brojeva koji imaju
svojstva bliska pravim nasumic¢nim varijablama. Pritom ti algoritmi, koji generiraju pseudonasumicne

brojeve, moraju zadovoljavati nekoliko uvjeta.

Dobri generatori pseudonasumicnih brojeva moraju, u limesu velikih brojeva, imati Zeljene sta-
tisticke karakteristike stvarnih nasumicnih varijabli. Takoder, moraju moc¢i generirati sekvence bro-
jeva koje su statisticki neovisne o prijasnjim pozivima, iako ¢e naravno svaki broj biti matematicki
determiniran, kroz algoritam generatora, iz prijasnjih brojeva [15]].

Tehnika koja koristi sekvence nasumicnih brojeva kako bi simulirala mjerenja zove se Monte
Carlo metoda. Monte Carlo metoda moZe se primijeniti kada god je problem parametriziran s nekom
vjerojatnosnom distribucijom. Uzmimo za primjer eksperiment u kojem se elektron rasprSuje na
nekoj fiksnoj meti i zatim se detektira. Pritom nam teorija daje neka predvidanja o vjerojatnosti da se
dogadaj zbije na odredenom kutu rasprs$enja (drugim rije¢ima, o diferencijalnom udarnom presjeku).
1z te distribucije, moZemo primijeniti Monte Carlo metodu kako bismo generirali kuteve rasprSenja i
pripadajuce impulse. Takvi se programi zovu generatori dogadaja (engl. event generators), a u fizici

elementarnih Cestica koriste se kako bi opisali Siroki raspon Cesti¢nih interakcija [16].

“#Koristenjem kvantnih sustava, mogude je dobiti stvarnu nasumicnost.
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2.4 PredloSci histograma

U eksperimentu, cilj nam je prouciti odredene fizikalne procese i karakterizirati ih: izmjeriti nji-
hov udarni presjek (ucestalost tog procesa) ili postaviti granice na njega, izmjeriti raspodjele razlicitih
opservabli (diferencijalni udarni presjek), kao Sto mogu biti kutne raspodjele ili raspodjele impulsa
Cestica u kona¢nom stanju, itd. Proces se najceS¢e proucava izborom jedne ili viSe opservabli koje
nam dopustaju izdvojiti proucavani proces od drugih. Mjerene vrijednosti izabrane opservable, npr.
invarijantne mase, pohranjene su u histogramima koji se koriste za proucavanje raspodjele te opserva-
ble. Histogram stvarno mjerenih vrijednosti d;, gdje i oznacava i-ti razred histograma, usporeduje se
s histogramom ocekivanih vrijednosti iz Monte-Carlo simulacije MC;, koja dobiva doprinos iz simu-
lacije proucenog procesa u odredenom mjerenju, signala s;, 1 iz simulacija drugih procesa, pozadine
b;, koji doprinose mjerenju:

MC; =b;j+u-s;. 9

Ovdje smo uveli normalizacijski faktor pt za signal, koji je jednak 1 ako je teorija na kojoj se simula-
cija temelji tocna.

Simulirane raspodjele signala i pozadine, s; 1 b;, u kojima je pohranjen ocekivani oblik histo-
grama, zovemo predlosci (engl. template histograms, templates), te imamo jedan posebno za signal,
a jedan posebno za pozadinu. U usporedbi histograma podataka, d;, sa simulacijama MC; variramo te
predloSke unutar njihovih nesigurnosti kako bi dosli do $to boljeg slaganja izmedu podataka i simu-
lacije. Spomenute varijacije mogu ukljucivati 1 varijacije normalizacije 1 varijacije oblika predlozaka.
U ovom radu ¢emo pretpostaviti da je predlozak za pozadinu savrSeno poznat i razmatrati jedino nesi-
gurnost na normalizaciju za signal, sadrzana u varijabli u, koju ¢emo zvati snagu signala. Kao §to smo
1 vidjeli u uvodu i prethodnim potpoglavljima, u centru nase paZznje bit ¢e histogrami te cemo proma-
trati postoji li optimalan izbor raspodjele razreda - njihovog broja, Sirina te granica - koji maksimizira

snagu signala.

2.5 Otkrice nove fizike

Otkric¢e novih fenomena u fizici glavni je cilj eksperimenata. Ako eksperiment producira uvjer-
ljivo odstupanje od dosadasnjih saznanja ili o¢ekivanja na temelju poznatih zakona, moZze se tvrditi da
je otkriveno nesto novo. No ¢ak i u slucaju nedostatka znacajnog odstupanja, ono moze dati granice
na mogucu novu fiziku [15]. Dobar primjer postavljanja granica na mogucu novu fiziku je mjerenje

raspada protona. Naime, standardni model Cestica predvida da je proton stabilna Cestica, dok razne
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Tablica 2: Signifikantnosti izrazene kao Zo i pripadne vjerojatnosti (p-vrijednosti). Preuzeto iz [15]).

Zlol | pl%l
1.00 15.9
1.28 10.0
1.64 5.00
2.00 2.28
2.32 1.00
3.00 0.14
3.09 0.10
3.71 0.01
400 | 3.17-1073
5.00 | 2.87-1073
6.00 | 9.87-1078

teorije fizike izvan standardnog modela (engl. beyond standard model, BSM) predvidaju da on to nije.
Mjerenjem raspada protona postavlja se granica na teorije koje predvidaju njegov raspad. Zasad, nije
pronaden ni jedan dokaz da je proton nestabilna Cestica pa imamo samo donju granicu na njegovo
vrijeme poluZivota koja iznosi 3.6 x 10*° godina.

Kako pridjev "uvjerljivo" nije egzaktan, trebali bismo ga kvantificirati i re¢i Sto nam "uvjerljivo"
znaci u kontekstu fizike elementarnih Cestica. Opcenito, gledajuci raspodjelu npr. invarijantnih masa,
imat ¢emo pozadinu u obliku eksponencijalno padajuée krivulje te signal u obliku Gaussove funkcije.
Ako imamo neki set podataka, kako bismo mogli tvrditi da smo otkrili signal trebamo pokazati da su
nam podatci, odnosno mjerenja, dovoljno nekonzistentni s hipotezom da imamo samo pozadinu, koju
po pretpostavci znamo gotovo savrSeno. Naravno, uvijek postoje procesi za koje imamo nesigurnosti,
kao i nepouzdanosti pri generiranju same pozadine, te to trebamo ukljuciti u analizu. Kvantitativna
mjera nepoklapanja podataka s hipotezom samo pozadine dana je sa signifikantno$cu, definiranoj kao
vjerojatnosti odredene slucajne varijable da imaju vrijednost ekstremniju od one dane podatcima pod
hipotezom da je samo pozadina prisutnaﬂ

Signifikantnost, iako definirana kao vjerojatnost (p-vrijednost), najéesce se ne navodi kao broj

nego kao broj standardnih devijacija koji odgovaraju p-vrijednosti na desnom repu normalne dis-

>Obicno signal i pozadina daju o¢ekivanu vrijednost od same pozadine, no mogucée je i da signal smanjuje oéekivanu

vrijednost pozadine.
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tribucije. Dakle, signifikantnost je moguce iskazati kao "Zc", koju dobivamo transformacijom iz

vjerojatnosti:

p:/; \/lz_ne_x;dle—cb(Z):%[l—erf(%)] (10)

U fizici elementarnih Cestica, prag za otkrice novog fenomena je signifikantnost od 5o Sto odgovara

vjerojatnosti od p = 2.87-10~7 [15].
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3 Rezultati i diskusija

U daljnjoj ¢emo diskusiji pretpostaviti, motivirani histogramom na slici [6| da nam je pozadina
u obliku padajuce eksponencijale, a signal u obliku gausijana. Pritom ¢emo, donekle proizvoljno, ali
opet s motivacijom iz histograma na slici[6] odrediti da nam se srednja vrijednost gausijana (ili masa)
nalazi na 120 GeV, a da je standardna devijacija 20 GeV koju ¢emo zvati Sirina signala i oznacavati
sa ;. Te parametre neCemo mijenjati u daljnjoj diskusiji. Ono $to ¢emo mijenjati su luminozitet te
omjer signala i pozadine. Dakle, skalirat ¢emo 1 pozadinu i signal te njihov omjer. Kasnije ¢emo
koristiti 1 ocekivanu pozadinu koja ima velike statisticke fluktuacije, a naposljetku c¢emo i primijeniti

nauceno na histogram na slici 6]

3.1 Statisticke fluktuacije pozadine

Prvo $to smo promatrali su same statisticke fluktuacije pozadine tako $to smo generirali pseudo-
nasumicne uzorke s ocekivanim vrijednostima pozadine i1 brojali koliko puta nam je integral ispod
krivulje veci od integrala ispod krivulje za oCekivane vrijednosti pozadine i signala. Pritom smo
promatrali ovisnost signifikantnosti o ocekivanoj vrijednosti signala, intervalu integracije 1 luminozi-
tetu. Za svaku vrijednost generirano je 107 pseudonasumic¢nih uzoraka, a signifikantnost je izraZena
u obliku Zo kako je i navedeno u prethodnom poglavlju.

Rezultate ¢emo usporediti s aproksimacijom da je signifikantnost zapravo omjer koli¢ine sig-
nala i korijena koli¢ine pozadine u jedinicama Zo. U pozadini te aproksimacije stoji Cinjenica da je
standardna devijacija Poissonove raspodjele zapravo korijen iz oCekivane vrijednosti pozadine. Kako
Poissonovu raspodjelu moZemo aproksimirati Gaussovom raspodjelom za visoke ocekivane vrijed-
nosti, to odstupanje mozemo izravno povezati sa standardnom devijacijom ¢. Dakle, ono $to mjerimo
u ovoj aproksimaciji je koliko nam signal odstupa od ocekivane vrijednosti u jedinicama Zo s vrlo

jednostavnom formulom Z[c] = LB, koja Ce biti bolja Sto je ocekivana vrijednost pozadine veca.

3.1.1 Opvisnost signifikantnosti o o¢ekivanoj vrijednosti signala

Ovisnost signifikantnosti o ocekivanoj vrijednosti signala prikazana je na slici Na lijevoj
slici prikazana je signifikantnost dobivena Monte Carlo metodom, dok je na desnoj slici prikazana
signifikantnost dobivena aproksimacijom \/ig. Ocekivana vrijednost signala dana je u proizvoljnim
jedinicama (engl. arbitrary units, a.u.), a signifikantnost u jedinicama Zo. MozZemo primijetiti da

se te dvije slike jako dobro poklapaju (do na statisticke fluktuacije), te time potvrdujemo da je i
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Slika 7: Ovisnost signifikantnosti o o¢ekivanoj vrijednosti signala. (Lijevo) Signifikantnost dobivena
Monte Carlo simulacijama za pojedinu snagu signala. (Desno) Signifikantnost dobivena aproksima-

cijom za pojedinu snagu signala.

aproksimacija dobra. Takoder, moZemo primijetiti i da nam signifikantnost raste pribliZzno linearno s
ocekivanom vrijednosti signala u jedinicama Zo. Dakle, Sto je signal jaci, to ¢emo biti sigurniji da je

taj signal zaista prisutan, a ne samo statisticka fluktuacija pozadine, $to je i o¢ekivano.

3.1.2 Opvisnost signifikantnosti o intervalu integracije

Za razliku od ovisnosti signifikantnosti o o¢ekivanoj vrijednosti signala, za ovisnost o intervalu
integracije nemamo monotono ponasanje kao $to se moZe vidjeti sa slike[8] Kao i prethodnom slucaju,
rezultati aproksimacija se jako dobro slaZu s rezultatima dobivenim Monte Carlo metodom. U ovome
slu¢aju imamo jednu to¢ku za koju imamo maksimum signifikantnosti, a to je ako je Sirina intervala 54
GeV. Dakle, optimalni interval je malo Siri od standardne devijacije naseg signala. To je i o¢ekivano,
tom Sirinom intervala obuhvacamo veliku vec¢inu doprinosa signala. Kada su vrijednosti niZe od toga,
ne obuhvacamo cijeli signal, a kada su vrijednosti viSe, signal viSe ne doprinosi, a fluktuacije pozadine

rastu.

3.1.3 Opvisnost signifikantnosti o luminozitetu

Sli¢no kao i u slucaju ovisnosti o ocekivanoj vrijednosti signala, i za ovisnost o luminozitetu
imamo monotono ponasanje $to se vidi na slici[9] Kao i u prethodnim slu¢ajevima, rezultati aprok-
simacija se slaZzu s rezultatima dobivenim Monte Carlo metodom. Ovisnost signifikantnosti raste s
luminozitetom i to s korijenom luminoziteta, Sto je i oCekivano iz aproksimacije \/LE‘ Naime, kako lu-
minozitet skalira i pozadinu i signal, on ne mijenja njihov omjer. Kasnije ¢emo i eksplicitno provjeriti

potenciju ovisnosti o luminozitetu za histogram na slici [6] Pritom statisticke fluktuacije pozadine, za

17



25 25

Zio
Zlc

o
LI Y B B B B O

0.5

ol e L L L L e L Ly o vy Loy Lo b L Loy v L 11 |
10 20 30 40 50 60 70 80 90 10 20 30 40 50 60 70 80 90

v/GeV v/iGeV

Slika 8: Ovisnost signifikantnosti o intervalu integracije. (Lijevo) Signifikantnost dobivena Monte
Carlo simulacijama za pojedini interval integracije. (Desno) Signifikantnost dobivena aproksimaci-

jom za pojedini interval integracije.

veée ocekivane vrijednosti, postaju apsolutno vece, ali relativno manje (u odnosu na iznos ocekivane

vrijednosti) te zbog toga raste signifikantnost.

3.2 Utjecaj Sirine razreda

Nakon proucavanja pozadinski fluktuacija mozemo si postaviti pitanje koje je i tema ovog rada:
postoji li optimalna Sirina razreda za koju imamo najmanju nesigurnost snage signala? Kako bismo
proucili kako spajanje razreda utjeCe na signifikantnost signala, prvo generiramo pseudonasumicni
uzorak (ili, skraceno, pseudouzorak) u obliku koji smo naveli pocetkom poglavlja, te zatim radimo
prilagodbu tim podatcima. Prilikom prilagodbe te krivulje na podatke, koristimo funkciju izglednosti

te trazimo njen maksimum i interval nepouzdanosti. Dakle, radimo metodu najvece izglednosti. Za-

Zio
Zlc

Slika 9: Ovisnost signifikantnosti o luminozitetu. (Lijevo) Signifikantnost dobivena Monte Carlo
simulacijama za pojedini iznos luminoziteta. (Desno) Signifikantnost dobivena aproksimacijom za

pojedini iznos luminoziteta.
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tim, tom istom uzorku spajamo odredeni broj razreda u jedan, te ponavljamo taj proces dok Sirina
spojenih razreda ne bude znatno veca od Sirine signala. Primjer pseudouzorka originalne raspodjele i
pseudouzorka nastalog spajanjem susjednih razreda originalne raspodjele, zajedno s pripadnim prila-
godenim krivuljama, prikazan je na slici[L0}]

Za histograme u kojima prouc¢avamo ovisnost o Sirini razreda, rezultate prikazujemo tako da na
horizontalnoj osi imamo vrijednost omjera Sirine razreda i Sirine signala, a na vertikalnoj osi vrijed-
nost na kojoj imamo najvece izglednost i pripadnu nepouzdanost. Pritom moZemo promatrati kako

nam rezultati ovise o pocetnom luminozitetu i pocetnoj ocekivanoj vrijednosti signala.

3.2.1 Variranje luminoziteta

Prvo §to éemo gledati je utjecaj Sirine razreda kada je fiksirana pocetna ocekivana vrijednost sig-
nala, a luminozitet izmedu pseudouzoraka mijenjamo. Na slici [I 1] vidimo rezultate takvog postupka.
Izmedu pojedinih luminoziteta postoji razlika u izmjerenim snagama signala, no ona je posljedica
statistiCkih fluktuacija prilikom generiranja pseudouzorka, dok su sami rezultati unutar greSke kon-
zistentne s jedinicom, pa na to ne trebamo previse obracati paznju. Naime, u podrucju gdje ocekujemo
signal, Monte Carlo metoda u jednom pseudouzorku moze generirati brojeve koji su u prosjeku nizi
ili visi od ukupnih ocekivanih vrijednosti. Stvarna snaga signala y koju ovdje oCekujemo, za sve
grafove, iznosi 1, ali, kao §to smo rekli, izmjerena moZe biti i vi$a i niZa. VaZnije je promotriti kako
se izmjerena snaga signala mijenja prilikom spajanja odredenog broja razreda. S lijeve strane slike
moZemo vidjeti da nam srednja vrijednost u svim slucajevima ostaje otprilike konstantna bar do
oko 1.3 oy, s tim da u slucaju veceg luminoziteta ostaje otprilike konstanta 1 do 1.7 o5. Snaga signala

pritom manje oscilira za veée luminozitete, $to smo mogli i o¢ekivati jer spajanje razreda na manjim
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Slika 10: Primjeri pseudouzorka i prilagodbe signala na podatke za: (Lijevo) pocetnu raspodjelu gdje

je Sirina razreda 0.5 GeV i (Desno) raspodjelu nastalu spajanjem 40 susjednih razreda.
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luminozitetima ima veéi utjecaj na statisticke fluktuacije nego na ve¢im luminozitetima.

Mozemo primijetiti da nam grafovi za greske, s desne strane slike [I T} imaju isti oblik bez obzira
na luminozitet, dok se najviSe mijenja poCetna vrijednost. Pritom najmanju gresku uvijek imamo za
pocetni histogram, te je ona gotovo konstantna do 0.5 oy, a onda raste sve do oko 1.6 o, kada poCinju
oscilacije u vrijednostima. Opcenito, Sto je veci luminozitet, to je greSka manja, §to smo i ocekivali.
Taj se rezultat slaze sa zakljuckom da signifikantnost raste s luminozitetom za istu snagu signala,
koji smo dobili u prethodnom potpoglavlju. Vazan je i rezultat da utjecaj o Sirini razreda ne ovisi o

luminozitetu. Dakle, odabir Sirine razreda ne treba mijenjati za promjene u luminozitetu.

3.2.2 Variranje ocekivane vrijednosti signala

Sljedece Sto gledamo je utjecaj spajanja razreda kada je fiksiran poCetni luminozitet, a ocekivanu
vrijednost signala izmedu pseudouzoraka mijenjamo. Na slici [[2] vidimo rezultate takvog postupka.
Pritom nam je stvarna vrijednost za snagu signala jednaka 1 u svakom slucaju jer uzimamo u obzir
snagu signala s kojom je pseudouzorak generiran prilikom procjene. To nam pojednostavljuje ra-
cun jer izbjegavamo problem sa skaliranjem greSaka. Kao 1 u slucaju fiksirane pocetne ocekivane
vrijednosti signala, izmedu pojedinih snaga signala postoji razlika u srednjim vrijednostima koja je
posljedica generiranja pseudonasumicne raspodjele. S lijeve strane slike [I2] moZemo vidjeti da nam
srednja vrijednost u svim slucajevima ostaje otprilike konstantna sve do oko 1.7, izuzevsi slucaj za 2
puta vecu snagu signala od proizvoljne pocetne. Za razliku od proslog slucaja, ovdje nam se "stabil-
nost" srednje vrijednosti pri spajanju razreda ne mijenja znacajno jer je oCekivana vrijednost signala
znatno manja od ocekivane vrijednosti pozadine, pa samim time i mijenjanje snage signala nema

znacajnog utjecaja na ukupnu ocekivanu vrijednost.

Kao 1 u sluc¢aju u kojem smo mijenjali po€etni luminozitet, grafovi za greSke, prikazani na desnoj
strani slike [I2] imaju isti oblik, a pocetna se vrijednost mijenja. Opet, najmanju gresku uvijek imamo
za pocetni graf, te ona raste sve do oko 1.7 o, kada pocinju oscilacije u vrijednostima. Opc¢enito, $to
je signal jaci, to je greSka manja, Sto smo 1 ocekivali. Taj se rezultat slaZe s rezultatom koji smo dobili
u prethodnom potpoglavlju, da nam je signifikantnost veca ako je signal snazniji. Kao i u slucaju s
variranjem luminoziteta, utjecaj Sirine razreda ne ovisi o ocekivanoj vrijednosti signala - odabir Sirine

razreda ne treba prilagodavati jacini signala.
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Slika 11: (Lijevo) Grafovi ovisnosti najveée izglednosti o Sirini razreda za luminozitete (od gore
prema dolje) 0.2, 0.5, 1 1 2 proizvoljnog pocetnog luminoziteta. Na horizontalnoj osi prikazana
je vrijednost omjera Sirine razreda naspram Sirini signala. (Desno) Odgovarajuci grafovi ovisnosti

greSaka najvece izglednosti o Sirini razreda.
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Slika 12: (Lijevo) Grafovi ovisnosti procjene snage signala i o Sirini razreda za oCekivane vrijednosti
signala (od gore prema dolje) 1, 2, 41 10 puta ve€e naspram proizvoljne pocetne oCekivane vrijednosti
signala za fiksirani luminozitet. Na horizontalnoj osi prikazana je vrijednost omjera Sirine razreda
naspram Sirini signala. (Desno) Odgovarajuéi grafovi ovisnosti greSaka procjene snage signala o

$irini razreda.
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3.2.3 Prilagodba mase na signal

Nakon $to smo proucili kako nam spajanje razreda djeluje na procjenu snage signala u ovisnosti
o luminozitetu i snazi signala, moZzemo uvesti i procjenu za masu, tj. srednju vrijednost signala.
Stvarne vrijednosti parametara za snagu signala 1 masu iznose 1 1 120 GeV, respektivno, kao i $to
smo naveli pocetkom poglavlja. Na slici [I3] prikazane su ovisnosti snage signala i mase te njihovih
greSaka o Sirini razreda u jedinicama Sirine signala.

Na grafovima za snagu signala i njegovu greSku mozemo primijetiti sli¢no ponaSanje kao i za
slucajeve kada nismo prilagodavali masu na podatke. Snaga signala nam ostaje konstantna ili blago
oscilira do Sirine razreda koja je oko 1.7 o, nakon ¢ega pocCinje znatno oscilirati. GreSka na snagu

signala lagano raste do 1.7 o, kada pocinje prvo oscilirati pa onda znacajno rasti.

Za masu vidimo da ostaje konstantna ili blago oscilirati sve do Sirine razreda od oko 2 o, te
nakon toga pocinje znacajnije oscilirati. Pritom greske mase blago osciliraju, kao i sama masa, do
Sirine razreda od oko 2 oy, nakon ¢ega pocinju znacajnije rasti do otprilike 2.6 Sirina signala, kada

pocinju padati. Razlog zasto na tim vrijednostima greSka znacajno raste je u Cinjenici da se tada
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Slika 13: (Lijevo) Graf ovisnosti procjene snage signala o Sirini razreda za snagu signala (gore) i
masu (dolje) s pripadnim greskama. Na horizontalnoj osi prikazana je vrijednost omjera Sirine razreda

naspram Sirini signala. (Desno) Odgovarajuéi grafovi ovisnosti greSaka snage signala o $irini razreda.
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prakticki cijeli signal nalazi u jednom razredu koji je centriran blizu srediSta signala te pomicanjem
lijevo i desno ne vidimo bitnu razliku u izglednosti. Kako se taj razred sve viSe izmiCe iz centra
signala, drugi razredi u histogramu pocinju znacajnije doprinositi izglednosti pa se 1 greSka smanjuje.

Ovaj efekt cemo prouciti nesto kasnije.

3.2.4 Prilagodba Sirine signala

Uz procjenu snage signala i mase, moZemo promotriti i kako se procjena Sirine signala mijenja u
ovisnosti o Sirini razreda u kombinaciji s drugim procjenama. Uz prethodno navedene snage signala
od 1 1 mase od 120 GeV, ocekivana Sirina signala o iznosi 20 GeV. Na slici |14 prikazani su grafovi
izmjerenih vrijednosti snage signala, mase 1 Sirine signala u ovisnosti o Sirini razreda s lijeve strane 1
pripadni grafovi greSaka s desne. Svi grafovi za izmjerene vrijednosti su prilicno stabilni do 2 oy, a
grafovi za snagu i Sirinu signala i do 2.5 oy. Sli¢na je situacija i s grafovima gresaka.

Ono Sto se dogada na 2.5 o; je da Sirina razreda pocCinje biti znatno Sira od samoga signala, s tim
da razredi su centrirani oko mase od 120 GeV, pa cijeli signal bude u samo jednom razredu. Time
nam ni pomicanje mase ni Sirenje signala nema velikog utjecaja na izglednost te greske zbog toga
postaju vrlo velike. Posljedi¢no, velike greske za masu 1 Sirenje signala, uzrokuje i velike greske na
procjenu snage signala. Dakle, ako Zelimo precizno mjeriti 1 snagu signala i masu, ali i Sirinu signala,

najbolje bi bilo uzeti da je Sirina razreda izmedu 0.051 1 o;.

3.2.5 Utjecaj pozicije razreda

Kako je Sirina razreda u histogramu veca, tako nam je sve veéi utjecaj pozicije razreda u podrucju
oko centra signala. Naime, izglednost nam nece isto izgledati raspodjeli 1i se signal na dva razreda
podjednako ili vecina signala ostane u samo jednom. Kako bi pogledali $to se zbiva s procjenom
snage signala i pripadnoj greski ako razrede pomi¢emo oko centra signala, generiramo raspodjelu s
istom pozadinom i istim signalom, ali ne u podruc¢ju dosadasnjih 0 do 200 GeV, nego u podrucju od
0 do 260 GeV. Zatim, uzimamo histogram koji ima raspon od 0 do 200 GeV, spajamo razrede tako da
je Sirina pojedinog 20 GeV te gledamo procjenu snage signala i pripadnu gresku za dani histogram
te taj postupak ponavljamo tako da uzmemo novi histogram, koji takoder ima raspon od 200 GeV, ali
pocetak na energiji za 0.5 GeV vecoj od prethodnog sve dok ne dodemo da nam je gornja granica 260
GeV. Time ne testiramo samo ponaSanje pozicije razreda oko centra signala, nego i utjecaj rubova
na izglednost signala za koju o¢ekujemo da nece doprinositi jer su rubovi daleko od samoga signala.

Ocekujemo periodicko ponaSanje za procjenu snage signala i greske jer e razredi oko centra signala
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Slika 14: (Lijevo) Graf ovisnosti najveée izglednosti o Sirini razreda za snagu signala (gore), masu
(u sredini) i Sirinu signala (dolje). Na horizontalnoj osi prikazana je vrijednost omjera Sirine razreda
naspram Sirini signala. (Desno) Odgovarajuci grafovi ovisnosti greSaka na snagu signala za vrijednost

najvece izglednosti o Sirini razreda.

biti na isti pozicijama viSe puta tijekom ovog postupka.

Rezultati opisanog postupka prikazani su na slici Kao $to smo i ocekivali, procijenjene
greske snage signala, a i njegove greske, imaju periodi¢ko ponaSanje s periodom koji je to¢no jednak
Sirini svakog razreda. Drugim rijeima, rezultati su potpuno u skladu s ocekivanjima. Pritom vidimo

da utjecaj rubova, €ak i ako postoji, nije vidljiv na prikazanom grafu, $to smo takoder ocekivali.

Na slici [16] prikazani su primjeri pseudouzorka i prilagodbe predloska signala na uzorak za mi-

nimum 1 maksimum greSke prikazane na slici Na lijevom grafu prikazani su pseudouzorak i
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Slika 15: (Lijevo) Grafovi ovisnosti snage signala o Sirini razreda za snage signala za graf prikazan

na slici @ (Desno) Odgovarajuci grafovi ovisnosti greSaka snage signala o Sirini razreda.

prilagodba koja odgovaraju minimumu greske, a na desnom prikazana su one koje odgovaraju mak-
simumu. Kao Sto vidimo, prilagodba je i vizualno bolja na lijevom grafu te moZemo zakljuciti da je
procjena sigurnija ako je gotovo cijeli signal rasporeden podjednako u dva razreda nego dominantno

u jednom. Taj zakljucak slaze se s nasim ocCekivanjima.

3.3 Utjecaj predloska za pozadinu sa statistickim fluktuacijama

Kako nasSu pozadinu, kao i signal, prije svega simuliramo, njena krivulja nece biti savrSeno
glatka, nego ¢e imati statisticke fluktuacije od razreda do razreda. Naime, na raspolaganju imamo
konacan broj simulacija. Ako promatramo dogadaje koji su na rubu faznog prostora, samo mali dio
simulacija ¢e upasti u njega pa neCemo dobiti punu sliku onoga $to se u tom prostoru moze dogoditi.

Stoga, kako bi upotpunili naSe istraZivanje, trebamo uzeti 1 taj utjecaj u obzir.
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Slika 16: Primjeri pseudouzorka i prilagodbe signala na podatke u slu¢ajevima kada imamo: (Lijevo)
signal ravnomjerno rasporeden u vise razreda i (Desno) signal dominantno rasporeden u jednom raz-

redu kojemu je centar jednak centru signala.
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Slika 17: Skica procedure kojom generiramo predloske sa statistickim fluktuacijama. (Gore lijevo)
Originalni predlozak pozadine. (Dolje lijevo) Predlozak signala. (Gore u sredini) Predlozak pozadine
sa statistickim fluktuacijama generiran iz originalnog predloska pozadine. (Dolje u sredini) Pseudo-
uzorak generiran iz originalnih predlozaka pozadine i signala. (Desno) Pseudouzorak i procjena snage

signala pomocu predloska signala i pozadine sa statistickim fluktuacijama.

Opcenita skica generiranja pseudonasumic¢nog uzorka i predloska pozadine sa statistickim fluk-
tuacijama, kao i histograma na kojemu smo prilagodili signal na podatke, prikazani su shematski na
slici [I7} Krecemo od dva predloska na lijevoj strani, od kojih gornji prikazuje signal, a donji poza-
dinu. Pomocdu oba predloska generiramo pseudonasumicéni uzorak, prikazan na gornjem histogramu u
sredini. Na donjem histogramu u sredini prikazan je predloZak pozadine sa statistickim fluktuacijama,
generiran predloSkom (savrSeno glatke) pozadine pomocu algoritama koje ¢emo u nastavku navesti.
Naposljetku, radimo procjenu snage signala Sto je prikazano na desnom histogramu.

Kako bi simulirali takvu pozadinu, trebamo algoritam koji ¢e generirati pozadinu sa Zeljenim
relativnim odstupanjima. Prvi algoritam s kojim smo generirali pozadinu je radio na sljedeci nacin:
nakon Sto smo odredili kolika relativna odstupanja o pozadina treba imati, algoritam je generirao na-
sumicni uzorak po Poissonovoj raspodjeli na ocekivanoj vrijednosti A,, gdje su relativna odstupanja

tocno ona koja smo mi odredili:
1

V Agen,l

Zatim, nakon generiranja uzorka, algoritam je vrijednosti skalirao s omjerom ocekivane vrijednosti

= (1)

pozadine A, igine Naspram oCekivane vrijednosti Poissonove raspodjele na kojoj je generirao podatke
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za svaki pojedini razred u histogramu:

)Voriginal (12)

ni = Nigen
Agen,l

gdje je njge, generirana vrijednost u i-tom razredu, a n; vrijednost u i-tom razredu dobivena skali-
ranjem. Tako dobivamo Zeljenu pozadinu. Mana ovog algoritma je da u slucaju velikih relativnih
odstupanja, oCekivana vrijednost Poissonove raspodjele postaje niska te time postoji nezanemariva
Sansa da generira vrijednost nula. Skaliranje nule nece dati niSta drugo nego nulu, pa ako imamo
pseudouzorak koja na tom mjestu nema nulu, Sansa da se to opise fluktuacijama pozadine, zbog svoj-
stva Poissonove raspodjele, postaje nemoguca. To vodi do numerickog problema jer se minimizira
logaritam izglednosti, a logaritam nule divergira.

Drugi algoritam koji smo koristili taj problem zaobilazi jer se u njemu ne Kkoristi mnoZenje 1
dijeljenje, nego zbrajanje 1 oduzimanje. Ovaj algoritam, za razliku od prvog, ne uzima relativna
odstupanja nego apsolutna u obzir. Nakon Sto odredimo relativna odstupanja koja Zelimo, algoritam

prvo odredi apsolutna odstupanja koja trebaju biti za svaki pojedini razred histograma i generira
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Slika 18: Primjer pseudouzorka i prilagodbe signala na podatke u slucaju kada pozadina ima statis-
ticke fluktuacije od 30%. (Gore lijevo) PoCetna raspodjela i pripadna prilagodba gdje je Sirina razreda
0.5 GeV. (Gore desno) Raspodjela i pripadna prilagodba nakon spajanja 20 susjednih razreda. (Dolje)

Raspodjela i pripadna prilagodba nakon spajanja 50 susjednih razreda.
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uzorak po Poissonovoj raspodjeli na ocekivanoj vrijednosti koja ima upravo ta apsolutna odstupanja:

\/ )Lgen,Z = aloriginal (13)

Nakon generiranja uzorka, algoritam te vrijednosti skalira tako da od svake vrijednosti oduzme razliku
ocekivanih vrijednosti Poissonove raspodjele po kojoj smo generirali i savrSeno glatke krivulje za

svaki razred:

n; — l’li,gen - ()'gen,2 - 2'()rigimll) (14)

Moze se primijetiti da prilikom veéih odstupanja, ocekivana vrijednost Poissonove raspodjele po kojoj
je se generira je veca od oCekivane vrijednosti savrSeno glatke krivulje pa je samim time 1 distribucija
tih fluktuacija simetri¢nija nego u slucaju prvog algoritma, u kojem su ocekivane vrijednosti Poisso-
nove raspodjele, po kojoj su se generirali uzorci, bile male. No, u suStini, oba algoritma daju nam iste

rezultate.

Na slici [I8] prikazan je primjer generiranog pseudouzorka zajedno s pozadinom koja ima sta-
tisticke fluktuacije od 30% i prilagodenim signalom te kako se slika mijenja spajanjem razreda.
Pritom pseudouzorak generiramo po savrSeno glatkoj pozadini, po kojoj generiramo 1 pozadinu sa
statistickim fluktuacijama. Spajanjem razreda histograma, relativne statisticke fluktuacije pozadine
se smanjuju. To je posljedica Poissonove raspodjele jer zbroj Poissonovih raspodjela je Poissonova

raspodjela, a Sto je veéi uzorak manje su pripadne nepouzdanosti. najvece izglednosti.

Sljedecée Sto trebamo promotriti je kako nam snaga signala ovisi o spajanju razreda u slucaju
kada pozadina ima statisticku fluktuaciju i to promotriti za nekoliko razlicitih vrijednosti statisti¢kih
fluktuacija pozadine. Na slici [I9] prikazane su ovisnosti izmjerene snage signala o §irini razreda s
lijeve strane i pripadni grafovi greSaka s desne. Kao §to vidimo, prvih nekoliko tocaka precjenjuju
snagu signala, a pritom im je greSka na najvecu izglednost snage signala manja nego ostalima, dok se
ostale to¢ke ponasaju sli¢no kao i u slucaju kada je pozadina savrSeno glatka. Taj se efekt pojaava
kako se i relativne statisticke fluktuacije pozadine pojacavaju. Takav je efekt neocCekivan i joS ga
ne razumijemo u potpunosti. Ono Sto bismo ocekivali je da snage signala za nekoliko prvih toCaka
bude neprecizno, ali uz znatno vecu greSku pa bi imali odredenu vrijednost na kojoj bi bio minimum
greske. OCito je da, koliko je god procjena tih toCaka je izgledna, procjena okolnih tocaka je jo$ manje

izgledna.
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Slika 19: (Lijevo) Grafovi ovisnosti najvece izglednosti Sirine signala o Sirini razreda za pozadine s
relativnim odstupanjima (od gore prema dolje) 5%, 15%, 30% 1 50%. Na horizontalnoj osi prikazana
je vrijednost omjera Sirine razreda naspram Sirini signala. (Desno) Odgovarajuci grafovi ovisnosti

greSaka na snagu signala za vrijednost najvece izglednosti o $irini razreda.
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3.4 Primjena na histogram invarijantne mase za ZH — [Ibb

Naposljetku, trebamo primijeniti §to smo naucili iz prethodnih potpoglavlja na graf (slika [6)
koji nas je 1 motivirao za ovaj rad. U ovom slucaju, pseudonasumicni uzorak necemo generirati po
savrSeno glatkoj raspodjeli nego po raspodjeli dobivenoj iz simulacija. No to ne predstavlja preveliki

problem, jer sama pozadina nema velike statisti¢ke fluktuacije $to se vidi sa slike.

3.4.1 Utjecaj Sirine razreda

Prvo Sto gledamo je ponaSanje snage signala u ovisnosti o §irini razreda. Za to generiramo uzorak
po podatcima koji dobivamo iz simulacija, kako smo i naveli. MoZemo primijetiti da je ponaSanje na
grafovima na slici [20] vrlo sli¢no kao u idealiziranim slu€ajevima koje smo promatrali u prethodnim
potpoglavljima. Kako su fluktuacije pozadine male, nemamo efekt u kojem prvih nekoliko tocaka
ima bitno vece vrijednosti od ostalih koje je karakteristicno za situacije kada imamo velike statisticke
fluktuacije. Graf greSaka ima gotovo isti oblik kao i u sluc¢aju kada imamo idealiziranu pozadinu i
signal 1 promatramo ovisnost najvece izglednosti snage signala o Sirini razreda. GreSke na izmjerenu
snagu signala su vrlo male, $to je posljedica dovoljno visokog luminoziteta i relativno visoke oceki-
vane vrijednosti signala naspram pozadine. Zakljucak je ovog razmatranja, da spajanje razreda utjece
na signifikantnost signala, pogotovo ako je Sirina razreda veca od snage signala i da signifikantnost
slabi s veCom Sirinom razreda. Optimalno je uzeti Sto uZe razrede, ali nema prevelike razlike izmedu

razli¢itih Sirina dok god uzimamo da je Sirina razreda izmedu 0.5 i 20 GeV.

Slika 20: (Lijevo) Grafovi ovisnosti snage signala o Sirini razreda za snage signala za graf prikazan
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na slici @ (Desno) Odgovarajuci grafovi ovisnosti greSaka snage signala o Sirini razreda.
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3.4.2 Ovisnost o luminozitetu

Korisno bi bilo promotriti 1 kako se snaga signala mijenja u ovisnosti o luminozitetu. Za to
¢emo uzimati, donekle proizvoljno, raspodjelu u kojoj je Sirina razreda 8 GeV te prema njoj gene-
riramo pseudouzorke na svakom luminozitetu. Na svakom luminozitetu generiramo 40 uzoraka te
uzimamo njihov prosjek kako bi smanjili statisticke fluktuacije koje su prisutne, pogotovo na niZim
luminozitetima. GreSke procjena se pritom ne mijenjaju znatno od uzorka do uzorka.

Na slici [21] prikazani su rezultati tog postupka. Vidimo da procjene ostaju konstantne na vrijed-
nosti 1, Sto smo 1 oCekivali, dok se greSke smanjuju, Sto smo takoder ocekivali. GreSke bi se trebale
opadati s korijenom ukupnog broja dogadaja, pa zbog toga i s korijenom luminoziteta. Kako bi to
provjerili, na desni graf sa slike 21] prilagodavamo krivulju oblika y = ax® + b i dobivamo za koefici-
jent ¢, koji nas najviSe zanima, da iznosi o« = 0.4997 +0.002 $to je vrlo blizu oCekivanoj vrijednosti
od 0.5. Dakle, kako bismo bili Sto sigurniji u tvrdnju da je signal zaista prisutan, trebamo imati $to

vedi luminozitet, ili, drugim rije€ima, trebamo Sto viSe proton-proton sudara.
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Slika 21: (Lijevo) Graf ovisnosti izmjerene snage signala o luminozitetu s pripadnim greSkama. Za
izmjerenu snagu signala uzeta je prosjecna vrijednost dobivena iz 40 pseudonasumicnih uzoraka.

(Desno) Odgovarajuci grafovi ovisnosti greSaka izmjerene snage signala o luminozitetu.
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4 Zakljucak

U ovome smo radu istrazivali kako nam izbor razreda u histogramu utjeCe na snagu i signifikant-
nost signala. Pozadinu smo uzeli da ima oblik eksponencijalno padajuce funkcije, dok nam je signal
bio u obliku gausijana s centrom na 120 GeV i standardnom devijacijom od 20 GeV. Prvo smo gledali
kako nam statisticke fluktuacije same pozadine mogu dovesti do krivog zakljucka o prisutnosti signala
tako Sto smo generirali veliki broj pseudonasumicnih uzoraka i mjerili koliko je puta integral ispod
krivulje uzorka veci od integrala ispod krivulje za ocekivane vrijednosti pozadine i signala. Mjerili
smo nesigurnost u ovisnosti o luminozitetu, ocekivanoj vrijednosti signala i intervalu integracije te
dobili da nam za ovisnosti o luminozitetu 1 ocekivanoj snazi signala signifikantnost raste, Sto smo 1
ocekivali, a za ovisnost o intervalu integracije ima optimalnu Sirinu od oko 2.5 oy, $to je takoder u
skladu s o¢ekivanjima jer signal doprinosi i izvan podrucja koju nazivamo njegovom Sirinom dok god
pozadina u tom podrucju nije prevelika.

Sljedece Sto smo promatrali bio je utjecaj Sirine razreda na greSku procjene te gledali ga na
razli¢itim luminozitetima i1 o¢ekivanim vrijednostima signala. Greske su pritom bile manje 1 za vece
luminozitete i za vece oCekivane vrijednosti signala, §to smo i oCekivali. U svim slucajevima greske
su lagano rasle sa Sirinom razreda dok ne bi dosli do dovoljno Sirokih razreda, koji su pokrivali gotovo
cijeli signal, kada bi taj rast znatno ubrzao. Promotrili smo 1 kako nam se mijenja utjecaj Sirine razreda
kada u procjenu uklju¢imo i procjenu mase (ili centra signala) te Sirinu signala te zakljucili da oni ne
utjeCu znatno dok god Sirina razreda nije takva da obuhvati cijeli signal u jedan razred. Tada greske
na procjenu mase i Sirine signala znatno narastu jer prilagodba predloska na podatke nema osjetljivost
na male pomake u tim vrijednostima. Vazno je bilo 1 promotriti kako nam pozicija centra razreda
(u slucaju razreda Sirokih kao signal) utjeCe na gresku. Iz toga smo zakljucili da nam je procjena
sigurnija u slu¢aju da nam je signal ravnomjerno raspodijeljen u vise razreda, nego ako imamo signal
koji je dominantno raspodijeljen u jednom razredu.

Kako bi iz idealiziranog slucaja, u kojem imamo savrSeno glatke krivulje, presli na realniji slucaj,
generirali smo predloZak pozadine sa statistickim odstupanjima te ponovno pogledali koji je utjecaj
Sirine razreda na greske. Dosli smo do zakljucka da se i snage signala i greSke ponaSaju sli¢no kao i
u slucaju savrSeno glatkih krivulja izuzevsi nekoliko najuzih §irina. Za te najuze Sirine dobivamo da
je greska znatno manja, a snaga signala veca nego kod ostalih Sirina razreda te se taj efekt povecava
kada je relativno odstupanje predloska pozadine vece. lako smo ocekivali da ¢e za prvih nekoliko
toCaka biti odstupanja i kod greske i kod signala, ocekivali smo da Ce te greSke biti puno vece, a ne

manje, $to ukazuje da je procjena prilicno osjetljiva na male pomake u snazi signala. Jos uvijek ne
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razumijemo zasSto se taj efekt dogada.

Na kraju, nau¢ena smo znanja primijenili na histogram invarijantne mase za b kvark-antikvark
raspade prikazan na slici [0} Kao i u slucajevima za savrSeno glatku krivulju, dobili smo da greske
lagano rastu sa Sirinom razreda sve dok Sirina razreda nije dovoljno velika da pokrije gotovo cijeli
signal. Promotrili smo i kako nam snaga signala i pripadna greSka ovise o luminozitetu te smo do-
bili da snaga signala ne ovisi o luminozitetu, dok greska pada s korijenom luminoziteta, Sto smo i

ocekivali.
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6 Sazetak

Autor: Filip BilandZija
Naziv rada: Utjecaj izbora razreda u histogramu na signifikantnost signala

U fizici elementarnih Cestica, novi fenomeni - procesi ili Cestice - otkrivaju se u slucaju kada
eksperimentalni podatci znacajno odstupaju od predvidanja na temelju dosadasnjih saznanja. Pritom,
traZeci nove fenomene, oni nam predstavljaju signal koji Sto jasnije Zelimo vidjeti, dok nam dosa-
dasnja saznanja predstavljaju pozadinu. Podatci, i eksperimentalni i simulirani (teorijski), mogu se
proucavati gledajuéi jednodimenzionalne raspodjele opservabli koje ih karakteriziraju. Te se raspo-
djele mogu prikazati u histogramima te se na temelju njih odreduje je li eksperiment u skladu s dosad
poznatom teorijom ili eksperimentalni podatci znatno odstupaju od teorijski ocekivanih. Pitanje koje
se postavlja je moze li se izborom razreda to odstupanje, odnosno signifikantnost signala, maksimizi-
rati.

Kako bi proucili kako izbor razreda utjeCe na signifikantnost signala, odabrali smo pozadinu u
obliku padajuce eksponencijale te signal u obliku gausijana. Taj je izbor motivirani izgledom ras-
podjele invarijante mase za 2 b kvarka dobivene raspadom Higgsovog bozona iz procesa zajednicke
tvorbe Higgsovog i Z bozona. Te smo histograme koristili kao predloSke za generiranje pseudona-
sumicnih uzoraka Monte Carlo metodom. Kako bi dobili Sto bolje slaganje predlozaka s podatcima,
varirali smo parametre predloska signala i procjenjivali stupanj slaganja koriste¢i metodu najvece
izglednosti. Najprije smo gledali procjenu snage signala u ovisnosti o Sirini razreda u histogramu.
Razrede u histogramu smo dobivali spajajuc¢i odreden broj susjednih razreda originalnog histograma.
Kasnije smo dodali i procjene srednje vrijednosti signala i njegove Sirine. Pritom smo varirali lumi-
nozitet i omjer ocekivane vrijednosti signala 1 pozadine. Kako bi uzeli u obzir da predlozak pozadine,
zbog konacnog broja simulacija, ima statisticke nesigurnosti, uveli smo predloZak koji ima znacajne
statistiCcke fluktuacije. Na kraju, pogledali smo kako nam izbor razreda utjece na snagu signala kod
procesa zajedniCke tvorbe Higgsovog i Z bozona. Zakljucili smo da je signifikantnost signala opce-
nito veca Sto su luminozitet i oCekivana vrijednost signala veci, te da je signifikantnost veca Sto je
Sirina razreda manja.

Kljucne rijeci: histogram, procjena, izbor razreda u histogramu, Higgsov bozon, statisticka signifi-

kantnost
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7 Summary

Author: Filip BilandZija
Title: Signal significance dependency on binning choice

In modern particle physics, new phenomena - both particles and processes - are discovered when
experimental data significantly deviate from predictions based on our present knowledge. When lo-
oking for new phenomena, that new phenomenon is considered as the signal, which we want to see as
clearly as possible, while our present knowledge is treated as the background. Both experimental data
and data simulated from theoretical models can be studied by looking one-dimensional distribution of
observables characterizing them. That distribution can be graphically shown in form of a histogram.
There it can be deduced whether experimental data matches simulated data or whether it significan-
tly deviates from it. A question that naturally arises is whether we can maximize that deviation, i.e.
signal significance, with our binning choice.

In order to investigate how binning choice affects signal significance, we chose a background
with the shape of exponentially decreasing function and a signal of Gaussian shape. That choice was
motivated by the shape the of invariant mass distribution of 2 b quarks from Higgs decay in the case
of associated production of Higgs and Z bosons. We used those histograms (the background and
the signal being separated) as templates for generating data samples with the Monte Carlo method.
In order to obtain the optimal fit between data samples and templates, we varied the parameters of
the signal template and estimated the "goodness" of the fit using the maximum likelihood method.
First, we looked at the dependence of signal strength estimation in regard to the width of the bins in
the histogram, by combining several adjacent bins into one for the background and the signal alike.
Later, we included signal mean value and width estimations as well. In doing so, the luminosity
and ratio of the expected value of the signal and the background have also been varied. To include
the effect of the finite number of simulated events, which results in statistical uncertainties in the
background template, we introduced the background template which has large statistical fluctuations.
Finally, we investigated how binning choice affects the signal strength of the associated production of
Higgs and Z boson. We concluded that signal significance is generally higher when luminosity and
expected value of signal are higher and that signal significance is higher when bins in the histogram
are narrower compared to the signal width.

Keywords: histogram, estimation, rebinning, Higgs boson, statistical significance
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