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1 Uvod

KruZne zavojnice su tip zavojnice koji je u Sirokoj primjeni, od velikih zavojnica u supravodljivim
magnetima do beZi¢nih punjaca prisutnih u ve¢ini modernih pametnih telefona. Specifi¢no ¢emo pro-
matrati zavojnice pravokutnog presjeka uz pretpostavku da je materijal od kojeg je zavojnica napravljena
homogen, odnosno da je gustoéa struje homogena po cijelome presjeku. Ovime apstrahiramo veéinu
realnih zavojnica koje se sastoje od N navoja Zice u slu¢ajevima u kojima je N dovoljno velik i zavojnica
uredno namotana te u slucajevima u kojima polje ne treba biti precizno izracunato u neposrednoj blizini
zavojnice koja ga stvara.

Imajuéi navedena ogranicenja na umu, moZemo detaljnije razmotriti ovaj model realne kruZne
zavojnice. Za opis geometrije danog problema potrebna su 3 parametra: radijus R, debljina a i duljina
b. Dodatno je za izratun meduindukcije i sile potrebno poznavati broj navoja N i struju /. Jacina
polja, meduindukcija, sila i zakretni moment linearno ovise o navedenim veli¢inama tako da one nisu
geometrijski faktori pa je s njima jednostavno racunati. Ovisno o tome u kakvom su medusobnom
odnosu debljina i duljina, razlikuju se 4 slucaja:

1) kruzna petlja — zanemariva debljina i duljina (petlja)

2) tanka zavojnica — zanemariva debljina (tanka)

3) plosnata zavojnica — zanemariva duljina (plosnata)

4) kruzna zavojnica s pravokutnim presjekom (pravokutna)

U zagradama su dani nazivi koji se skradeno odnose na pojedini tip zavojnice. Posebno su zanimljive
pravokutne zavojnice jer je vrijeme izracuna najduZe i nema mnogo metoda razvijenih specifi¢no za njih.

Kako se velik broj zavojnica u svakodnevnoj upotrebi moze aproksimirati pravokutnom zavojnicom,
brz i efikasan izracun polja te medusobne interakcije (u obliku meduindukcije, sile i zakretnog momenta)
takvih zavojnica mogao bi omoguditi bolji i brZi dizajn sustava koji ih koriste. Primjerice, za dizajn
beZi¢nog punjaca potrebno je varirati ¢ak 6 parametara (dimenzije svake od dvije zavojnice) pa je
za pronalazak optimalnog oblika potrebno izvrSiti proracune za tisuce, ako ne i milijune, razlicitih
dimenzija zavojnica. U navedenomu bi uvelike doprinio pristup koji moZe izracunati meduindukciju u
redu milisekundi, a to je i jedan od ciljeva ovoga rada.

Postoje brojni pristupi izra¢una polja, meduindukcije, sile i zakretnog momenta [1-15], no unato¢
tome malen broj radova se bavi ovim problemom u njegovom najopcenitijem obliku. Opdceniti slucaj
je obi¢no rijesen koriStenjem metode konacnih elemenata - FEM (finite element method). Nedostatak
navedene metode je koriStenje skupog softwarea te spori izracuni koji mogu trajati i sat vremena [7].
Redovito je korisno uzeti neki pristup koji se koriste za petlje, poput [3] i [14], te ga proSiriti na pravokutnu
zavojnicu, preko npr. filament metode. Dodatni problem je ¢injenica da podatci o performansama pristupa

nekada nisu diskutirani u radu pa, iako su neke metode vrlo precizne, mogu biti i vrlo spore.
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Prodimo kratko §to do sada objavljene metode nude. Rad [1] predstavlja pocetak niza radova koji
¢e uslijediti od autora Slobodana Babica, a u njemu su dane osnovne formule za meduindukciju sustava
dviju tankih i plosnatih koaksijalnih zavojnica te njihovu samoindukciju. U radu [2] je predstavljena
numericka metoda za meduindukciju pravokutne zavojnice i petlje koje leZe na istoj osi, dok rad [3]
razmatra meduindukciju dvije zavojnice sa zarotiranim osima. Rad [4] predstavlja velik korak naprijed
u preciznosti izra¢una meduindukcije dviju pravokutnih zavojnica s paralelnim osima te njihove samo-
indukcije, no na racun dugackog vremena izracuna, reda minuta. Radovi [5] i [6], predstavljaju dopunu
u obliku novih konfiguracija koaksijalnih zavojnica te dodatni razvoj prethodnih modela uz dodatak
izracuna sile. U radu [7] je napravljen vrlo koristan pregled performansi i preciznosti dosad napravljenih
metoda za izra¢un meduindukcije dviju koaksijalnih pravokutnih zavojnica, a takoder je predstavljen
pristup s najbrzim vremenom izra¢una od 0.03 sekunde.

U [8] je prikazan noviji i znatno brZi pristup za izra¢un meduindukcije zavojnica s paralelnim
osima, no ne radi za sve geometrijske konfiguracije pa je uz njega prikazana efikasnija implementacija
[4] (vrijeme izra¢una reda sekundi). Rad [9] je moZda najvazniji jer je u njemu prezentiran najnoviji
precizni i op€eniti pristup izra¢una meduindukcije dviju pravokutnih zavojnica. Vrijeme izracuna je 8
sekundi za preciznost od 8 znacajnih znamenaka, a otprilike sat vremena za 16 znacajnih znamenaka.
Ovo predstavlja vrijeme koje je potrebno nadmasiti nekoliko puta, uz usporedivu preciznost, kako bi na$
novi pristup pokazao svoju vrijednost. Opceniti pristup je prikazan i u nesto novijem radu [10] no nema
mnogo toc¢aka za usporedbu te su one uglavnom dane graficki pa je precizna usporedba teSka. Vazno je
napomenuti da je najbrZe vrijeme izra¢una oko 0.3 sekunde. Jo$ jedan opdeniti pristup diskutiran je u
radu [11] no usporedba je opet prili¢no teska zbog grafickog prikaza izracunatih vrijednosti. Usporedba
s navedenim radom nije zanimljiva jer su pogreske reda 1073, 3to je znatno veée od pogreske koju nam
je cilj ostvariti (1077).

Radovi koji se bave silom i zakretnim momentom koje osjecaju parovi zavojnica znatno su rjedi,
vjerojatno zato $to mehanicka sila nije nesto $to je potrebno razmatrati u vecéini primjena kruznih zavoj-
nica. Takoder je lako dobiti dobru aproksimaciju preko numeric¢kog izracuna gradijenta meduindukcije
u sfernim koordinatama. Slucajevi u kojima su sila i zakretni moment vazni su supravodljive zavojnice
i odredeni tipovi elektromotora. Radovi [13] i [15] upravo se bave silama koje nastaju zbog odstupanja
poloZaja od zajednicke osi u sustavu tri supravodljive zavojnice. Proracunate vrijednosti nisu pretjerano
precizne no to su jedini pristupi ciljano razvijeni za opceniti slucaj sile i zakretnog momenta izmedu
dvije kruzne zavojnice pravokutnoga presjeka. Za evaluaciju preciznosti nam je posebno vazan Babicev
rad [14] u kojemu su dani precizni rezultati za silu izmedu dvije kruZne petlje u proizvoljnom poloZaju.
Za usporedbu preciznosti izracuna sile izmedu tankih i plosnatih zavojnica sa zajednickom osi takoder

nam je koristan rad [12] istoga autora.
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Imajudi na umu navedene rezultate dosadasnjih radova i pristupa moZemo jasno formulirati cilj ovoga
rada - razraditi i implementirati brz i precizan pristup izracuna magnetskog polja, njegovog potencijala
i gradijenta te pristup za izracun meduindukcije, sile i zakretnog momenta u slu¢aju proizvoljnoga
broja kruZnih zavojnica u proizvoljnoj konfiguraciji. Navedeni izrazi ¢e se izvesti i implementirati u
apstraktnom razredu Coil koji ¢e predstavljati kruznu zavojnicu, sadrZavati sve njene vazne atribute
te metode za izvrSavanje proracuna (polje zavojnice, samoindukcija, meduindukcija para zavojnica,
sila i zakretni moment para zavojnica i druge). Takoder, za razliku od vecine ostalih pristupa koji su
implementirani u programskom jeziku vrlo visoke razine poput Mathematice, MATLAB-a ili Pythona,
nas pristup ¢e biti implementiran u C++ programskom jeziku $to bi trebalo znatno poboljSati performanse.
Uz koriStenje efikasnijeg jezika, takoder Ce biti koriStena paralelizacija na dvije razine — na razini
jedne zavojnice i na razini sustava zavojnica. Navedeno ¢e omoguditi efikasnu uporabu velikog broja
procesorskih jezgri u slucaju velikog broja proracuna, npr. tisuéa vrijednosti meduindukcije za razlicite
konfiguracije para zavojnica u optimizacijskom problemu ili velikog sustava zavojnica kakvog moZemo
pronaci u radarskom sustavu.

Koristenje graficke kartice za ubrzanje izracuna velikog broja vrijednosti polja ¢e se implementirati
na osnovnoj razini u svrhu testiranja potencijala koristenja graficke kartice u budu¢em radu. Stoga je
pristup razvijen s viSejezgrenim procesorima na umu, a zatim adaptiran za implementaciju u kontekstu
GPGPU (General-Purpose computing on Graphics Processing Units) paradigme koriStenjem Nvidia
CUDA alata. CUDA je platforma za paralelno programiranje na grafickim akceleratorima tvrtke Nvidia.
Primjena GPGPU pristupa nije pronadena u relevantnoj znanstvenoj literaturi. Takoder valja napomenuti
da u literaturi nismo pronasli detaljnu razradu gradijenta magnetskoga polja, ali kako je ona nuzna za
MRI (Magnetic Resonance Imaging) i proracune sa ¢esticama, nju ¢emo isto ukljuciti u rad.

Implementacija ée biti dostupna na operacijskim sustavima Windows i Linux, u obliku koda u C++
jeziku te Python modula, koji je omota¢ navedenog C++ koda, $to bi trebalo pruZiti gotovo jednake
performanse kao da je koristeno direktno iz C++ jezika, uz dodatnu fleksibilnost Pythona.

Konac¢no, kako ¢emo u daljnjemu tekstu vrlo ¢esto pricati o poljima, definirajmo sljedece pokrate.
Kada se kaZe potencijal misli se na A odnosno magnetski vektorski potencijal, kada se kaZze magnetsko
polje misli se na B odnosno gustocu toka magnetskog polja, a kada se kaze gradijent misli se na gradijent
magnetskog polja, odnosno matematicki re€eno totalnu derivaciju gusto¢e magnetskog toka koju ¢emo

oznacavati s G. Ove tri fizikalne veli¢ine zajednicki ¢e se nazivati poljima.
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2 Osnove teorije

2.1 Filozofija pristupa

Prije nego razlozimo detalje nasSega pristupa, vazno je razumjeti zasto smo se bas za njega odlucili.
U literaturi su pronadene brojne matematicki impresivne metode rjeSavanja problema; uglavnom se
peterostruki ili Sesterostruki integrali nastoje svesti na $to manje stupnjeva integracije analitiC¢kim ili
polu-analitickim metodama, a neki pristupi zatim primjenjuju numericku integraciju nad preostalih
nekoliko slojeva, ako takvih ima. Nedostatak navedenog je koriStenje funkcija koje je teSko izracunati.
Ako testiramo brzine izra¢una pojedinih funkcija u C++ jeziku na Windows operacijskom sustavu uocit
¢emo da je svaka funkcija koja nije obuhvacena zbrajanjem, oduzimanjem, mnoZenjem i dijeljenjem
prilicno spora — potreban je velik broj procesorskih ciklusa za izraun za razliku od samo jednog za
ostale operacije. Kako bismo otkljucali puni potencijal modernoga procesora moramo se odmaknuti od
Cistih x86 instrukcija.

Kako je C++ prevedeni programski jezik (compiled language) moZemo prevoditelju zadati da ubrza
kod koji smo napisali te omoguditi upotrebu AVX i AVX?2 registara kako bi se provele SIMD (Single
Instruction Multiple Data) optimizacije. Navedeno dramati¢no ubrzava izvodenje osnovnih operacija
— moguce je nekoliko zbrajanja i mnoZenja napraviti u jednome ciklusu. Dodatna korist je paralelno
korjenovanje 4 broja u 2 ciklusa [19]. Druge funkcije poput sinusa, kosinusa i logaritma su takoder
znatno brZe na oba operacijska sustava i prema nasem testiranju izvrsavaju se u 5 do 10 ciklusa. Ovo ¢e
naravno ovisiti o samome procesoru no sli¢ne vrijednosti se o¢ekuju na svim novijim procesorima jer se
AVX2 prvi put pojavio na Intelovim procesorima 2011. godine, uz raSirenu upotrebu od 2013.

Dakle zakljucujemo da ve¢ vrlo osnovne funkcije mogu znatno usporiti izvodenje programa tako
da valja reducirati njihovu uporabu koliko god je mogucée. Zbog ovoga ograniCenja, vjerojatno ¢e biti
nemogudce znatno smanjiti broj slojeva integracije pa ¢e se gotovo svi slojevi numericki integrirati. Kako
bismo poboljSali preciznost koristit cemo Gauss-Legendre kvadraturu te ée svakome sloju biti iskoriSten
specifican broj inkremenata odreden po algoritmu kojeg ¢emo diskutirati kasnije. Ovo teoretski nije
najpreciznija kvadratura koju smo mogli koristiti no implementacija je prilicno jednostavna i efikasna.

Veliki broj slojeva integracije takoder nosi jednu veliku prednost — mogude je efikasno raspodijeliti
teret izmedu vise jezgara i tako poboljSati performanse za red velicine ili vise (ve¢ina modernih procesora
posjeduje 4 ili viSe jezgri, odnosno 8 ili viSe dretvi). KoriStenje jednostavnih funkcija, fiksne kvadrature
1 masovne paralelizacije je takoder iznimno pogodno za graficki akceleriranu implementaciju.

Kako bismo izbjegli direktno integriranje pet ili Sest slojeva, problem meduindukcije, sile i zakretnog
momenta moZemo svesti na trostruki integral uz poznat potencijal, odnosno magnetsko polje, u odredenim

tockama. Zato, ako znamo efikasno izracunati polja, znamo izracunati i njih.
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2.2 Osnovne jednadzbe

Kako Zelimo dobiti Sto jednostavnije izraze za polja, prirodno je zapoceti s najjednostavnijim jed-
nadzbama koje ujedno i tvore temelj klasi¢nog elektromagnetizma - Maxwellovim jednadZbama [16].

IzraZene u diferencijalnome obliku, one su redom

v-E=£, (1)

€0
V-B=0, (2)

OB
VXE=-— 3
X TR 3)

OE

VXB:/J()J+,u()EOE. (4)

S obzirom da je magnetsko polje solenoidalno, njemu se pridruZuje pripadni vektorski potencijal A
te vrijedi relacija B = VX A. Manipulacijom 2 i 4, pod pretpostavkom homogene gustoce struje, dobiva
se Biot-Savartov zakon za vektorski potencijal i magnetsko polje

_ Ho dl
A[r]_47rl/c|r—R|’ 5)

Blr = o (dIx(r=R))

6
4n Jc  |r—RJ? ©

Ako umjesto tanke Zice imamo povrsinu kroz koju tece odredena gustoca struje (5) i (6) postaju

=, ﬂr ®
i [

Zadnje polje koje treba definirati je gradijent magnetskog polja. Njegova definicija slijedi iz razmatra-

nja magnetskog dipola konstantnog dipolnog momenta m ¢ija je potencijalna energija u magnetostatskom

sluc¢aju jednaka U = —m - B. Za magnetsku silu i zakretni moment tada vrijede izrazi
Faipor[r] =V(m-B[r]) = (m-V)B[r] = G[r]m, ©

Tdip()l[r] :mXB[r]~ (10)
Ovdje se G definira kao 3x3 matrica, koja ¢e u magnetostatskom slucaju biti simetri¢na

OB, OB, OB.
Ix dy dz
_|oB, oB, o8,
Glrl=\%¢ & = an
9B, OB, OB.
ox dy ox
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Manipulacijom Faradayjevog zakona, odnosno jednadZbe (3) i vektorskog potencijala dobivamo izraz
za meduindukciju izvora magnetskog polja (u nasemu slucaju zavojnice) i petlje proizvoljnoga oblika.

R je radijvektor od sredista petlje do neke tocke na zatvorenoj krivulji y, a dl; je tangenta na tu krivulju

1
My = My, =1 Ai[ri2+R;]-dl, (12)
Y

Ovaj opceniti izraz moZe se koristiti za izratun meduindukcije izmedu proizvoljnih parametriziranih

vodljivih elemenata, no kako je cilj ovoga rada pronaci izraz za meduindukciju dvije kruZne zavojnice

pravokutnoga presjeka, izraz (12) ¢e kasnije biti zapisan u specifi¢nijem obliku uz pripadnu skicu.
Izraz za silu izvora magnetskog polja na petlju proizvoljnoga oblika je dan Amperovim zakonom i po

3. Newtonovom zakonu, sila koja djeluje na zavojnice jednaka je po magnitudi a suprotna po predznaku
F12=—F21=12‘7§d12><31[712+R2])- (13)
c

Kako bismo dobili zakretni moment u integralu je potrebno dodati jo§ jedan vektorski produkt s

radijvektorom R;. Jednadzba tada postaje

T12=—T21=12‘%R2X(d12XB1[r12+R2])- (14)
C

Jednadzbe (12) i (13) moguce je zapisati i na neSto opcenitiji nacin, za slucaj proizvoljne funkcije
gustoce struje. Pritom je energija pohranjena u sustavu gustoce struje i vektorskog potencijala dana

integralom (15) dok je jednadZba za silu magnetskog polja na slobodnu struju dana integralom (16)

UB:// J-A dv, (15)

Q

FL:// JXB av. (16)
Q

U slucaju da se sustav sastoji od vodi¢a (poput zavojnica), pohranjena energija je direktno povezana s
meduindukcijom i samoindukcijom vodic¢a kao i strujom koja kroz njih tee (15). Meduindukciju je
tada moguce dobiti integriranjem samo komponente energije Uy, koja predstavlja medudjelovanje dvaju
vodica. Silu je mogude dobiti preko gradijenta pohranjene energije (18). Zakretni moment nije prakti¢no

zapisati u Kartezijevim koordinatama pa se zapisuje samo magnituda u zadanom smjeru rotacije (19)

1 1 U
Up==LiP+=L+Mphl, = M= —=, (17)
2 2 ye
OMip~ M~ OMip~
+ + k|, 18
0x ! oy J 0z (18)
M,

Fp=VUp=11

g=11 (19)

Jednadzbe (7), (8), (11), (12), (13) i (14) su sredis$nji izrazi koje ¢emo u sljede¢emu poglavlju
raspisati za slucaj kruZne zavojnice pravokutnoga presjeka. Oni ée se pojednostaviti koliko je moguce
uz koriStenje $to manje posebnih funkcija te ¢e ih se potom zapisati u obliku sume. U obliku sume ih
je zatim vrlo jednostavno i efikasno implementirati u programski okvir jer se radi o ugnijeZdenim for

petljama.
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3 Pristup izracunu

3.1 Matrica rotacije i koordinatni sustav

Kako je cilj uciniti jednadZbe §to manje kompliciranima valja pomno postaviti problem. Kre¢emo
od jednadZbe za samo jednu petlju. Zbog simetrije problema, prirodni koordinatni sustav je cilindri¢ni,
a petlju je posljedi¢no najjednostavnije postaviti u xOy ravninu odnosno u ravninu z = 0. No ovakva
konfiguracija je vrlo specifi¢na pa je potrebno uvesti linearnu transformaciju koja ¢e transformirati prostor
i petlju u opisanu orijentaciju, bez obzira na kojim koordinatama i u kojoj orijentaciji je petlja pocetno
bila. Translacija srediSta petlje u ishodiSte je vrlo jednostavna - potrebno je samo je od radijvektora
tocke u kojoj Zelimo pronaci polje r;, oduzeti radijvektor tocke u kojoj je srediste petlje r.. Orijentaciju
petlje prije transformacije je moguce zapisati preko jedinicnog vektora normale, a njega je pak moguce
zadati preko dvaju kutova. Navedene kutove odabiremo kao da pokuSavamo jedini¢ni vektor zapisati u
sfernim koordinatama (1, 6,) gdje 6 € [0,7] i ¥ € [0,2x]. Dakle da bismo jedinstveno zapisali poziciju
i orijentaciju petlje potreban nam je radijvektor r. i uredeni par (6,7). Moguce je zadati i ravninu
Ax+By+Cz+ D =0 u kojoj leZi petlja, no takav slucaj je vrlo jednostavno pretociti u (6, ).

Potrebno je definirati matricu rotacije koja ¢e transformirati prostor na Zeljeni nacin. Kao polaznu
tocku za konstrukciju pripadne matrice uzimamo matrice koje opisuju rotaciju oko pojedine koordinatne

osl1, a one su redom

R([0] =10 cos® —sind|, (20)

0 sinf cos@

cos§ 0O -—sind
Ry[0l=1 0 1 0 |, (21)

sin@ 0O cos@

cosfd —sing O
R [0] = |sin® cosf® 0. (22)
0 0 1

Dakle rotaciju Kartezijevog koordinatnog sustava moZemo prikazati preko mnoZenja ove 3 matrice uz
izbor 3 pripadna kuta. Ovi kutovi se nazivaju Eulerovi kutovi. Postoji viSe nadina za provesti ovu
rotaciju, 6 osnovnih konvencija koje se odabiru ovisno o simetriji problema. MoZda najpoznatija i
najocitija je konvencija koju redovito koriste zrakoplovi - kotrljanje, nagib i skretanje. U navedenomu
slucaju zrakoplov rotiramo oko svake od triju glavnih osi. Zbog linearnosti ovih operacija, moZzemo ih
primjenjivati jednu za drugom, a ukupnu transformaciju prikazati umno$kom matrica R, [y] Ry [ B] Ry [a].

Navedena konvencija se oznacava skradeno X;Y>Z3. Valja uociti da nakon primjene svake rotacije nova
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rotacija djeluje nad novim koordinatnim osima. Navedeno u pojedinim slu¢ajevima moZe dovesti da
zaglavljenja rotacije poznatijeg pod nazivom gimbal lock.

Pokusavsi vise konvencija, utvrdili smo da naSemu slucaju najbolje odgovara Z,Y,Z3; konvencija.
Pritom je ocito da imamo jednu informaciju previSe - za orijentirati petlju potrebna su dva kuta, a za
ovu rotaciju ih je potrebno specificirati tri. Kut rotacije oko y osi odgovara kutu 6 dok jedan od kutova
rotacije oko z-osi sigurno odgovara kutu ¢. Potrebno je pronaci treci kut takav da, ako je vektor normale
zavojnice usmjeren u y smjeru i radijvektor tocke ¢ije polje traZimo leZi na y osi, inverzna transformacija
preslikava radijvektor na z-os. Razli¢itim pokusajima se utvrdilo da se navedeno postize samo ako su

dva kuta rotacije oko z osi jednaka i iznose ¢. Dobivamo matricu rotacije

cosfcos 92 — sin? —cos@sintcos? —sincos? sinfcosd
T[6,9] = |cos@sinhcos? +sind cos —cos @sin ¥ + cos 92 sinfsint | - (23)
—sinfcos sin@sin cosd

Navedena matrica (23) ima potencijalni nedostatak u slucaju 8 = 0, jer ¢e se petlja tada zarotirati
za kut 29 zbog izostanka rotacije oko y-osi. Opcenito ovakav odabir kutova dovodi do prekomjernih
rotacija u nekim slu¢ajevima no spomenuto za ovu primjenu ipak nije problem zato Sto su i petlja i
polje koje generira radijalno simetri¢ni. Dakle bilo kakva prekomjerna rotacija oko vektora normale ne
predstavlja problem.

Konac¢no je vazno napomenuti da matricu rotacije primjenjujemo dva puta. Prije nego po¢nemo s
izraCunom polja oduzimamo vektoru polozaja radijvektor sredis$ta zavojnice i primjenjujemo inverznu
rotaciju T[-6, -] kako bismo petlju postavili u ravninu z = 0. Nakon izracuna komponenti polja u
tom koordinatnom sustavu potrebno je dobiveni vektor polja (odnosno matricu gradijenta) transformirati
matricom T[6,%¢] kako bismo dobili reprezentaciju u vanjskom koordinatnom sustavu. U ovakvome
postupku se ne pojavljuje prethodno spomenuti problem pretjerane rotacije baznih vektora koji leze u
ravnini petlje zato Sto se bilo kakva prekomjerna rotacija ispravi prekomjernom rotacijom u suprotnomu
smjeru

r=T[-0,-9](r,-r.), (24)

B, =T[60,9]B. (25)
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£ P'(x,,2)

Y

Slika 1: Shema za primjenu Biot-Savartovog zakona na petlju, prikaz novog koordinatnog sustava nakon
primjene transformacije koordinata (24), s P’ je oznacena transformirana tocka P
3.2 Integralni izrazi za polja

Naslici 1 je prikazana petlja nakon primjene rotacije i translacije. Zahvaljuéi transformaciji, moguce
je rijesiti jednostavniji problem bez gubitka na opcenitosti. Postavlja se parametrizacija petlje radijusa

R, a tocka u kojoj se racuna polje zapisuje se u cilindri¢nim koordinatama
R =Rcos(p+a)i+Rsin(p+a)j, (26)
r=rcos(a)i+rsin(a)j+zk. 27)

Promatranjem jednadZbi Biot-Savartovog zakona (5) i (6) dalje se raCunaju

dR . , .
dl = d—dtpzRdgo(—sm(gp+oz)l+cos(go+cx)J), (28)

¥

D=|r-RP?=r*+R>+z*>=2rRcos. (29)

Nakon malo manipulacije, dobivaju se konac¢ne jednadZbe za magnetski vektorski potencijal (30) i

magnetsko polje (31) petlje

2n
0 Rcos(p)
Alr] = Z—ﬂ'/o dSDT/;DG’, (30)
2 zRcos(@)T+ (R*—rRcos(¢))Z
B[r] :%‘;1/0 de 5)3/2 )z 31)

9
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A Z
P'(x,y,z)

y
a b/2

R R+a b

~J/ e

Slika 2: Shema za primjenu Biot-Savartovog zakona na zavojnicu pravokutnog presjeka, prikaz novog

koordinatnog sustava nakon primjene transformacije (24), s P’ je oznaCena transformirana tocka P

Vektori polja su u izrazima (30) i (31) zapisani preko baznih vektora cilindri¢nog koordinatnog
sustava, a nakon izracuna ih je lako pretvoriti u Kartezijeve vektore koje onda transformiramo jednadZbom
(25). Za petlju se nece raspisati gradijent, nego ¢e nesto kasnije biti dan izraz za gradijent zavojnice.
Generalizacija za kruZnu zavojnicu pravokutnog presjeka je dosta jednostavna. Kako se radijus petlje
mijenja, konstantni radijus R zamjenjujemo s promjenjivom varijablom p. SrediSta pojedinacnih petlji
su pomaknuta za & od ishodista pa z supstituiramo sa z+ A (moZe se supstituirati z — & jer su granice
integrala simetri¢ne). Definiramo gustocu struje J i njome mijenjamo struju /. Navedene zamjene su
ekvivalentne direktnom rjeSavanju Biot-Savartovog zakona za zadanu gustocu struje (7) i (8). Konacno

se dobivaju jednadzbe (34) i (35)
7= NI

SEACH 32
— (32)
D' =r’+p>+(z+h)* =2prcos e, (33)
R+a b/2 2n
o PCOSQY .
Alr :—J/ d / dh/ dp——a, 34)
[r] 4’ Je Y o 0 90D,1/2
R+a b/2 2 (z4+h)pcoser+(p*—preose)z
Bl = oy [ ap [T an [T apEH I pcoseT+ (o7 - preose)T (35)
3/2
A Jr —b/2 0 D’

Preostaje jos razmotriti gradijent. Kako granice integracije jednadZbe (35) ne ovise o izboru tocke,

derivira se izraz unutar integrala. Zbog najjednostavnijeg zapisa u cilindri¢nim koordinatama potrebno

10
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je koristiti lanano pravilo za funkcije viSe varijabli. Navedeno primjenjujemo 9 puta, jednom za
svaku komponentu matrice. Matrica je simetri¢na tako da zapravo ima svega 6 razliitih vrijednosti.
Raspisivanjem je takoder utvrdeno da postoje 4 razlicita integrala koja treba izracunati, oznacena s Py,

P>, P31 Py4. Izracun jedne komponente prikazan je u (36)

2 (z+h)pcosgocosa)_ﬁ((z+h)pcosgocosa/) 8r+ 0 ((z+h)pcosgocosa/ or

Ox D732 o D732 ox Oa D732 da
0 ((z+h)pcosy , l(z+h)pcosy .
N RS ik A it 36
ar( P ) cosa 1 L (36)

3p(z+h) (pcoscp—r)coscp , l(z+h)pcosy . ,
sa@”+—-—————"sina".
D32 r D32

Konacni rezultat je dan matricom gradijenta (37) ¢iji su elementi izraZeni jednadZbama (38), (39), (40)

i 41)

Pycos?a+ Py sina (P, —Pq)sinacosa Pscosa

G[r] =|(P,-P))sinacose Ppsin®a+Pjcos’e Pysina, 37)
P4cosa P4sina P3
R+a b/2 27r 1 +h
_@J/ dp/ dh/ e+l peosp (38)
R —b)2 YT pan
R+a b/2 2n 3 +h _
— @J/ dp/ dh/ d(p p (Z )(pcgs;)o r) COSQD, (39)
R “b)2 0 D"/
R+a b/2 2n 3 +h _
_@1/ dp/ dh/ PPELAC )(ZCZOW 2} @)
R —b)2 0 D’/

R+a b/2 2 PCOSQ (2,02 +2r2 — (z+h)? — prCcos go) —-3p%r
P4[r] = —J/ a’p/‘b/2 dh/ do Y . 41

Koristenje cilindri¢nih koordinata ima jedan nedostatak - matrica zapisana izrazom (37) ne vrijedi u
singularom slucaju r = 0. Ako promotrimo limes izraza (38), (39), (40) i (41) kada r — 0 dobivamo da
vrijedi P = P4 =0, dok su druga dva integrala konacna i vrijedi P3 = —2P,. Maxwellova jednadzba (2)
mora biti zadovoljena pa na dijagonali moraju leZati redom P», P», P3. Elementi van glavne dijagonale
su jednaki 0, a navedeno je provjereno prebacivanjem izraza (35) u Kartezijeve koordinate za x =0 i

y =01 parcijalnom derivacijom po prikladnim varijablama. Matrica u singularnom slucaju postaje

P, 0 O
G;[r]=]10 P, O]. (42)
0 0 Ps

Ovime je razrada osnovnih jednadZbi polja zavrSena. JednadZbe se uglavnom sastoje od osnovnih
aritmetickih operacija i korjenovanja, uz izuzetak funkcije cos ¢, to je pogodno za buducu implementa-
ciju. Izraze nije moguce lijepo integrirati po ¢ jer se radi o eliptickom integralu, a nije moguce ni po p jer

integral nije elementaran. Iako bi implementacija posebne funkcije za izracun eliptickog integrala mogla

11



D. Dobrota, N. Socec, L. Vrabac 3.2 Integralni izrazi za polja

potencijalno ubrzati izracun, njena implementacija onemogucila bi alternativu - integriranje izraza po
h. Integriranje po & nece ubrzati izracun u slucaju petlje i plosnate zavojnice, no navedeni slucajevi su
ve¢ dobro pokriveni u literaturi i imaju jedan sloj integracije manje od pravokutne zavojnice. Zbog toga
funkcije izracuna polja dijelimo na dvije skupine koje ¢e se oznacavati kao spore metode (za petlju i
plosnatu zavojnicu) i brze metode (za tanku i pravokutnu zavojnicu). Izraz metoda je ovdje koristen u
programskom kontekstu zbog implementacije dviju razli¢itih metoda u razredu zavojnica. Matematicki
re¢eno, koriste se dvije razliite vrste izraza ovisno o tipu zavojnica.

Izrazi nakon integriranja postaju neSto kompliciraniji, no najvaznija promjena je pojava funkcije
sinh~! (x). Uvode se pokrate (43) i dobivaju kona&ni izrazi za brze metode

b b
hy=z+=, hp=z2-2, 43
1=1t5, hp=z-3 (43)
D,=r*+p*+h>-2prcosp, Dp=r"+p*+h,”>—2prcose,
C = r’+p*-2prcose,
Cy = (p*+r*) cosp—2pr,

Cr =2p*r*cosg (cos2 g0+2) - pr (3 cos® o+ 1) (p2 +r2) +cosp(rt+ph),

A'lr] = &J/RM d,o‘/br dcppcoscp(sinh_l U3 —sinh™! h—b)('i, (44)
4 Jr 0 \C \VC

P{[r]:%J‘LR+adp/02nd¢pC:S¢(\/lD_b—\/iTt), (46)

Pj[r] = Z—;J‘/Rmadp/ozndgopcosgo(pz—prcoscp) (ﬁ—ﬁ), 47)

Pilr] =Z—7OTJ/RR+adp/02ﬂds0p (pz—prcosso)(ﬁ—ﬁ), (48)

R+a 2
Jor Ho p
P4["]:EJ/ dp‘/o dSDE hy
R

Pojava funkcije sinh™! x pogotovo je problemati¢no jer se pokazala iznimno sporom u usporedbi s

&)
C1Dy+—= |~ hy
Df/z)

C
C]Db+—32/2)). (49)
Db

korijenom i kosinusom. RjeSenje ovoga problema bit ée detaljnije diskutirano u 4.2, no ocito je da ¢e
racunanje potencijala biti najsporija od svih metoda samo zbog prisutnosti ove funkcije. Performanse su
detaljno testirane u 5.2. Preostaje razmotriti kako svih 12 izraza numericki integrirati na nacin da ih se
zapiSe u obliku sume koji je pogodan za implementaciju. Navedeno je ucinjeno u sljede¢em poglavlju
3.3.

Za kraj valja napomenuti da je kod svih 12 izraza integral po ¢ simetrican oko 7 pa je mogude
integrirati samo na intervalu [0, 7] i pomnoZiti rezultat s 2. Ovo bi trebalo poboljsati performanse (ili

preciznost) u numerickoj integraciji.

12
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3.3 Gauss-Legendre kvadratura za izrac¢un polja

Gauss-Legendre kvadratura [17] je poseban slucaj Gaussove kvadrature u slucaju definiranog inte-
grala. Gaussova kvadratura je jedna od niza numerickih metoda i odlikuje se moguénoscéu egzaktnog
izracuna integrala polinoma stupnja 2n — 1 gdje je n broj danih tocaka. MoZemo je smatrati generaliza-
cijom Newton-Cotesove kvadrature jer omogucuje odabir pozicija tocaka Cije ¢e se vrijednosti uzeti u

obzir prilikom integracije. Gaussova kvadratura je opéenito dana izrazom

b 1 n
b—a |a+b b-a b-
[ otae= [ 228p|2s p]dp:an,i

2 2
Dokle god moZemo pronaci prikladne teZinske vrijednosti w, ; i pozicije p,; da vrijedi (50),

5 + 5 (50)

b+a b-a
Pn,i

metoda se kvalificira kao Gaussova kvadratura. Dakle, Gauss-Legendre kvadraturu odlikuje poseban
odabir teZinskih vrijednosti i pozicija za n-ti red. Glavne prednosti su brza konvergencija za analiticke
funkcije, visoka preciznost, otpornost na nestabilnost pri velikom redu kvadrature te dobra moguénost
implementacije s tipovima podataka ograni¢ene preciznosti (nema pogresSke zbog sumiranja). TeZinske
vrijednosti i pozicije za kvadrature reda [1,100] su preuzete sa stranice [18]. Jedan nedostatak je losija
preciznost kod funkcija koje jesu integrabilne ali imaju singularitete na rubu intervala integracije, §to se
moZe pojaviti prilikom izra¢una polja unutar zavojnice ako petlja racuna doprinos polju unutar sebe.

Imajuéi navedeno na umu, primjenjujemo Gaussovu kvadraturu uzastopno 3 puta na izraze (34),
(35), (38), (39), (40) i (41). Definiraju se pokrate (51) i dobivaju izrazi za spore metode u obliku sume
dani u (52), (53), (54), (55), (56) 1 (57)

a b n
pi =R+ (14 png.i)> hj= SPnjs Pk = 5(1 +Png.k)s (51)

Di,j,k = r2+pi2+ (Z+hj)2 —20;7COS ¢y,

w w Wny .k —~
NIZ Na,i Z b, J "tp Pi o8 ona (52)
k

VDijk
lewna anbj qu, k (z+h;) picos T + (0> — pir cos gr)Z
T

b
Di,jkDi,j.k

NIZ Wi, i Z Wy, qu, k1 (z+h;) picospi 54
x

b
r Dl,J,k\/Dl,J,k

NIZ Wi Z Wy, j an k 3pi (z+h}) (picos gy —r)cos g
M’ D; jxDi jxkDi.j.k
Wisi X2 Wy, j qu, k 3pi (z+hj) (rcos gy — p;i)
NIZ Z DD D (56)
k i,j, ki, jk i,7,k

2
NIZ Wi anhj W"w k picoser (2p7+2r* — (z+h;)? — pircosgr) = 3p°r
3

Di,jkDi,jk\Di,jk

(53)

(55)

(57)

13
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U ovim izrazima ng, np, i n, predstavljaju red kvadrature, odnosno broj tocaka s kojima se racuna, za
svaki od 3 sloja integracije. Ocekujemo da e viSe to¢aka povecavati preciznost izracuna dok ne dodemo
do maksimalne preciznosti IEEE 754 podataka tipa double - 15 znacajnih znamenki. Velika koli¢ina
sumiranja bi mogla dovesti do eventualne kumulativne pogreske zbrajanja, no Gauss-Legendre metoda
bi trebala biti otporna na to. Navedeno Ce biti precizno testirano kasnije u radu. Vazno je napomenuti da
ako je neka od dimenzija zanemariva, sve Sto treba napraviti je postaviti njezin n na 1 i nece biti utjecaja
na izraun. Dakle ovakve sume primjenjive su na sva 4 tipa zavojnica bez dodatne manipulacije izraza.
Ipak navedene koristimo samo za petlju i plosnatu zavojnicu.

Preostaje zapisati sumarni oblik brzih metoda za izratun. Uvodimo dodatne pokrate (58) te se

dobivaju izrazi za brze metode u obliku sume prikazani u (59), (60), (61), (62), (63) i (64)

b
=, hp=z-=, 58
2T TS (>8)

hy =z+
Dy =h+r7+p> =2pircosgr,  Dp ik = hp® +r*+p;> = 2pir cos gk,
Cik =17 +pi> = 2pir cos gy,
Crik= (Pi2+r2) cospx —2p;r, Ca ik =pi”—TpiCOS Pk,

Cs.ix =2pir*cos gy (cos2 O +2) —pir (3 cos? gy + 1) (,ol-2 +r2) +cos i (rt+pit),
w Wny.k h h
A= N Z —ar Z B i cos o (sinh‘1 —L _ginh! =2

\/Ci,k Ci,k
Nng ‘P
, Mo Whg,i Wne k —~ C2,i,k 1 1 ~
B —TNI Ei 2 Ek 2 r+ ( - z], (60)

@, (59)

PiCOSPk  PiCOS Pi

VDb.ik Dk Crik \Dy i **  Dpii"?
P MONIi Wigi <0 Wik P COS @i 1 1 ©1)
1~ ~ - ’
2 r VDub,ik  Drik
Ng Ny
’ #O Wna,i W”wsk 1 1
P, =—NI —pi Cyhi — , 62
272 Z 2 Z a PIEDPRRRER (Dt,i,k3/2 Dy i ©»
L wh 1 1
, NI al . PzCsz( - )’ (63)
Z T D ik Dpii’?
ng Ny
, Mo Wh,i X0 Wnek pi C3,ik Cs,ik
P4—7NIZ 2 LT ) he| CrikDrik + —75— 3/2k —hp| CrixDp,ik+ ;3,/2,( (64)
.k t,i 5L,

Navedenih 12 jednadzbi je vrlo lagano implementirati programski. Postupak transformacije koordi-

nata opisan u prethodnim poglavljima i implementiran u kodu prikazujemo saZeto izrazima

Aplrp]l =T[0,9]A[T[-60,-0](r, —1.)], (65)
B, [ry] = T[0.8]B[T[-0.~9](r, ~rc). (66)
G,[rp] =T[0.9]G[T[-0,-0](r, —rc)]. (67)
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3.4 Meduindukcija i sila

Razmotrivsi detaljno pristup izracuna polja, moZemo primijeniti dobivene formule na izracun mjer-
ljivih efekata polja. Magnetsko polje ne moZemo mjeriti direktno, ve¢ samo posredno preko njegovih
efekata. Kod kruznih zavojnica je zanimljiva sila i zakretni moment kojim ona djeluje na neki drugi izvor
magnetskog polja koji ne mora nuZno biti druga kruzna zavojnica. Takoder je iznimno vaZzna meduin-
dukcija izmedu zavojnice i proizvoljne gustoce struje u prostoru, obi¢no u obliku vodi¢a zadanog oblika.
Meduindukcija je simetri¢no svojstvo sustava, dakle isti rezultat se dobiva rac¢una li se iz perspektive
zavojnice ili struje, dok su sila i magnetski moment antisimetri¢na svojsta zbog 3. Newtonovog zakona.
U ovome radu ¢e dalje biti razmatran iskljucivo slu¢aj dvije kruZne zavojnice pravokutnoga presjeka.

Za slucaj u kojem je kruzna zavojnica pravokutnog presjeka sekundar moZzemo jednadzbe za me-
duindukciju (12), silu (13) i zakretni moment (14) zapisati u nesto specifi¢nijem obliku. Sekundarnu
zavojnicu tretiramo kao i primarnu - kao niz infinitezimalnih petlji radijusa p. Tada se mogu zapisati

opceniti integralni izrazi

Ry+ay by /2 2
/ dp/ dh/ de Aj[roa+rap,h,el]l-t2[p, h, ], (68)
Ilazbz R, —by/2 0
Ry+ay by /2 2
F12—12/ dp/ dh/ de t[p,h, o] X B [rea+ra[p,h,e]], (69)
Ry —by)2 0

Ry+ar by /2 27
le—Jz/ dp/ / dh/ do ra[p,h, @] X (tp[p,h, @] X By [rea+r2[p, h,¢]]). (70)
R —by)2 0

Za meduindukciju su se isti izrazi mogli dobiti preko jednadzbi za pohranjenu magnetsku energiju
(15) i (17). Magnetsku silu i zakretni moment moZe se takoder izracunati preko meduindukcije i to se
redovito primjenjuje u literaturi. U nasemu pristupu se ipak koristi Amperova sila, odnosno izracun
preko magnetskog polja. Tada izraz (69) moZemo dobiti i preko sile na gustocu struje danu izrazom (18).
Izraz ry[ p, h, ¢] predstavlja radijvektor parametrizacije volumena koji ¢ini sekundarnu zavojnicu, dok je
t[p, h,¢] derivacija parametrizacije po ¢ i zapravo predstavlja smjer struje.

Ostatak poglavlja je posvecen posebnim sluc¢ajevima ovih formula te razvoju zapisa u obliku sume
koji je pogodan za izraun. Zapocinje se razmatranjem slu¢aja zajednicke osi koji je relativho dobro
pokriven literaturom. Dio pododjeljka ¢e se posvetiti i razmatranju izracuna samoindukcije zavojnice,
jer se formula moZe primijeniti na nain da je primarna zavojnica jednaka sekundarnoj. U drugome

pododjeljku ée se zapisati suma za opceniti slucaj.
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3.4.1 Poseban slucaj zajednicke osi

Slucaj zajednicke osi podrazumijeva da su srediSta obje zavojnice na z osi, dakle da njihova sredisSta
imaju koordinate (0,0,z;) odnosno (0,0,z,) te da su oba kuta rotacije obje zavojnice postavljena na 0.
Simetrija koja se pojavljuje u ovome slucaju znatno pojednostavljuje izraze (68), (69) i (70). Primjenom
pravila desne ruke lako se moZemo uvjeriti da zakretni moment potpuno nestaje. Sila se dijeli na dvije
komponente - komponentu duz zajednicke osi i komponentu radijalno prema van. Ako se smjerovi
struja podudaraju sila ée biti privlac¢na, a ako su suprotni odbojna. Ta informacija sadrZana je u jakosti
struje odnosno u gustodi struje J; odnosno J, u obliku razli¢itog predznaka za pozitivan i negativan
smjer protjecanja struje. Komponenta radijalno prema van nastoji komprimirati navoje zavojnice ako
se smjerovi podudaraju a prosiriti ih ako su suprotni. Kako je u naSemu modelu zavojnica kruto tijelo,
otporna je na deformacije pa se radijalne sile pokrate i preostaje samo sila duz z-osi. Takoder zbog
radijalne simetrije unutarnji sloj integracije se reducira na 2mp. Pritom su eliminirani vektorski produkti

i zadrZane jedine komponente koje se nisu reducirale na 0. Dobivaju se izrazi

N, Ry+an by /2 - —~
M, 12 =2n / dpz/ dhy p2Ap) [P2i+ (h2+Z2)k], (71)
liaxby Jg, —by)2
N212 e Ry+ay by /2 -~ .
F,1p=2n k dp> dhy p2By [le +(hy+22) k]- (72)
azby Jg, “by)2

Pritom u (71) A, predstavlja apsolutnu vrijednost vektorskog potencijala, a B, u (72) predstavlja
samo apsolutnu vrijednost radijalne komponente magnetskog polja. Dobiveni izrazi se zatim zapisuju
u obliku Gauss-Legendre sume i prikazuju u (74) i (75). Koristi se pokrata (73) koja oznacava pozicije

tocke na pravokutnom presjeku sekundarne zavojnice

an -~ b2 —
rij= (R2+? (14 Pney) )7+ (Epn,,z,ﬁ@) k. (73)
N2 Na, W”az,i Np, Wnbz,j ar
Moo =0n 2 3 52 5 = (Rot 5 (14 Dy )| i . (4)
i J
May o2, . a
-~ Ng,,l Npss]
Fei2=27Nalo(<) ) —25 3 =20 (Ro 2 (14 pagy ) Bri [ ). (75)
i J

Ove izraze za izracun sile i meduindukcije u slu¢aju z-osi vrlo je jednostavno implementirati. Ra-
cunski gledano, ovi izrazi su efektivno Cetverostruke sume u slucaju dvije pravokutne zavojnice. Valja
napomenuti da iako je svejedno koja zavojnica je primarna, ipak se o¢ekuju bolji rezultati ako se uzima da
je vecéa zavojnica primarna. U slucaju tanke i plosnate zavojnice, preporuca se staviti tanku kao primar,
a plosnatu kao sekundar.

Dalje je uoceno da se moZe eliminirati jos jedan sloj integracije ako se u izrazima (71) i (72) za

potencijal i magnetsko polje direktno uvrste izrazi (44) i (45). Tako dobiven slu¢aj moZemo integrirati
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po h. Nakon §to smo implementirali navedeno unaprjedenje, ipak smo odustali od zamjene izraza za
silu (72) zato $to je dobiveni izraz u nekim slucajevima pogor$ao performanse uz minimalno poboljSanje
preciznosti. Stoga (72) i (75) ostavljamo u obliku u kojemu jesu, a izraz za meduindukciju (71) se dalje
sreduje. Pritom je vaZno naglasiti da zapravo opet stvaramo sporu i brzu metodu, samo ovaj put za
meduindukciju u slucaju zajednicke osi. Pritom se (71) koristi u sluc¢aju da je sekundar petlja ili plosnata

zavojnica, a novi izraz (77) u slucaju da se radi o tankoj ili pravokutnoj zavojnici. Uvode se pokrate

b, b by, by by, by b, b
h=n-z21+—+—, h=-z2+—-—7, W=pn-21-—-—7, h=p-721—-—+—,
1=22—21 >t 2=22-21 5> 3=22-21 ) 4=22—21 )
hy hy h3 hy
= hysinh™ ! — hy sinh™ 1—+h sinh™! ——h sinh™!
Ve Ve Ve V<
Ky= [ +C—\[B+C+\2+C— K2 +C, (76)
, /JO 1\]1]\/'2 /R2+a2 /R1+a| /Zﬂ
M d d d K| -K5). 77
z,12 2 albla2b2 R r R, P 0 @ rpCOS‘P( 1 2) ( )

Dobiveni izraz je znatno kompliciraniji od prethodnoga i ukljutuje funkciju sinh™'x koju u ovome
slu¢aju ne moZemo ukloniti kako smo to ucinili kod vektorskog potencijala. Unato¢ tome, performanse
su poboljSane oko 3 puta, ukljucujuéi i maleno poboljSanje preciznost u nekim slucajevima. Performanse
1 preciznost bit ¢e detaljnije diskutirane u usporebi rezultata 5.3.1.

Uocava se znatno pojednostavljenje u slucaju samoindukcije - kada je efektivno ista zavojnica i
primar i sekundar. Tada vrijedi zo —z; =0, b, = by = b. Jednadzba (77) se reducira na izraz

NZ R2+az R1+a1 b
L=H / dr/ dp/ de rpcos¢(bsinh_1\/—6+\/6—\/c+b2 . (78)
Ry R

a’b?

U posebnom slucaju tanke zavojnice, radi se o jednostrukomu integralu. Valja napomenuti da (78)
nije idealni kandidat za primjenu Gauss-Legendre kvadrature jer u sluc¢aju p = r divergiraju na rubovima
domene. Ovo divergentno ponasanje je do neke mjere ublaZzeno balansiranjem inkremenata koje ¢e biti
diskutirano u 3.5. Izrazi (77) i (78) odstupaju od filozofije pristupa opisane u 2.1, no kako su izracun
meduindukcije u slu¢aju zajednicke osi 1 izracun samoindukcije vazni u primjeni napravljena je iznimka
u svrhu bolje preciznosti i performansi ovih metoda. Koristenjem pokrata (79) dolazi se do izraza za

brzu meduindukciju i samoindukciju u obliku sume zapisanih izrazima (80) i (81)

Ky =h;sinh™! \/%—hzsinh_l \/’%mg sinh™! \/%—imsinh_l \/% (79)
Kz,,-,k:\/hf+Cl-,k—\/h§+C,-,k+\/h§+C,-,k—\/hi+C,-,k,
) NINy B Wi < Wiy & Wiy
M.\, = pom bibs Z,: > ZJ: > Zk: 5 TiPjCOS Pk (K1,ik = K2, k), (80)

2/ “2

Nng n

Wnu N | Wna J £ Wna .k . —

L= 2nuo Z 22 Z 21 Z 22 Tipj COS Pk (bsmh1
J k

b
+/Ci k —+/C; +b2%]. (81
Nom VCik—+/Cik ) (81)
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7. -0 2. 7

l‘/./. k 4

= ¢ \
A /

STSTRYWA?

Slika 3: Shema za kutove rotacije petlji i postava za izraCun meduindukcije, sile i zakretnog momenta

3.4.2 Opdeniti slucaj

Konacno se dolazi do glavnog slucaja, slu¢aja opcenitog postava dvije zavojnice. On je najvaZniji
u smislu usporedbe brzine i preciznosti predstavljenoga pristupa te ¢e omoguditi direktnu provjeru
preciznosti izraza za potencijal i polje u ve¢em broju tocaka. Dakle izraCun polja ¢e biti barem precizan
koliko i najgora preciznost izra¢una meduindukcije odnosno sile. Koristimo sliku 3 kako bi se problem
mogao lakSe predoditi.

Krece se od opcih izraza za meduindukciju (68), silu (69) i zakretni moment (70). Potrebno je
pretoCiti navedene izraze koji sadrZe trostruki integral u trostruku sumu tako da se zadaju specificne
tocke koje su sadrzane u volumenu zavojnice - r[u, v, ¢]. Pozicije toCaka koje saCinjavaju petlju dobivaju
se parametrizacijom opcenito orijentirane petlje. Za navedeno se mozZe Koristiti matrica rotacije (23)
no ona se u ovomu slu¢aju moZe pojednostaviti na umnoZak dviju matrica rotacija R, [6] (21) i R,[¥]
(22) bez gubitka opcenitosti. Time se dobiva matrica rotacije prstena (82) i izraz za radijvektor tocke na
jedini¢nom prstenu parametriziran po ¢ (83). Kako se uizrazima pojavljuje diferencijal vektora polozaja,

odnosno tangencijalni vektor, zapisuje se i izraz za tangencijalni vektor u tocki jedini¢nog prstena (84)
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cos@cos?? —sin? sinfcos?d
R[60,9] = [cosfsin® cos? sinfsind |, (82)
—sinf 0 cosd

P, [6,9,0] =R[6,] (cos tpf+sin<p}')
(83)

= (cosfcositcos g —sinid sin ga)?+ (cos@sin cos ¢ +cos i sin ) ; —sinécos goic\,

T, [6,9,0] =R[6,] (—sin @i +cos go})
(84)

= (—cosfcos¥}sinp —sint cos go)?+ (—cos8sindsin +cos ¥ cos @) }+ sin@singoE.

Za dobivanje poloZaja na petlji izraze (83) i (84) treba pomnoZiti s radijusom dane petlje p. Dobivena
parametrizacija se nece uvrStavati u integrale ve¢ direktno u sumu. Vektori su zapisani kao vektor-stupci
zbog urednosti. Zadan je radijvektor r, srediSta sekundarne petlje i njeni orijentacijski kutovi (6,,%,).
Trostruka suma se pritom rastavlja na dvostruku sumu koja odreduje koje petlje ¢e se koristiti u proracunu
te jednostruku sumu po odabranim to¢kama na toj petlji. Izbor petlji i to¢aka se provodi u skladu s Gauss-
Legendre kvadraturom. Posebna pozornost pridaje se pozicijama sredista svake od individualnih petlji
koje su promatrane. Uvode se pokrate (85). Valja napomenuti da krak zakretnog momenta djeluje
od srediSta cijele zavojnice a ne od srediSta individualne petlje. Konacno se zapisuju opceniti izrazi
za meduindukciju (86), silu (87) i zakretni moment (88) izmedu dvije kruZne zavojnice pravokutnog

presjeka u obliku sume
X2+ (%Pnbz,j) sinf, cos ¥

a —~
rijk= y2+(§pnb2,j)sin92sinﬁ2 +(R+§(1+pnaz,i))Pr [02,02,71’(1+pnw2,k)], (85)

b
2+ (Epnbz,j) cos

a —~
dlii= (R+ . (14 Pnay)) T [ 02027 (14 Py i) |

M, = 277— Z ey Z o] Z Drepk [rijx] -dlix), (86)
i J k

— . Wna, i N W, .j & Wn ok l
Fu—Zﬂ'NzIzZ ) Z ; dszBl[rz]k] (87)
[ J
La Wng, i oL Wi, .j 2 Wne k
T12 :27rN2122i: 22 Z 22 Zk: ;2 (rijk—r2) X (dlixx By [rij«]). (33)

Navedene trostruke sume u sebi zapravo kriju jo§ dvostruke sume za izracun samoga potencijala,
odnosno polja u zadanim to¢kama, pa su sume efektivno peterostruke. KoriStenje fiksnog broja inkre-
menata za svaki sloj se pokazalo iznimno neefikasnim - niti brzina niti preciznost nisu bile blizu Zeljene

razine. RjeSenje ovoga problema ¢e se detaljno razmotriti u sljede¢em odjeljku 3.5.
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3.5 Automatsko balansiranje broja inkremenata

Razmatranje optimizacije numericke integracije preko Gauss-Legendre kvadrature zapocinje oda-
birom koja zavojnica je primar a koja sekundar. Ako se radi o kombinaciji razli¢itih tipova zavojnica,
pravokutna zavojnica ima uvijek prednost pred ostalim tipovima, tanka zavojnica ima prednost pred
plosnatom, a tanka i plosnata pred petljom. Ako su zavojnice istog tipa a razli¢itih dimenzija opet se pre-
porucuje veéu koristiti kao primar. Veli¢inu je moguée dobro procijeniti umnoskom Rdb. Ovaj pristup
pretpostavlja da precizno izra¢unato polje ima vedi prioritet od preciznosti izra¢una suma meduindukcije
(86), sile (87) i zakretnog momenta (88). Ova jednostavna hijerarhija se empirijski pokazala u¢inkovitim
kod asimetri¢nih sustava zavojnica jer smanjuje pogresku izracuna, nekad i za viSe od reda veli¢ine (uz
jednako koristenje racunalnih resursa).

Nakon izbora koja zavojnica je primar, potrebno je odrediti koliko inkremenata, odnosno koji red
Gauss-Legendre sume koristimo za svaki od slojeva ng,, np,, ny,, na,, np, 1 ny,. Navedeno Ce se
nazivati brojem inkremenata umjesto redom sume zbog implementacijskih razloga - broj inkremenata u
for petlji. Iako je sloj np, uklonjen iz jednadzbi za polje, razmatrat ¢e se zbog potpunosti. Veéina autora
¢iji je doprinos analiziran u uvodu 1 koristila je uvijek jednak broj inkremenata za svaku dimenziju
integriranja, bez obzira na mjeru te dimenzije. Ako uzimamo u obzir da je koriStenje kvadrature reda n
zapravo aproksimacija segmenta funkcije polinomom reda 2n — 1 jasno je da vedi interval znaci manju
preciznost za isti broj inkremenata.

Zapodinje se definiranjem faktora preciznosti kojeg ¢emo oznaciti s m. Kako svaka suma sadrZi svoj
skup tocaka, onda umnozak svih slojeva odgovara Kartezijevom umnosku skupova, a ukupan broj tocaka
umnosku broja elemenata skupova. Ako je na raspolaganju veci ukupni broj inkremenata moguce je vise
inkremenata dati odredenoj sumi, odnosno sloju integracije. Osnovni broj inkremenata je postavljen na
10 po svakom sloju integracije, odnosno ukupno 10%, gdje k oznacava broj slojeva integracije. Tada je

faktor preciznosti realan broj iz intervala [1.0, 16.0], a ukupan broj inkremenata je dan izrazom
Ny =N, Np, N Nay by Ny X 10%.2m-1, (89)

Dakle povecavanje faktora preciznosti za 1.0 udvostrucuje se ukupan broj inkremenata. Ovakva
definicija omogucuje veliku kontrolu nad precizno$¢u izracuna i vremenom koje je korisnik spreman
utroSiti. Vazno je uociti znak ~ koji govori da se radi o pribliznoj relaciji, a navedeno ¢e postati jasnije
kada se opise algoritam.

Za integriranje po duljini i debljini je vrlo prirodno definirati mjeru veli¢ine koraka (u literaturi se
to redovito naziva step size) kao omjer a/n,, odnosno b/np,. Za kut ne mozemo definirati direktno
mjeru koja ima dimenziju metra, pa bi se kao pribliZzna mjera mogao koristiti omjer srednje duljine luka

i broja inkremenata m(a; +R;/2)/n,,. Iako bi ovakve definicije bile vrlo intuitivne i jednostavne, u
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praksi ne daju vrlo dobre rezultate. Cilj je definirati efektivnu veli¢inu koraka koja omoguéuje direktno
usporedivanje preciznosti integracije razlicitih slojeva. Dakle kada su svi efektivni koraci pribliZzno
jednaki (90), postignuta je ravnoteZa. Efektivne veli¢ine koraka definiramo izrazima definiramo ju
izrazima (91) 1 (92)

Agy = Ap, ® Ay = gy = Ap, = Ay, (90)

2 V2b 1
Aoy =~y = 2 4y = — Jon (R + ), 1)
Ng, Np, N, 2

a b 1
\CE Vb Ay =— 27r(R2+@).
Na, np, Ny, 2

Ag, = (92)

Ovakva definicija efektivne veli¢ine koraka se pokazala najboljom od svih koje su isprobane te znatno
boljom od intuitivne. Prethodna, intuitivna definicija bi govorila da je u slucaju a : b =1 : 100 optimalno
inkremente raspodijeliti u omjeru n, : np =1 : 100. Ovo se nije pokazalo optimalnim; znatno boljim se
pokazao omjer n, : nj, = 1 : 10. Relacija va : Vb ~ n : n, vrlo dobro odreduje optimalnu raspodjelu
inkremenata pa definicije (91) i (92) iz nje direktno slijede.

Preostaje razjasniti dodatni faktor 2 u (91). Radi se o jo$ jednom empirijskom zakljucku. Imajuci
na umu da precizno izraCunato polje ima velik utjecaj na preciznost ukupnog izracuna, povecan je broj
inkremenata iskoriSten na primaru. Stoga se umjesto izmjene uvjeta (90), primarnim veli¢inama koracima
dodaje tezinski faktor. Empirijski je odredeno da optimalni faktor iznosi priblizno 1.4 pa je zaokruzen
na V2. Ova izmjena je poboljsala preciznost vecéine rezultata za nekoliko redova veli¢ine. NajvaZnije je
veliko poboljSanje preciznosti izratuna meduindukcije te omogucavanje izraCuna samoindukcije. Kao
$to je spomenuto, suma za izraun samoindukcije (81) nije stabilna, no pokazalo se da omjer ~ V2
omogucuje najboljom konvergencijom dok omjer 1 rezultira divergencijom.

Algoritam zapocinje postavljanjem broja inkremenata svih slojeva na 1. Cilj je osmisliti jedan
algoritam koji radi za sve tipove zavojnica i sve vrste prora¢una - univerzalni recept. Ima ukupno 3
razlicite vrste proracuna: metode za polja, metode za slucaj zajednicke osi i metode za opceniti slucaj.
Navedene sluc¢ajeve razdvaja broj slojeva integracije: metode za izraun polja zahtijevaju najviSe dva,
zajednicke osi najvise tri, a opéeniti slucaj najviSe pet. U prvom slucaju je potrebno samo balansirati
broj inkremenata za jednu zavojnicu.

Uzimajuéi u obzir sve dosad navedeno algoritam je osmiSljen ovako:

1. Postavi broj svih inkremenata na 1

. Odredi koja zavojnica ima veci ukupni korak
. Odredi koja dimenzija ima najveci korak

2

3

4. Uvecaj broj inkremenata koriSten za tu dimenziju

5. Provjeri je li ukupan broj inkremenata veéi od 10% - 2~1
6

. Ako je ukupan broj inkremenata manji, ponovi korake 2-6. Ako nije, zavrsi balansiranje.
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Efektivna veli¢ina koraka, odnosno skraéeno korak, je ve¢ opisan, a potrebno je definirati ukupni
korak koji moZemo pridruZiti cijeloj zavojnici na temelju triju osnovnih koraka. Umnozak koraka nije
praktican zato §to odredeni tipovi zavojnica imaju zanemarive dimenzije po duljini, odnosno debljini.
Stoga definiramo linearne korake koji objedinjuju korake po duljini i debljini, dane izrazom (93). Ukupni
korak je samo A;, +4,,. Dodatni razlog za uvodenje linearnog koraka je odredivanje hijerarhije slojeva

unutar same zavojnice - kutni korak ima prednost pred linearnim korakom

1 1
/lll = 5 (/?,a1 +/lb1) s /1[2 = E (/laz +ﬂ.b2) . 93)

Kako je algoritam implementiran u programskom jeziku koriStenjem if-else naredbi, najbolje je
zapisati ga u logickom jeziku. Uvedene su pokrate (94) koje predstavljaju uvjete, odnosno logicke
varijable (bool). Kombinacije ovih uvjeta omogucuju odabir sloja ¢iji ¢e broj inkremenata biti uve¢an

za 1 u trenutnom prolasku petlje.

c1=Ap+Ay 2 A+ Ay, (94)
21 =Ag 2 A1y, C22=Ag, 2 A

c31=Ag 2 Ap,, C32=Ag, 2 Ap,

Zapisuje se samo algoritam za opceniti slucaj. Algoritam za slucaj zajednicke osi razlikuje se samo
u uvjetu prekida petlje koji je tada ny, ng ng, < 103 -2m-1, Za slu¢aj polja algoritam je trivijalan i svodi
se na ponovljeno ispitivanje ¢3,1 i 3,1 te provjeru ny ng, < 102 -2™~1 na kraju petlje. Kao §to je receno,

broj inkremenata nj,, se ratuna zbog logicke konzistentnosti, ali se ne koristi direktno.

c1Acy ) —uveajny, ¢ A-cy Acs — uveaj ng, 95)
c1 A-ca 1 Az — uvedaj np,, —cy Acyp — uvelaj ny,
acpACyaAC3 ) — uvecaj Ng,, —CiA=Cy1A-C3 ] — uvecaj Np,

ponavljaj dok: 714,114, 1pyMaynp, < 10° -2

Ovime je zavrSeno razmatranje predloZene metode izra¢una polja, meduindukcije, sile te zakretnog
momenta. Broj slojeva integracije je znatno veéi od konkurentnih metoda koje redovito koriste svega
jedan ili dva sloja integracije. PredloZeni su relativno jednostavni izrazi s malenim brojem kompliciranih
funkcija te upravo opisani algoritam za efikasno alociranje broja inkremenata po visestrukim slojevima
integracije. Ovaj algoritam je bio zadnji komadi¢ slagalice i doveo je preciznost metode na razinu 15
znacajnih znamenki u slucajevima kada dvije zavojnice nisu tik jedna do druge. Faktor preciznosti je

takoder znatno olakSao odredivanje Zeljene preciznosti izracuna i procjenu vremena izracuna.
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4 Implementacija pristupa

4.1 Osnovno o strukturi programskog koda

Sada kada su matematicki izrazi izvedeni i zapisani u obliku pogodnom za programsku imple-
mentaciju potrebno je opisati osnovnu strukturu programskog rjesenja. Kako je ve¢ viSe puta receno,
performanse kona¢nog programa i jednostavnost izraza su nuZni uvjeti za djelotvornu programsku iz-
vedbu pristupa. Ako bismo opisani pristup implementirali u jeziku koji nije prevoden izgubili bismo
vedinu prednosti koje pristup nudi. Stoga je nuZno koristiti programski jezik C++ i posvetiti znatnu
koli¢inu vremena kvalitetnoj implementaciji svih potrebnih sastavnica. Konacni cilj je navedeni C++
kod prevesti u Python modul tako da ciljani korisnici mogu uZivati gotovo jednaku performansu C++
jezika u jeziku kojega izgledno koriste u svakodnevnomu radu.

Kako se nastoji modelirati zavojnica, fizi¢ki objekt kojega smo dobro opisali odabranim svojstvima,
prirodno je koristiti paradigmu objektno orijentiranog programiranja. Svi nazivi su na engleskome jeziku
zbog lakSeg programiranja i dostupnosti Siroj, medunarodnoj akademskoj i strucnoj zajednici. Razred
zavojnica, odnosno class Coil, je prilicno kompliciran pa ¢emo se u ovome odjeljku zadrZati samo
na osnovnim elementima, a neke implementacijske detalje istaknuti u sljedecem odjeljku. Uz razred
Coil definirano je nekoliko pomoé¢nih modula, a neki od njih sadrZze dodatne razrede radi olakSanja
implementacije i uporabe metoda ukljucenih u Coil. Moduli su abecednim redom: Benchmark, Coil,
CoilGroup, Compare, CUDAFunctions, LegendreMatrix, Tensor, Test, Threadpool i Utils.

U modulu Benchmark nalaze se funkcije za testiranje performansi metoda za izracun polja, meduin-
dukcije, sile i zakretnog momenta. Pritom uvodimo tri razli¢ita na¢ina izracuna koji nude razlicite razine
performansi, a oznaceni su enumeracijom ComputeMethod. Tri nadina su redom obi¢no izvodenje na
jednoj jezgri (CPU_ST), izvodenje na viSe dretvi (CPU_MT) te graficki ubrzano izvodenje (GPU). Ako se
odjednom poziva izraun veceg broja tocaka jasno je da se radi o medusobno nezavisnim prora¢unima pa
je vrlo jednostavno paralelizirati izvodenje. Threadpool sluZi za vezu prema vanjskom modulu CTPL
[24] koji se koristi za implementaciju viSedretvenosti.

Koristenje CPU_MT donosi poboljSanje performansi ¢im je broj tocaka neSto veéi od broja dretvi
koji se Zeli koristiti u izra¢unu. Pritom je vaZno naglasiti da je pogodno da svaka dretva racuna $to
vedi broj toCaka kako bi se smanjio utjecaj dodatnog troska pokretanja zadatka (overhead). Za podjelu
ukupnog broja tocki na broj blokova jednak broju dretvi kori$ten je jednostavan algoritam. Svi blokovi se
veli¢inom razlikuju za najviSe 1. Ovakva podjela je u teoriji optimalna, no presudno je kako operacijski
sustav daje resurse dretvama. ViSedretvenost se primjenjuje i na viSoj razini izracuna ako se za to
pruZi prilika - izracun meduindukcije para zavojnica za velik broj razli¢itih konfiguracija. Ovakvu

specifi¢nu upotrebu viSedretvenosti, koja nije primijenjena na razini izracuna vrijednosti polja u tocki,
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nazivamo raspodijeljenom viSedretvenosti, skraéeno MTD (Multithreading Distributed). U literaturi se
ovakav pristup paralelizaciji najcesce naziva grubozrnatom visSedretvenosti. Ona je implementirana kao
poseban slu¢aj unutar CPU_MT. MTD se takoder koristi ako je broj zavojnica u objektu CoilGroup znatno
vedi od broja dretvi. KoriStenje MTD pristupa uvijek povedava performanse u usporedbi s koriStenjem
obi¢ne viSedretvenosti. Opisane optimizacije omogucuju efikasno opterecenje velikog broja fizickih
procesorskih jezgri. Performanse metoda izracuna polja ¢e vrlo detaljno biti razmotrene u odjeljku 5.2.

Graficka akceleracija izvodenja (GPU) je joS uvijek u ranoj fazi razvoja, no i rani rezultati su dovoljno
impresivni da ovakav nacin izracuna ima svoju primjenu u kontekstu trenutnog rada. Graficka kartica je
dizajnirana za masivno paralelno procesuiranje podataka, a nacin na koji su nase funkcije osmisljene je
prikladan za primjenu ove paradigme. Valja pritom imati na umu da je potrebno zadati veliki broj to¢aka
(vedi od broja jezgri) kako bi graficka kartica bila potpuno opteredena - troSak pokretanja izracuna i
prijenosa podataka je visok. Primjer takvog slucaja je izracun polja zavojnice u dovoljnom broju to¢aka
prostora za detaljan slikovni prikaz polja. U takvome sluaju graficka kartica moZe biti od deset do
stotinu puta brZza od CPU_MT metode, no nedostatak je koriStenje jednostrukte preciznosti float. Valja
napomenuti da najskuplje kartice imaju moguénost efikasno koristiti i dvostruku preciznost (double). Za
graficku karticu su implementirane samo brze metode za izracun polja.

Modul Comparison sadrZi funkcije koje ispisuju rezultate izracuna posebnih konfiguracija zavojnica
koriStenih pri ispitivanju preciznosti naSeg pristupa. Dakle svi podatci koji su prikazani u odjeljcima 5.3
1 5.4 mogu se dobiti koristenjem funkcija iz navedenog modula. Za testiranje funkcionalnosti C++ koda
napravljen je modul Test koji nije vidljiv u Python modulu. Python modul je zapravo omotac oko C++
aplikacijskog programskog sucelja, a napravljen je koriStenjem programskog alata PyBind11 [23].

Moduli LegendreMatrix i Tensor su napravljeni za jednostavnije koriStenje programa te lakSu
implementaciju matematickih operacija. LegendreMatrix je upravo ono §to ime sugerira, modul
koji sadrzi dvije staticke donje trokutaste matrice (positionMatrix i weightsMatrix) koje nose
informaciju o pozicijama i teZinskim vrijednostima prvih 100 redova Gauss-Legendre kvadrature. Red
matrice positionMatrix s indeksom 0 sadrZi jednu vrijednost koja odgovara poziciji tocke kvadrature
prvog reda, red s indeksom 1 sadrZi vrijednosti dvije tocke za kvadraturu drugog reda, itd.

Tensor sadrZi tri objekta: CoordVector3, FieldVector3iMatrix3. CoordVectors3 je prilagod-
ljivi radijvektor - moguce je postaviti mu vrijednost u Kartezijevim, cilindri¢nim ili sfernim koordinatama,
a koristi se kao argument za poziciju tocke pri izracunu polja i postavljanje prostorne pozicije zavojnice.
Ovime je povecana fleksibilnost unosa i ugradena pretvorba u cilindri¢ne koordinate koriStene u gornjim
izrazima. FieldVector3 predstavlja obi¢an vektor s definiranim skalarnim i vektorskim umnoS$kom.
Matrix3 je matrica 3x3 uz definirano matri¢no zbrajanje i mnoZenje te primjenu linearne transformacije

nad objektom FieldVector3.
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Tijekom razvoja potpore za Windows implementiran je jo§ jedan modul CustomMath koji nije
ukljucen u konacéni kod. Razlog zaSto CustomMath ipak nije koriSten je nuZnost koriStenja Microsoft
MSVC prevoditelja za izradu Python modula. Na pocetku je projekt razvijan koriStenjem MinGW64
prevoditelja koji ima jedan veliki nedostatak - spore ugradene matematicke funkcije (MSVC nema ovaj
problem). Stoga su implementirane vlastite funkcije cos (x) i In (x) jer su ¢esto koristene. Uoceno je da
MinGW64 s tim funkcijama u mnogim sluc¢ajevima pokazuje bolje performanse od MSVC prevoditelja.
Nakon dodatnog testiranja utvrdeno je da dvodimenzionalni vector u nasSem slucaju radi znatno bolje
od jednodimenzionalnog i nakon te promjene MSVC je postigao performanse sli¢ne onima na Ubuntu.
Ponasanje na operacijskom sustavu Ubuntu je bilo vrlo predvidljivo i nije bilo sli¢nih problema. Konacno,
modul Utils sadrZi funkcije za mjerenje vremena koje se koriste za profiliranje performansi kernela i
koda napisanog za graficku karticu.

Razmotriv$i sve navedeno moZemo prouciti detaljnije glavni razred - Coil. Specifi¢no ¢e biti pri-
kazana znatno reducirana verzija sucelja Coil.h. Otprilike tri Cetvrtine koda su izostavljene kako bi
se zadrzala razumna duljina, a zadrzani su dijelovi od posebnog interesa zato Sto predstavljaju dek-
laraciju prethodno razradenih izraza. Definirane su pomoéne strukture podataka PrecisionFactor,
PrecisionArguments i CoilPairArguments koje sluZe za definiranje preciznosti i broja inkremenata
po odredenom sloju integracije kako je diskutirano u odjeljku 3.5. NeSto preciznije ¢emo implementaciju
tih metoda objasniti u sljede¢em odjeljku 4.2, no dostatno je rec¢i da PrecisionArguments nosi infor-
maciju o broju inkremenata koriStenom za izraun polja, a CoilPairArguments informaciju o broju
inkremenata koriStenom za izra¢un meduindukcije, sile i zakretnog momenta. Obje strukture sadrze i
pripadnu metodu za generiranje argumenata uz danu primarnu i sekundarnu zavojnicu, faktor preciznosti
i metodu izracuna. U slu¢aju graficke kartice broj inkremenata je fiksan.

Konacno se dolazi do prikaza objekta Coil. Osnovne karakteristike zavojnice su innerRadius,
thickness, length i numOfTurns i one su nepromjenjive. Ostala svojstva objekta poput current,
wireResistivity, sineFrequency, PrecisionFactor imaju definiranu pripadnu pretpostavljenu
vrijednost, za jakost struje to je 1 A (preko nje se automatski izratunava currentDensity), za ot-
pornost je uzeta otpornost bakra, za frekvenciju 50 Hz, dok se za faktor preciznosti koristi pretpos-
tavljeni konstruktor koji relativePrecision postavlja na 5. Pretpostavljena vrijednost radijvek-
tora positionVector je takoder implementirana pretpostavljenim konstruktorom koji postavlja zavoj-
nicu u ishodiste. Kutovi usmjerenja zavojnice yAxisAngle i zAxisAngle su pretpostavljeni na 0, a
threadCount 8. Ostala svojstva, poput transformationMatrix izra¢unavaju se preko prethodno
spomenutih varijabli. Za dohvat i postavljanje atributa napisane su pripadne metode za postavljanje i
dohvacanje vrijednosti. VazZno je uociti enumeraciju CoilType koja odreduje pripadni tip zavojnice i

ovisno o njoj se postavlja logicka varijabla useFastMethod.
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// Kratki pregled kljucnih dijelova datoteke Coil.h

#include "ComputeMethod.h"
#include "CoilType.h"
#include "Tensor.h"

#include "PrecisionGlobalVars.h"

const int precisionArraySize = 864;

const int defaultThreadCount 8;

S O 0 NN N W R W

11 | const extern int blockPrecisionCPUArray[precisionArraySize];

12 | const extern int incrementPrecisionCPUArray[precisionArraySize];

14 | struct PrecisionFactor
15 | {
16 PrecisionFactor();

17 explicit PrecisionFactor (double relativePrecision);

19 double relativePrecision;
20
21 explicit operator std::string() const;
22 |}

23

24 | struct PrecisionArguments

25 | {

26 PrecisionArguments();

27 explicit PrecisionArguments(int angularBlocks, int thicknessBlocks, int lengthBlocks, «
int angularIncrements, int thicknessIncrements, int lengthIncrements);

28

29 int angularBlockCount;

30 int thicknessBlockCount;

31 int lengthBlockCount;

32

33 int angularIncrementCount;

34 int thicknessIncrementCount;

35 int lengthIncrementCount;

36

37 static PrecisionArguments

38 getCoilPrecisionArgumentsCPU(const Coil &coil, PrecisionFactor precisionFactor);

39 |}

40

41 | struct CoilPairArguments

42 [ {

43 CoilPairArguments();

44 explicit CoilPairArguments(const PrecisionArguments &primaryPrecision,

45 const PrecisionArguments &secondaryPrecision);
46

47 PrecisionArguments primaryPrecision;

26




48
49
50
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60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
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74
75
76
77
78
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81
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88
89
90
91
92
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PrecisionArguments secondaryPrecision;

static CoilPairArguments

getAppropriateCoilPairArguments (const Coil &primary,
PrecisionFactor precisionFactor,
zAxisCase = true);

private:
static CoilPairArguments
calculateCoilPairArgumentsCPU(const Coil &primary,

PrecisionFactor precisionFactor,

}s

class Coil
{
private:

unsigned long long id;

double innerRadius;
double thickness;
double length;

int numOfTurns;

double currentDensity{};

double current{};

double wireResistivity{};
bool sineDriven{};

double sineFrequency{};

double
double

magneticMoment{};

averageWireThickness{};

double
double

resistance{};

selfInductance{};
double
double

reactance{};

impedance{};

CoilType coilType{};
bool useFastMethod{};

int threadCount{};

PrecisionArguments defaultPrecision;

vec3::CoordVector3 positionVector{};
double yAxisAngle{};
double zAxisAngle{};
vec3::Matrix3 transformationMatrix{};

vec3::Matrix3 inverseTransformationMatrix{};
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public:

Coil (double innerRadius, double thickness, double length, int numOfTurns, double «
current, double wireResistivity, double sineFrequency, PrecisionFactor <«
precisionFactor = PrecisionFactor(), int threadCount = defaultThreadCount, vec3«
::CoordVector3 coordinatePosition = vec3::CoordVector3(), double yAxisAngle = <

0.0, double zAxisAngle = 0.0);

[[nodiscard]] vec3::FieldVector3
computeAPotentialVector(vec3::CoordVector3 pointVector, const PrecisionArguments &<

usedPrecision) const;

[[nodiscard]] vec3::FieldVector3
computeBFieldVector(vec3::CoordVector3 pointVector, const PrecisionArguments &«

usedPrecision) const;

[[nodiscard]] vec3::Matrix3
computeBGradientTensor (vec3::CoordVector3 pointVector, const PrecisionArguments &«

usedPrecision) const;

[[nodiscard]] std::vector<vec3::FieldVector3>
computeAllAPotentialComponents (const std::vector<vec3::CoordVector3> &pointVectors, «
const PrecisionArguments &usedPrecision, ComputeMethod computeMethod = CPU_ST)

const;

[[nodiscard]] std::vector<vec3::FieldVector3>
computeAllBFieldComponents (const std::vector<vec3::CoordVector3> &pointVectors, «
const PrecisionArguments &usedPrecision, ComputeMethod computeMethod = CPU_ST) «

const;

[[nodiscard]] std::vector<vec3::Matrix3>
computeAllBGradientTensors (const std::vector<vec3::CoordVector3> &pointVectors, <«
const PrecisionArguments &usedPrecision, ComputeMethod computeMethod = CPU_ST) «

const;

static double
computeMutualInductance(const Coil &primary, const Coil &secondary, PrecisionFactor «

precisionFactor = PrecisionFactor(), ComputeMethod computeMethod = CPU_ST);

static std::pair<vec3::FieldVector3, vec3::FieldVector3>
computeAmpereForce (const Coil &primary, const Coil &secondary, PrecisionFactor «

precisionFactor = PrecisionFactor(), ComputeMethod computeMethod = CPU_ST);

[[nodiscard]] std::pair<vec3::FieldVector3, vec3::FieldVector3>
computeForceOnDipoleMoment (vec3::CoordVector3 pointVector, vec3::FieldVector3 «
dipoleMoment, const PrecisionArguments &usedPrecision) const;

//
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Preostaje jo§ razmotriti javne metode dostupne korisniku. Ovdje je naveden samo malen podskup
dostupnih metoda, samo one najvaznije te su izostavljene preoptereene metode. Korisnik moze ru¢no
specificirati preciznost (direktnim zadavanjem PrecisionArguments usedPrecision) ili prepustiti
algoritmu da za dani faktor preciznosti automatski izracuna pripadnu preciznost. Sto se ti¢e implementa-
cije, metoda s argumentom tipa PrecisionFactor izracunava pripadni usedPrecisioni zatim poziva
metodu s argumentom PrecisionArguments. Uz ovu klasu metoda dostupnih korisniku koje nazivamo
compute metode, postoje definirane calculate metode koje su privatne i sadrZe funkcije za prave izra-
¢une. No za prakti¢ne svrhe, svaka od compute metoda utjelovljuje jedan od izraza prethodno izvedenih
u poglavlju 3. Ovisno o koriStenom tipu zavojnice, metoda computeAPotentialVector implementira
izraze (52) ili (59), computeBFieldVector izraze (53) i (60), a metoda computeBGradientTensor
matricu (37) ili (42) te niz izraza (54), (55), (56), (57) ili (61), (62), (63), (64). Pritom se primjenjuju
transformacije opisane izrazima (65), (66) i (67). Ove metode ra¢unaju polje za samo jednu tocku i izvode
se na samo jednoj dretvi. Definiraju se i computeAll metode koje primjenjuju operaciju izracuna na
velik broj tocaka, pa primaju listu objekata tipa CoordVector3 i imaju omoguceno koristenje razlicitih
metoda izraCuna. Koristenje CPU_MT gotovo uvijek daje poboljSanje performansi, a upravo performanse
ovih metoda bit ¢e detaljno prikazane u odjeljku 5.2. Metoda computeForceOnDipoleMoment moZe
se koristiti za izracun sile i zakretnog momenta na Cesticu prema izrazima (9) i (10). Dodatno, ako su
dvije zavojnice dovoljno daleko, ili je jedna znatno manja od druge, onda moZemo izracunati magnetski
moment manje zavojnice i koristiti ovu metodu. Pritom je vaZno imati na umu da se radi o aproksimaciji.

Na kraju jo§ valja opisati staticke metode koje djeluju nad parovima zavojnica - metode za izra¢un me-
duindukcije, sile i zakrenog momenta. Obje compute metode u pozadini imaju implementirane posebne
calculate metode, kao i metode za izracun polja. Takoder imaju definiran poseban slucaj zajednicke osi
ako su oba kuta rotacije postavljena na 0 te oba srediSta zavojnica leZe na z-osi. U slu€aju zajednicke osi,
ovisno o tipu zavojnice, metoda computeMutualInductance implementira izraze (74) ili (80), odnosno
u opcenitom slucaju izraz (86). Pritom valja naglasiti da se prvo generira lista to¢aka u kojima je potrebno
izraCunati vektorski potencijal a zatim se poziva metoda computeAllAPotentialComponents. Me-
toda computeAmpereForce vraca par vrijednosti tipa FieldVector od kojih prva predstavlja silu, a
druga zakretni moment. Ona u slucaju zajednicke osi implementira izraz (75), a u opéenitom slucaju
izraz (87). Postoje i computeAll verzije ovih metoda, koje ovdje nisu prikazane. One kao argumente
dodatno primaju liste poloZaja srediSta zavojnica i kutova rotacije, a mogu Koristiti i MTD paradigmu.

Preostaje jo$ detaljnije promotriti konkretnu implementaciju jedne od metoda za izraun polja te ra-
zjasniti globalne varijable blockPrecisionCPUArray i incrementPrecisionCPUArray, a navedeno
¢e biti obradeno u sljede¢em odjeljku 4.2. Nazivi metoda u Python modulu jednaki su onima u C++,

samo koriste snake_case umjesto camelCase.
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4.2 Vazniji implementacijski detalji

U ovome odjeljku ¢ée biti prikazana konkretna implementacija jedne od calculate metoda, speci-
ficno brza metoda za izracun vektorskog potencijala dana izrazom (59). Implementacije ostalih metoda
su iznimno sli¢ne i oslanjaju se na ista nacela. Prva stvar koju je potrebno razjasniti je podjela na broj
inkremenata i broj blokova. Ova podjela nije prethodno diskutirana zato $to u idealnom svijetu ne bi bila
potrebna, no u stvarnosti je potrebno realizirati matrice sa §to manjim brojem elemenata kako bi stale
u privremenu memoriju $to niZe razine razine - navedeno je klju¢no za dobre performanse. Stoga su
matrice u modulu LegendreMatrix dimenzija 100 X 100, dakle pokrivaju Gauss-Legendre kvadraturu
do reda 100. Ovo bi trebalo biti dostatno za skoro sve slucajeve u kojima je primjena naseg pristupa
izrac¢unu opravdana, no kako bi se ostvarila dodatna fleksibilnost domena integracije koja podrazumijeva
k koraka se moZe podijeliti na p blokova po / inkremenata tako da vrijedi k = p x /. Dakle umjesto
primjene kvadrature reda k na cijeli interval, primjenjuje se kvadratura reda /,/ € 1,2, ...,100 na p po-
dintervala domene integracije. Ovo omogucuje prakti¢no neogranic¢eno poveéanje broja inkremenata do
granica mogucnosti izracuna, no zbog prakti¢nih razloga ¢emo ga ipak ograniciti na p € 1,2, ..., 10000,
Sto bi trebalo biti viSe nego dostatno za sve primjene.

Uoc¢imo da prethodna promjena definicije mijenja algoritam za automatsko balansiranje broja in-
kremenata definiran izrazom (95). Potrebno je navedeni algoritam modificirati tako da napravimo dvije
liste, koje su globalne varijable, a koje ¢e pohranjivati sve dozvoljene kombinacije broja blokova i in-
kremenata. Prije se mogla dobiti kvadratura reda 101, a sada se mogu ostvariti samo dvije kvadrature
reda 51 Sto znaci da se u petljama pri izraCunu izvode efektivno 102 koraka. Umjesto da ny,, ng,, np,,
Mgy, Na, 1 Np, predstavljaju sam broj inkremenata, oni Ce predstavljati poziciju (indeks) u listama. Liste
su definirane izrazima (96) i (97), a implementirane kao incrementPrecisionCPUArray odnosno
blockPrecisionCPUArray. Dodatno je prikazana lista (98) koja nije implementirana ali prikazuje

dozvoljene ukupne brojeve inkremenata
Linc ={1, 2, 3,..., 99, 100, 51, 52,...99, 100, 68, 69, ..., 100, 76, 77,..., 100, 81,...}, (96)
Ly=A{1,1,1,...1,1,2,2,...2,2,3,3,...,3,4,4,...,5,6,...}, 97)

Li={1, 2, 3,...99, 100, 102, 104,...,198, 200, 204, 207, ..., 300, 304, 308,..., 400, 405,...}.
(98)
Dodatna pogodnost koristenja ovakve implementacije je brze izvodenje algoritma (95). Brze ce
se izvoditi zato Sto je potrebno znatno manje prolaza petlje za dolazak do veceg broja koraka i broj
prolaza ¢e sigurno biti manji od 4320 (liste sadrZze precisionArraySize = 864 elemenata). Valja

samo naglasiti da se sada uvjet ponavljanja petlje formulira preko izraza

¢ = Lyi[ng, | Linc[ng, | Lot [na, | Line [na, 1 Lot [ g, | Line [y | Lot [y | Line [0, | Lot [16, ] Line [, 1. (99)
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double Coil::calculateAPotentialFast(double zAxis, double rPolar, const PrecisionArguments &<

usedPrecision) const

double magneticPotential = 0.0;

double thicknessBlock = thickness / usedPrecision.thicknessBlockCount;

double angularBlock = M_PI / usedPrecision.angularBlockCount;

int thicknessIncrements = usedPrecision.thicknessIncrementCount - 1;

int angularIncrements = usedPrecision.angularIncrementCount - 1;

double constant = g_MiReduced * currentDensity * thicknessBlock * angularBlock * 0.5;

double topEdge = zAxis + length * 0.5;
double bottomEdge = zAxis - length * 0.5;

std::vector<std::vector<double>> cosPhiPrecomputeMat (usedPrecision.angularBlockCount);

for (int indBlockPhi = 0; indBlockPhi < usedPrecision.angularBlockCount; ++indBlockPhi)

double blockPositionPhi = angularBlock * (indBlockPhi + 0.5);

cosPhiPrecomputeMat [indBlockPhi].reserve (angularIncrements);

for (int incPhi = 0; incPhi < angularIncrements; ++incPhi)

{
double incrementPositionFi = blockPositionPhi + (angularBlock * 0.5) * Legendre«
::positionMatrix[angularIncrements][incPhi];
cosPhiPrecomputeMat[indBlockPhi][incPhi] = std::cos(incrementPositionFi);
}

for (int indBlockT = 0; indBlockT < usedPrecision.thicknessBlockCount; ++indBlockT)

double blockPositionT = innerRadius + thicknessBlock * (indBlockT + 0.5);

for (int incT = 0; incT <= thicknessIncrements; ++incT)
{
double incrementPositionT = blockPositionT +
(thicknessBlock * 0.5) * Legendre::positionMatrix[thicknessIncrements][«

incT];

double incrementWeightT = Legendre::weightsMatrix[thicknessIncrements][incT];

double tempConstA = 2.0 * incrementPositionT rPolar;

double tempConstB = incrementPositionT incrementPositionT + rPolar * rPolar;

for (int indBlockPhi = 0; indBlockPhi < usedPrecision.angularBlockCount; ++¢

indBlockPhi)
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{
for (int incPhi = 0; incPhi <= angularIncrements; ++incPhi)
{
double incrementWeightFi = Legendre::weightsMatrix[angularIncrements][«
incPhil];
double cosinePhi = cosPhiPrecomputeMat[indBlockPhi][incPhi];
double tempConstC = 1.0/std::sqrt(tempConstB - tempConstA * cosinePhi);
double tempConstDl = topEdge * tempConstC;
double tempConstD2 = bottomEdge * tempConstC;
double tempConstEl = std::sqrt(tempConstDl * tempConstDl + 1.0);
double tempConstE2 = std::sqrt(tempConstD2 * tempConstD2 + 1.0);
double tempConstF = std::log((tempConstEl + tempConstDl1l) / (tempConstE2
+ tempConstD2));
magneticPotential += constant * incrementWeightT * incrementWeightFi * <
incrementPositionT * cosinePhi * tempConstF;
}
}
}
}
return magneticPotential;
}

Konacno ¢e se razmotriti kako je napisana sama funkcija calculateAPotentialFast. Pocinje
se definiranjem veli¢ine domene integracije, odnosno veliCine bloka, te fiksne konstante koja je ispred
sume. Takoder su uvedena dva indeksa koja predstavljaju redak Gauss-Legendre matrica pozicija i teZina
kojemu se pristupa. Dalje se uocava da se ,,spora” funkcija cos (x) poziva vise puta nad istim skupom
vrijednosti pa ju je efikasno prethodno izracunati, prije ulaska u petlju. Za implementaciju je Koristen
dvostruki vector zato §to moZe imati proizvoljnu veli¢inu i svaki redak predstavlja vrijednosti iz istog
bloka, no ponajprije zato §to MSVC prevoditelj pokazuje najbolje performanse u ovome slucaju. Uvijek
se prvo racuna pozicija srediSta samoga bloka u skladu s definicijom kvadrature (50) a zatim pojedina
pozicija unutar tog bloka - zbog toga svaka dimenzija integracije sadrZi dvije petlje. Ucitava se i pripadna
tezinska vrijednost. Izracunavaju se neke privremene vrijednosti kako bi se smanjio broj operacija unutar
sljedece petlje. U ovome sluc¢aju je to malen broj vrijednosti no u drugima je prili¢no velik.

Ulaskom u najunutarnjiju petlju (po incPhi) uo¢avamo da se nigdje ne poziva funkcija sinh (x).
Umjesto toga koristimo definiciju same funkcije i pojednostavljujemo izraz u (100). Iako izraz ne izgleda
jednostavnije, izbjegli smo jedan poziv ,,spore” funkcije In (x) koja je implicitno ugradena u sinh (x).

Ovo je osjetno poboljsalo performanse. Funkcija korijena je na modernim procesorima koji podrzavaju
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AVX2 naredbe iznimno brza i moZe djelovati nad 4 vrijednosti istovremeno [19], pa se ne smatra sporom.

,/x%+l+x1
1/)c§+ 1+x;

Sve vrijednosti se sumiraju u jednu varijablumagneticPotential, a zbog svojstava Gauss-Legendre

sinh™!x; —=sinh ' x, = 1In (100)

kvadrature ovo ne unosi pogresku u konacni rezultat ve¢ on teoretski moze ostvariti svih 15 znacajnih
znamenki preciznosti. Metode za izracun polja i gradijenta vrlo su sli¢ne no imaju veéi broj privremenih
vrijednosti i vracaju viSe vrijednosti, u slucaju polja dvije, a u slucaju gradijenta 4 vrijednosti. Posebno
su implementirani i izrazi za meduindukciju na zajednickoj osi (80) te samoindukciju (81).

Prikazane metode za izracun polja ¢ine osnovu za daljnju implementaciju metoda za izratun me-
duindukcije, sile i zakretnog momenta. U slucaju dvije pravokutne zavojnice, koji je fokus ovoga rada,
metode za izracun polja pozivaju se nad velikim brojem unaprijed definiranih tocaka koje su medusobno
neovisne. Stoga je ovo dobra prilika za koriStenje viSedretvenosti kako bi se posao izracuna paralelizirao.
Kako je jedno izvodenje metode izracuna polja iznimno brzo, reda mikrosekunde, potrebno je koristiti
bazen dretvi (threadpool) kako bi se eliminiralo vrijeme potrebno za stvaranje dretve koje je priblizno
istoga reda veliine. Za navedeno se koristi modul CTPL [24]. Kao §to je ve¢ spomenuto u prethodnome
odjeljku, radi poboljSanja performansi broj tocaka podijeli se na broj blokova jednak broju dretvi te
svaka dretva izracunava svoj blok. Ovo znatno poboljSava performanse i kod malenog broja to¢aka i kod
ostvarenja maksimalnih teoretskih performansi (pri velikom broju tocaka).

Uz metode za procesor, napisani su i CUDA kerneli za izvodenje na Nvidia grafickim karticama
u skladu s preporukama proizvodaca [20]. Kernel je poseban tip funkcije prilagoden za SIMD. Kon-
ceptualno je kod unutar kernela identi¢an kao onaj za procesor, samo $to se transformacija koordinata i
izlaznog vektora izvodi unutar kernela a ne u posebnim funkcijama. Druga znacajna razlika je unaprijed
odreden broj inkremenata zato Sto kerneli primaju stati¢ke liste fiksne veli¢ine. Kerneli takoder imaju
najviSe 255 32-bitnih registara na raspolaganju pa je potrebno smanjiti veli¢inu listi koje kernel prima
kao argument (liste s vrijednostima Gauss-Legendre kvadarture). Koristenje tipa float smanjuje najveéu
preciznost na 6 znacajnih znamenki pa je ovo dobar kompromis.

Ovo zakljucuje razmatranja koja su zapoceta jo$ u odjeljku 2.1. Prikazan je cijeli proces rjesavanja
problema zadanog u uvodu, od filozofskog pristupa, preko fizikalnih jednadzbi i izraza u obliku suma do
programske implementacije koja u ovome pristupu igra vrlo vaznu ulogu. U sljede¢em poglavlju ¢e biti
utvrdeno koliko su navedene metode doista precizne i ono §to je jo§ vaZnije - koliko su brze u usporedbi
s drugim metodama. KoriSten je znatno veci broj slojeva integracije od sli¢nih pristupa, a navedeni
nedostatak se prevladava koriStenjem znatno jednostavnijih izraza, prevodenog jezika s omogucenim

optimizacijama, viSedretvenosti te algoritma za automatsko balansiranje broja inkremenata.
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5 Usporedba izracunatih rezultata i performansi

5.1 KoriStena racunala

Kako bi se pruZio uvid u performanse nasSega pristupa vazno je detaljno specificirati koji sustavi
su kori$teni zato Sto ocekujemo da ¢e to imati znatan utjecaj na performanse pristupa. Razmatraju se
performanse na viSe sustava razliCitih arhitektura i starosti. Takoder ¢e se razmatrati utjecaj operacijskog
sustava jer su ocekivane razlike u performansama visedretvenosti i C++ prevoditelju. Ovakve usporedbe
nisu pronadene u literaturi, vjerojatno zato §to je ocekivana razlika u performansama malena od sustava
do sustava. Naime, svi dosadaSnji pristupi su, koliko se moZe iz radova zakljuciti, napisani za izvodenje
na jednoj jezgri i napisani u programskom jeziku vrlo visoke razine poput MATLAB-a i Mathematice.
Ako postoji koriStenje viSedretvenosti, onda je to zbog unutarnje implementacije funkcija u tim jezicima.
Kako nije posebno navedeno, razumno je pretpostaviti da je izra¢un proveden na operacijskom sustavu
Windows. Velik dio ovog poglavlja se koristi upravo za opis hardverskih specifikacija i uvodenje osnovnih
pojmova vezanih uz ocjenu performansi hardvera, zato $to je ovo svojstveno nasem pristupu rjesavanja
problema - njegovo oslanjanje na efikasnu implementaciju s ciljem maksimalnog koriStenja performansi
koje nudi moderni hardver.

U testiranju je koriSteno ukupno 5 racunala:

* Racunalo A: AMD Ryzen 9 5900HX 8C/16T 4.4GHz, Nvidia RTX 3080 Laptop 16GB 115W,
32GB DDR4-3200 RAM, Windows 10 19043 i Ubuntu 22.04

* Racunalo B: AMD Threadripper 1950X 16C/32T 4.0GHz, Nvidia RTX 2080 Ti 11GB, 32GB
DDR4-3200 RAM, Windows 10 19043

* Racunalo C: Intel Core 17 7700HQ 3.4GHz 4C/8T, Nvidia GTX 1050 4GB, 16GB DDR4-2400
RAM, Windows 10 build 19043

¢ Racunalo D: Intel Core 17 8700K 6C/12T 4.4GHz, Nvidia RTX 2080 Ti 11GB, 32GB DDR4-3000
RAM, Windows 11 22000.652 i Pop!OS 22.04

* Racunalo E: Intel Core i7-8750H 6C/12T 3.6GHz, Nvidia RTX 2070 Mobile 8GB, 16GB DDR4-
2667 RAM, Windows 11 22000.652 i Pop!OS 22.04

Ovaj uzorak racunala pokriva Sirok spektar performansi te ¢e se razmotriti osnovna obiljeZja svakog
sustava. Kao referencu za performanse i opis ovih sustava koristi se stranica AnandTech [21]. Ova stranica
se odlikuje ogromnim brojem hardverskih recenzija i vrlo dubokim analizama performansi procesora,
poput vremena potrebnog za pristup razli¢itim razinama priru¢ne memorije (cachea) i viemena potrebnog

za komunikaciju medu razli¢itim jezgrama. Ovo su vrlo vazne informacije za performanse nasih funkcija,
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uz performanse samih jezgri. Navedene su sve specifikacije potrebne za nedvosmislenu klasifikaciju
performansi koriStenog sustava. VaZno je naglasiti razliku izmedu procesorske jezgre (C) i procesorske
dretve (T). Jedna jezgra sadrzi sve komponente potrebne za obradu podataka, a to ukljucuje vise vrsta
registara, viSe razina priru¢ne memorije (cache) i viSe vrsta jedinica za obradu podataka (tipicno ALU
Arithmetic Logic Unit i FPU Floating-Point Unit). Nama je posebno vazna FPU jer sadrZi strukture
za prethodno spomenute AVX2 instrukcije. U tom kontekstu, jedna jezgra je cijeli procesor u uZem
smislu rije¢i. Dana$nji procesori, u Sirem smislu rije¢i, imaju jo§ dodatnu priru¢nu memoriju (L3
cache), putove za komunikaciju medu jezgrama, komponente za komunikaciju s memorijom (MMU
Memory Management Unit i memorijski kontroler za radnu memoriju) te komponentu za komunikaciju
s drugim komponentama i ¢ipsetom (PCle kontroler). Svaka jezgra x86 procesora tipi¢no sadrzi dvije
procesorske dretve koje sadrZe sve registre potrebne za pokretanje jedne instance softverske dretve. Ova
tehnologija se naziva SMT (Simultaneous Multithreading). Dakle, odredeni registri u procesoru su
dvostruki. Moderni procesori imaju vrlo sloZene strategije za poboljSanje performansi i kombiniranje
izvodenja dviju softverskih dretvi. Ako jedna dretva potpuno opterecuje jezgru, neée biti poboljSanja
ukupnih performansi te ¢e se dretve izvoditi naizmjence. Ako jedna dretva slabo iskoriStava jezgru i
jezgra uspje$no kombinira izvodenje dvaju dretvi, mogudée je dobiti znatno veée performanse. Dodatni
problem moZe uzrokovati operacijski sustav ako ne razlikuje koja dretva pripada kojoj jezgri, redovito je
slucaj da on prepoznaje samo procesorske dretve. U slucaju da je broj dretvi jednak broju procesorskih
jezgri moguce je da neke jezgre ostanu neiskoriStene ako planer operacijskog sustava nekoj jezgri zada
dvije dretve. Za grubu procjenu ocekivanih performansi moguce je koristiti neki od popularnih alata za
mjerenje performansi, poput Cinebench R23.

Racunalo A predstavlja mocan laptop prethodne generacije. Intelovi Core procesori 12. generacjie
znatno su brZi u vecini primjena od proSlogodiSnjeg AMD Ryzen 5900HX procesora u ovome rac¢unalu.
No ovaj procesor, s 8 jezgara, 16 dretvi i 20MB cachea, je i dalje vrlo mocan te predstavlja performansu
dostupnu na vedini racunala iz zadnje 2 godine. Upravo zbog toga ¢e vecina testova biti napravljena
na njemu. Sljedece performanse su karakteristicne za Ryzen 5000 Cezanne seriju procesora: vrijeme
komunikacije izmedu jezgri je uniformno i iznosi priblizno 20 nanosekundi (oko 80 ciklusa), pristup 32
kB L1 cachea nema mjerljivo kaSnjenje, a pristup 512 kB L2 cachea traje pribliZzno 6 ciklusa. Ovo je
vrlo vaZzno zato Sto svi podatci potrebni za izracun jedne tocke stanu direktno u L1 cache, a sve staticke
vrijednosti koristene u cijelom kodu stanu u L2 cache. Isto bi trebalo vrijediti za sve ostale testirane
procesore. Ovako fini detalji su izvan naSe kontrole, pa prevoditelj treba prepoznati ove znacajke i
optimizirati konac¢ni strojni kod. Zadnje vaZzno svojstvo procesora su dvije AVX?2 jedinice po jezgri §to
znatno povecéava najveée ostvarive performanse.

Racunalo A takoder sadrzi Nvidia RTX 3080 Laptop graficku karticu koja, iako je prili¢no brza,
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ipak nije blizu kartica koje se mogu pronadi u stolnom ra¢unalu, pogotovo za proratune. Njen glavni
nedostatak je PCle 3.0 x8 brzina prijenosa, odnosno najvise 8 GB/s. Ovo je malo u usporedbi s teoretskih
32 GB/s dostupnih na PCle 4.0 x16 i moZe znatno smanjiti performanse pri koristenju graficke kartice
za proracune. Uzmimo na$§ konkretan slucaj: grafickoj kartici je potrebno poslati tri float vrijednosti
za svaki izracun vrijednosti polja, odnosno 12N bajtova za N tocaka. Natrag je potrebno poslati tri
vrijednosti u slucaju potencijala i polja (12N), odnosno devet vrijednosti (36/N) u slucaju gradijenta,
sve tipa float. Ovime moZemo izracunati maksimalne teoretske performanse - performanse u slucaju da
se vrijednost polja istoga trenutka izracunava u kartici i vrijeme prijenosa na karticu ne ovisi o broju
tocaka. 8 GB/s podijeljeno s 24 B daje 333 milijuna prijenosa po sekundi (odnosno to¢aka po sekundi) za
potencijal i magnetsko polje, a 8 GB/s podijeljeno s 48B daje 167 milijuna to¢aka po sekundi za gradijent.
Stvarni brojevi ¢e, naravno, biti manji. U naSem testiranju pri prijenosu 134 milijuna vrijednosti postize
se brzina prijenosa od priblizno 5 GB/s. Ovo bi trebalo predstavljati znatno manji problem na stolnom
racunalu gdje bi radna memorija sustava s brzinama prijenosa od 20-ak GB/s trebala postati usko grlo.
Uz brzinu radne memorije, performanse ovise i o platformi (mati¢noj ploci i Cipsetu).

Racunalo B predstavlja 5 godina starije stolno rac¢unalo vrlo visokih performansi (Cesto se ova
kategorija naziva HEDT). AMD Threadripper 1950X je procesor sa 16 jezgri podijeljenih na dva ipa
po 8 jezgri. Nisu pronadene precizne vrijednosti za vremena pristupa izmedu jezgri, no na novijim
verzijama iste linije procesora iznose 20 nanosekundi za pojedine skupine od 4 jezgre i 80 nanosekundi
prema jezgrama van skupine. Kako su prave vrijednosti gotovo sigurno vece, ne ocekuje se dobro
skaliranje performansi kod viSedretvenosti, osim u sluc¢aju kada je moguce koristiti MTD. Jedan od
velikih nedostataka je Cinjenica da se AV X2 instrukcije izvrSavaju u 2 ciklusa umjesto u 1, a navedeno je
karakteristi¢no za prvu generaciju AMD Zen arhitekture. Grafi¢ka kartica RTX 2080 Ti je neSto mocnija
od RTX 3080 Mobile uz prednost PCle 3.0 x16 brzine prijenosa (16 GB/s).

Racunalo C je nesto stariji laptop s Cetverojezgrenim procesorom zasnovanim na Intel Skylake ar-
hitekturi iz 2015. godine. Sama Skylake arhitektura po performansama nije jako razli¢ita od prve
komercijalne arhitekture koja podrzava AVX2 instrukcije - Core procesori 4. generacije. Dakle per-
formanse na ra¢unalu C gotovo su identi¢ne performansama racunala iz 2013. godine. Komunikacija
izmedu jezgri ovih starijih arhitektura je nekonzistentna zato Sto su jezgre medusobno povezane teh-
nologijom komunikacijskog prstena (Ring Interconnect). Ovo je sporije od veine modernih rjeSenja i
vremena pristupa od jezgre do jezgre su redovito znatno visa, 30-60 nanosekundi. No i sam procesor je
dosta sporiji od onog u racunalu A, pa je moguce da viSedretvenost i dalje donosi znatno unaprjedenje.
Graficka kartica GTX 1050 je jedna od najslabijih kartica pretpro$le generacije (6 godina stara) sa 640
CUDA jezgri i frekvencijom rada od priblizno 1.4 GHz.

Racunalo D je racunalo visokih performansi staro nekoliko godina. Njegov Intel Core procesor
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8. generacije je isto zasnovan na Skylake arhitekturi, ali sa 6 jezgara i ve€im brzinama. Ocekuje se
ponasanje sli¢no racunalu C uz ubrzanje od priblizno 30% slucajevima gdje se koristi jedna dretva, a
dvostruko ubrzanje u idealnom viSedretvenom slucaju. Graficka kartica je ista kao u ra¢unalu B. Ovo
omogucava usporedbu utjecaja platforme na performanse.

Racunalo E je laptop visokih performansi star nekoliko godina s procesorom koji je vrlo sli¢an
istoj arhitekturi i o¢ekuju se performanse izmedu racunala C i D. Graficka kartica je RTX 2070 Mobile
i po svojim specifikacijama nije znatno sporija od RTX 3080 Laptop.

Za daljnju usporedbu performansi samih grafic¢kih kartica i procesora koristene su upute dane u [22].
Ako bi se RTX 3080 Laptop i RTX 2070 Mobile usporedivale iskljucivo po broju CUDA jezgri, €inilo bi
se da je RTX 3080 Laptop, sa 6144 jezgre, barem 2 puta moénija od RTX 2070 Mobile s 2560 jezgara.
Pomnije razmatranje arhitekture kartice RTX 3080 Mobile otkriva da ona ima 48 SM-ova (Streaming
Multiprocessor), a svaki SM ima 64 fizicke jedinice koje mogu paralelno izvoditi dvije instrukcije nad
float tipom podataka. RTX 2070 Mobile ima 40 SM-ova, a svaki ima isto 64 fizicke jedinice za racunanje
koje mogu izvoditi jednu instrukciju nad float tipom podataka. Tradicionalno su te jedinice u SM-u
mogle u danom trenutku izvoditi samo jednu instrukciju i upravo zato su CUDA jezgre bile vrlo korisna
metrika performansi. Od generacije RTX 3000, CUDA jezgra nema viSe ovo znacenje jer sada jedna
jezgra moZe u odredenim okolnostima izvoditi dvije instrukcije. Kako redovito nije moguce paralelno
izvrSavati dvije instrukcije na jednoj jezgri, graficka kartica RTX 3080 Laptop redovito je samo 30-50
% brza od RTX 2070 Mobile.

Graficka kartica sadrZi vrlo velik broj jedinica za paralelno izvodenje pa ocekujemo da e trebati
vrlo velik broj to¢aka kako bi kartica bila potpuno optereena tijekom izvodenja - barem nekoliko
puta viSe to¢aka od broja CUDA jezgri. lako su CUDA jezgre znatno slabije od procesorskih, jedna
graficka kartica ih ima nekoliko tisuéa u usporedbi s desetak u novijim procesorima. Ako racunamo
s podatcima tipa double, jedna procesorska jezgra koriStenjem AVX2 instrukcija mozZe izvesti najvise
4 paralelne instrukcije (SIMD) po jednoj AVX2 jedinici. U slucaju racunala A koje ima dvije AVX2
jedinice, to je ukupno 8 instrukcija. Neke od tih operacija su vrlo moéne pa mogu izvrSiti dvije
aritmeticke operacije odjednom [19]. Primjer takve operacije je MAD (multiply-add), nekad se naziva
1 MAC (Multiply-Accumulate), koja predstavlja istovremeno mnoZenje dva realna broja te pribrajanje
odredi$noj varijabli. Na modernim procesorima se tipi¢no uzima da jedna jezgra moZe izvrsiti najvise 16
aritmetickih operacija nad podatcima tipa double zato $to sadrzi dvije AVX2 jedinice ili jednu AVX512
jedinicu. AVX2 koristi YMM registre koji su $iroki 256 bitova pa mogu primiti ili 4 double podatka ili 8
float podataka. Kako moderni procesori tipi¢no imaju 8 jezgara koje rade na frekvenciji od priblizno 4

GHz, moguce je izvrsiti Cak 512 GFLOPS (Floating Point Operations Per Second). U stvarnosti je ovaj
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broj niZi te je procjena performansi na 128-256 GFLOPS znatno realisti¢nija kod prakti¢nih razmatranja
zbog dohvacanja potrebnih podataka. Svaka CUDA jezgra moze izvrSiti dvije aritmeticke operacije po
ciklusu (jednu instrukciju MAD koja se broji kao dvije aritmeticke) i tipi¢na graficka kartica radi na
frekvenciji od 1.8GHz. Ako pretpostavimo da ima 3072 takve jezgre, kao §to je slu¢aj kod RTX 3080
Laptop, dobivamo 11.1 TFLOPS. Dakle, graficka kartica teoretski posjeduje 22 puta veée performanse
od procesora, a u praksi o¢ekujemo 40-80 puta vece performanse. Nedostatak je ve¢ navedena potreba
za prijenosom podataka iz radne memorije procesora na radnu memoriju graficke kartice. Ove procjene
su implicitno napravljene za performanse na racunalu A uz pesimisti¢nu pretpostavku da se dvije MAD
instrukcije nece paralelno izvrSavati na jednoj CUDA jezgri (Sto reklamni materijali pretpostavljaju).

Konac¢no valja naglasiti da i ostale komponente mogu imati utjecaj na brzinu izracuna - brzina radne
memorije, svojstva dane generacije procesora, svojstva Cipseta, operacijski sustav, itd. Jedina razlika
koju ¢emo detaljno razmotriti je operacijski sustav zato §to se u kontekstu radnih stanica cesto koriste
Linux i Windows operacijski sustavi. Brzina radne memorije, veza procesora prema ostatku sustava i
specifi¢nosti arhitekture graficke kartice mogu znatno utjecati na brzinu komunikacije izmedu procesora
i graficke kartice. Takoder je poznato ogranicenje da procesor na komercijalnim platformama moze
odjednom pristupati samo 256 MB radne memorije na grafickoj kartici. Ovo ograni¢enje na modernim
sustavima nestaje uvodenjem tehnologije Resizable BAR.

Ovo razmatranje je bilo vrlo detaljno kako bi se pruZio bolji uvid u performanse testiranih sustava i
napravila predvidanja performansi. Na temelju njih i samih testova performansi dostupnih u sljede¢em
poglavlju 5.2 mogude jer formulirati o¢ekivanje za trenutno dostupne i buduée procesore. Performanse
grafickih kartica ¢e se razmotriti na osnovnoj razini, u svrhu usporedbe s modernim procesorima.

Osvrnimo se kona¢no na individualne performanse procesora. Naje$ce su koristene funkcije v/x,
cos (x) i In(x) pa njihove performanse pobliZe promatramo. Prikazane su 3 verzije izratuna logaritma
kako bismo se pobrinuli da koristimo najbrzu implementaciju - jednim mnoZenjem moguce je korigirati
koriStenje drugacije baze. Kvantificiranje performansi funkcije nije jednostavan postupak, a mi smo
mu pristupili tako da stvorimo varijablu i inicijaliziramo je na 0, a potom udemo u petlju koja se vrti
200 milijuna puta i pribraja navedenoj varijabli func(i), gdje je i iterator petlje. U slucaju sinusa i
kosinusa pribraja se cos(1.0/1), odnosno sin(1.0/1), kako bi argument funkcije bio unutar intervala
[0,27]. Iako ovo usporava izvodenje, izlazak iz intervala smanjuje performanse znatno vise i nije
reprezentativan za nas$ slucaj. Dodana je i osnovna funkcija pribrajanja iteratora oznacena sa sum, kao
primjer iznimno brze operacije. Iako ovo nije savrSen test, trebao bi nam pruZiti osnovni uvid u brzinu
koriStenih funkcija i utjecaj AVX2 instrukcija. Kao referentnu vrijednost za performanse uzimamo
Racunalo A bez omogucenih AVX?2 instrukcija (samo optimizacijska zastavica je postavljena), dok su u

ostalim slu¢ajevima one omogucéene. Performanse su izraZene u broju milijuna iteracija opisane petlje
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po sekundi. Pop!OS 22.04 je zasnovan na Ubuntu 22.04 (uz neSto noviji Linux kernel, 11.7 na Pop, a
11.5 na Ubuntu) pa ofekujemo minimalne razlike u performansama. U daljnjem razmatranju ova dva
operacijska sustava ne¢emo razlikovati zato §to su na oba instalirani Ubuntu driveri za graficku karticu,
a malena razlika u verziji kernela je zanemariva. U tablicama ¢e se skrac¢eno pisati Pop i Ubu dok e se
u tekstu samo govoriti Ubuntu. Sli¢no Windows 10 i 11 ne razlikujemo u vecini slucajeva zato $to ne

.....

Ipak mogude je da se pojave odredene razlike u performansama kod viSedretvenog optereéenja.

Tablica 1: Performanse osnovnih funkcija izraZene u broju milijuna iteracija petlje po sekundi

func | ref Win refUbu | AWin AUbu BWin CWin DWin DPop EWin EPop
sum 1502 1497 1508 11639 1199 738 1023 7853 910 7601
sqrt 507 508 2026 2035 997 1070 1396 1485 1256 1314
log 272 300 797 797 353 487 628 735 574 624
log10 264 171 798 739 325 419 392 444 365 383

log2 163 215 163 750 352 420 103 557 98.3 426
sin 429 163 930 906 329 576 681 752 585 621
cos 435 155 803 896 316 502 555 657 489 567

Uocava se da u referentnom slucaju postoje velike razlike u performansama izmedu Windows i
Ubuntu operacijskih sustava. Razumno je pretpostaviti da MSVC koristi odredene dodatne moguénosti
procesora (poput SSE registara) koje GCC (Ubuntu prevoditelj) ne koristi osim ako mu eksplicitno nije
zadano preko zastavice prevoditelju. Kada je AVX2 omoguden, performanse su vrlo slicne uz neke
zanimljive iznimke - log2 je iznimno spor na Windowsu. Za naSe potrebe je optimalan obican log
(prirodni logaritam) jer ima najbolje performanse i nalazi se u izrazu za potencijal. Dakle, performanse
sporijih funkcija koje koristimo su i dalje vrlo visoke - izvrSavaju se u priblizno 5-8 procesorskih ciklusa.
Ovo dobivamo dijeljenjem frekvencije procesora koja iznosi pribliZzno 4400 MHz s brojem milijuna
iteracija petlje po sekundi. Zanimljivo je uociti da GCC pokazuje znatno vece performanse u slucaju
¢istog sumiranja na racunalu A - inkrementiranje petlje i pribrajanje se izvrsi skoro 3 puta u jednome
ciklusu. Ekvivalentno sumiranje u MatLabu je znatno sporije; prema nasem testiranju ostvaruje se samo
16 milijuna koraka po sekundi. Korjenovanje je takoder vrlo brzo na oba operacijska sustava - potrebna
su pribliZzno 2 ciklusa. Korjenovati se mogu do 4 broja paralelno, a na nekoliko mjesta se navedeno i

koristi.

Imajudi sve navedeno na umu mogu se razmotriti performanse metoda za izracun polja.
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5.2 Performanse metoda za izracun polja

Kao $to je vec vise puta reCeno, metode za izracun polja su sredis$nji dio ovoga rada i njihova efikasna
implementacija neophodna je za sve daljnje izratune. Preciznost ovih metoda ne analizira se direktno
usporedbom preciznosti izracuna za razlicite tocke u prostoru ve¢ na temelju izracuna meduindukecije, sile
i zakretnog momenta. Zbog znatnog koristenja numericke integracije (dva od tri sloja), ocekuju se vece
pogreske kada je odabrana tocka vrlo blizu zavojnice. PonaSanje polja unutar zavojnice ne o¢ekujemo da
¢e nuzno biti stabilno zato $to svi izrazi za polja u nazivniku sadrze izraze koji divergiraju u odredenim
tockama. Kako tocke divergencije uglavnom nisu na rubovima domene i strmog su karaktera, ne bi
trebale predstavljati problem za odabranu metodu numericke integracije osim u specifi¢nim slucajevima
poput dviju vrlo blizu postavljenih petlji ili plosnatih zavojnica. Izracun magnetskog polja i gradijenta
unutar zavojnice nisu nuzni za izraCun sile i zakretnog momenta, ali omogucavaju uvid u polje unutar
vodica pa e biti prikazana jedna takva slika na kraju poglavlja.

Performanse metoda za izra¢un polja primarno se razmatraju na 2 operacijska sustava: Windows 10 i
Ubuntu 22.04, instalirana na racunalu A. Vazne su dvije osnovne mjere performansi: realne performanse,
izraZzene kao broj tocaka po sekundi, te efikasnost implementacije algoritma, broj prolazaka unutarnje
petlje po sekundi. Realne performanse su one koje se mogu oc¢ekivati u slu¢aju izracuna velikog broja
toc¢aka - recimo kod izracuna vrijednosti za prikaz polja ili opcenitog prorac¢una meduindukcije, sile i
zakretnog momenta. Skaliranje performansi s brojem to¢aka razmatra se nesto kasnije, a ono ¢e pruZiti
precizan odgovor na pitanje koliko je tocaka potrebno za efikasno opterecenje viSejezgrenog procesora.
Efikasnosti algoritma je dana mjerna jedinica broj milijuna koraka po sekundi, a unutar funkcija za
testiranje performansi implementiranih u kodu koristi se MInc/s (Megalncrements per second). Radi se
o istim mjernim jedinicama. Oc¢ekujemo da ¢e performanse i efikasnost algoritma ovisiti o broju dretvi i
koristenom faktoru preciznosti pa za potpuni prikaz trebamo dvije familije krivulja: jednu koja prikazuje
koliko je performansi dostupno korisniku te jednu koja prikazuje koliko je algoritam efikasan.

U slucaju efikasnosti algoritma pogodno je na x-os postaviti broj koriStenih dretvi jer tada dobivamo
informaciju koliko se efikasno koristi viSedretvenost. Razlicite krivulje prikazuju efikasnost za razlicite
razine preciznosti. Ocekuje se porast efikasnosti kako unutarnja petlja potiskuje konstantni i linearni
¢lan u algoritamskoj sloZenosti izratuna. Ovo se redovito naziva skaliranje viSedretvenosti. U idealnome
sluc¢aju bi udvostrucenje broja dretvi povecalo efikasnost algoritma dva puta, kao i broj to¢aka po sekundi.
U stvarnosti ocekujemo manje pobolj$anje performansi zbog postojanja dvije procesorske dretve u jednoj
jezgri - tek bi kod koriStenja 16 dretvi trebali potpuno opteretiti osmojezgreni procesor sa SMT. Valja
takoder imati na umu da moderni procesori imaju napredne strategije prilagodbe frekvencije rada ovisno
o tome koliko jezgri se koristi. Za prikaz performansi pogodnije je na x-os postaviti Zeljenu preciznost,

a odredena krivulja prikazuje performanse za odredeni broj dretvi.
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Slika 4: Prikaz performansi brze metode za izra¢un vektorskog potencijala (racunalo A Win10)
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Slika 5: Prikaz performansi brze metode za izracun magnetskog polja (racunalo A Win10)
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Slika 6: Prikaz performansi brze metode za izracun gradijenta magnetskog polja (racunalo A Win10)
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Slika 7: Prikaz performansi spore metode za izracun vektorskog potencijala (racunalo A Win10)
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Slika 8: Prikaz performansi spore metode za izracun magnetskog polja (racunalo A Win10)
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Slika 9: Prikaz performansi spore metode za izracun gradijenta magnetskog polja (racunalo A Win10)
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Slika 10: Prikaz performansi brze metode za izracun vektorskog potencijala (racunalo A Ubu22.04)
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Slika 11: Prikaz performansi brze metode za izra¢un magnetskog polja (racunalo A Ubu22.04)
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Slika 12: Prikaz performansi brze metode za izracun gradijenta magnetskog polja (raCunalo A Ubu22.04)
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Slika 13: Prikaz performansi spore metode za izra¢un vektorskog potencijala (racunalo A Ubu22.04)
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Slika 14: Prikaz performansi spore metode za izraCun magnetskog polja (racunalo A Ubu22.04)
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Slika 15: Prikaz performansi spore metode za izracun gradijenta mag. polja (ratunalo A Ubu22.04)
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Slika 16: Usporedba performansi brze metode za izra¢un vektorskog potencijala (4T)
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Prikazane su performanse svih brzih i sporih metoda za izraCune polja na dvama operacijskim
sustavima (prvih 12 grafova) te usporedba performansi izmedu razlicitih racunala koristenih na dvama
operacijskim sustavima (zadnja 2 grafa). Performanse se testiraju tako da se stvori novi objekt zavojnice,
postavi Zeljeni broj dretvi, generira lista vrijednosti za koje se rac¢una polje, pokrene mjerenje vremena
te poziva prikladna metoda za izra¢un polja nad definiranom zavojnicom (za potencijal konkretno
computeAllAPotentialComponents). Nakon zavrSetka izvodenja metode, vrijeme se zaustavlja te se
ispisuju performanse i efikasnost algoritma (uz upis u .txt datoteku). Lista vrijednosti sadrzi 200 003
tocke za naSe testiranje. Ovo je srednji broj toc¢aka; neSto viSe nego Sto bi koristile metode za izracun
meduindukcije, sile i zakretnog momenta, a manje nego Sto bi se koristilo za generiranje prikaza polja.

Prva ocita razlika izmedu prvih 6 i drugih 6 grafova je glatkoca krivulja - na operacijskom sustavu
Ubuntu ponasanje metoda je konzistentnije, a najvece performanse su znatno veée nego na operacijskom
sustavu Windows. Efiksnost metoda je takoder poboljSana za otprilike 20 %. Razlike se smanjuju pri
ve¢im faktorima preciznosti, dakle pri ve¢em optere¢enju. Navedeno sugerira da Ubuntu bolje koristi
resurse koje ima na raspolaganju uz zanimljiv fenomen smanjenja performansi pri koristenju 8 dretvi.
Uzrok ovoga je vrlo vjerojatno automatsko usporavanje procesora zbog velikog opterecenja - navedene
metode dovoljno opterecuju procesor da doseZe temperature bliske maksimalnoj. Kako na Ubuntu
nije uspjesno instaliran softver za regulaciju brzine ventilatora, dolazi do pregrijavanja pri najveem
opterecenju. Ovo slijedi iz ¢injenice da na Windowsu procesor doseZe 93 stupnja Celzijeva (maksimum
je 100) uz ventilatore na maksimalnoj brzini. Razumno je zakljuditi da program u dobroj mjeri koristi
AVX2 instrukcije jer one redovito dovode do velikog zagrijavanja. Na Windowsu je ponaSanje vrlo
nekonzistentno i krivulje svaki put izgledaju drugacije.

Nadalje, uoc¢avamo da su performanse i brzih i sporih metoda odli¢ne - moguce je izracunati milijune
tocaka po sekundi s niZom i srednjom preciznosti i stotine tisuéa s visokom preciznosti. Vidimo da je
od brzih metoda vektorski potencijal daleko najsporiji i to upravo zato $to koristi logaritam. Magnetsko
polje je najbrZe, a gradijent je iznenadujuce brz s obzirom na broj aritmeti¢kih operacija potreban za
njegov izracun. Ovo pokazuje punu moé AVX instrukcija. Uocava se da povecanjem faktora preciznosti
efikasnost algoritma raste zato Sto je sve veci udio vremena proveden u unutarnjoj petlji algoritma sli¢nog
onomu prikazanom u odjeljku 4.2. Ovo ublazava smanjenje performansi pri ve¢im faktorima preciznosti.
Vidimo da je kod brzih metoda u slucaju jedne jezgre i visokog faktora preciznosti broj milijuna koraka
po sekundi izmedu 250 i 500. Kod sporih metoda performanse su jos viSe, $to je ocekivano s obzirom
na to da su i sami izrazi jednostavniji. Efikasnost sporih metoda iznimno je visoka, izmedu 750 i 1250
milijuna koraka po sekundi §to je jednako ili brze od osnovnih funkcija. Ovo je vrlo vazno jer pokazuje
da je efikasnost implementacije metoda vrlo visoka. Prethodni izracun vrijednosti kosinusa je znatno

ubrzao i brze i spore metode, a koriStenje dvostrukog vectora je eliminiralo veliko usporenje u izvodenju,
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vjerojatno zbog pristupa L2 cacheu (usporenje je bilo ekvivalentno dodavanju 6 ciklusa unutarnjoj petlji).
Iz ovoga takoder zaklju¢ujemo da je prevoditelj uspjesno prepoznao staticke matrice i vrlo vjerojatno
zadane redove ucitava direktno u L1 cache za maksimalnu brzinu izvodenja.

Uocavamo da se performanse ne povecavaju linearno s brojem koristenih dretvi. Na Ubuntu je
rast znatno linearniji i izostaju znatne varijacije, dok na Windowsu vidimo ponasanje koje sugerira da
dretve nisu prikladno rasporedene medu jezgrama. VeliCina bloka kod testiranog broja tocaka i dalje
nije dovoljno velika za ostvarenje punih performansi procesora. Analiza koliko je to¢aka potrebno za
ostvarenje punih performansi provodi se u nesto kasnije u odjeljku.

Promatranjem grafova 16 i 17 uocava se da racunalo A na Windows operacijskom sustavu ostvaruje
performanse nekoliko puta veée od racunala B i C. Zanimljivo je uoc€iti da racunala D i E na Windowsu
pokazuju performanse slabije od racunala C, a utvrdeno je da se radi o odabiru specificnog MSVC
prevoditelja. Naime, dostupno je viSe razli¢itih verzija prevoditelja: za 32-bitne x86 sustave, za 64-bitne
x64 sustave, za 32-bitne x64 sustave, te za 64-bitne x64 sustave. Ako nije odabrana ispravna arhitektura
procesora (64-bitni x86) performanse su znatno sniZene kao $to vidimo na grafu 16. Na operacijskom
sustavu Ubuntu (Pop je zasnovan na Ubuntu), performanse na racunalima D i E znatno su brze i usporedive
s performansama racunala A koje je takoder neSto brze nego na Windowsu. Zakljuc¢ujemo da koriStenje
Ubuntu operacijskog sustava, ili neke druge sli¢ne distribucije Linuxa, omogucava iskoriStenje punih
performansi metoda.

Tijekom testiranja je uoceno da koriStenje broja softverskih dretvi jednakog broju procesorskih
jezgri koristi svega 75 Y% teoretskih performansi procesora na sustavu Windows 10. Tek kada je broj
dretvi jednak broju procesorskih dretvi i broj tocaka dovoljno velik, mogucée je dobiti povecavanje
performansi pribliZzno proporcionalno broju jezgri procesora. Za odredivanje ovisnosti performansi o
veli€ini izrauna, potrebno je odabrati jedan faktor preciznosti i broj dretvi te mijenjati broj tocaka
s kojim se racuna. Ovo se redovito naziva skaliranjem performansi i vazan je pokazatelj kvalitete
izvedbe paralelizacije. U naSemu slucaju broj dretvi je jednak 16 jer je toliko procesorskih dretvi na
raspolaganju i u tom sluc¢aju o¢ekujemo maksimalne performanse. Faktor preciznosti je postavljen na
3.0 zbog usporedbe s grafickom karticom. Kao S$to je ve¢ spomenuto, preciznost na grafickoj kartici
je trenutno fiksna pa je potrebno odabrati ekvivalentni faktor preciznosti. Mi smo odabrali fiksni red
kvadrature 20 za obje dimenzije integracije, a navedeno je najbliZe faktoru preciznosti 3.0 po ukupnom
broju inkremenata (20 - 20 = 400 = 100 - 23~1). Usporedujemo performanse u tri slu¢aja: kada se koristi
samo jedna jezgra, kada se koriste sve jezgre (16 softverskih dretvi za 16 procesors kih), te kada se koristi
graficka akceleracija. Testirane su performanse za 1, 2, 4, 8, 16,...,1 67108864 tocaka i izraZene kao broj
tocaka po sekundi koji je ostvaren prilikom racunanja s danim brojem tocaka. Koristeno je logaritamsko

mjerilo za obje osi jer je znatno pogodnije za prikaz velikog raspona broja tocaka i performansi.
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Koristi se oznaka ST (single thread) za jednojezgreno izvodenje, oznaka MT (multithreading) za
potpuno opterecen procesor, a GPU za graficki akcelerirano izvodenje. UoCavamo da jedna jezgra vrlo
brzo dostiZe svoje maksimalne performanse, no ipak ne odmah. Izgledno je da se radi o trosku pokretanja
funkcija i ucitavanja podataka za izracun. Nismo sigurni zasto se pojavljuje odredena valovitost kod
manjeg broja tocaka, a potpuno nestane tek na 32768 to¢aka. Najvece ostvarene performanse su redom
540 tisuca toc¢aka po sekundi za potencijal, 950 tisuéa toaka po sekundi za magnetsko polje i 650 tisuc¢a
tocaka za gradijent. Kao §to je o¢ekivano, viSedretvenost nije efikasna kada je broj tocaka malen, no
vazno je uociti da donosi poboljsanje ¢im je broj to¢aka veéi od dvostrukog broja koristenih dretvi, 32 u
ovome slucaju. Kod vektorskog potencijala, koji je najsporiji, znatno poboljSanje performansi vidi se ve¢
na 16 to¢aka. Najvecée performanse se dostizu tek kod najveceg broja tocaka i iznose 4.4 milijuna to¢aka
po sekundi za potencijal, 7.7 milijuna tocaka po sekundi za polje i 4.9 milijuna tocaka po sekundi za
gradijent. PribliZzno 70 % performansi postiZe se pri izratunu 20 000 tocaka za sve 3 metode. Graficka
kartica kreée vrlo sporo i pokazuje vrlo niske performanse kada je broj tocaka malen, no kako raste
broj tocaka tako rastu i performanse pa zaklju¢ujemo da se radi o visokom trosku pokretanja. Graficka
kartica postaje brza od procesora na priblizno 2000 tocaka. Najvece performanse koje postiZe iznose 55
milijuna to¢aka po sekundi za potencijal, 62 milijuna to¢aka po sekundi za magnetsko polje i 29 milijuna

tocaka po sekundi za gradijent.

Slika 18: Skaliranje performansi brze metode za izra¢un potencijala (ratunalo A Win10)
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Slika 19: Skaliranje performansi brze metode za izracun

magnetskog polja (racunalo A Win10)
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Slika 20: Skaliranje performansi brze metode za izrac¢un gradijenta polja (racunalo A Win10)
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Kako bismo bolje razumjeli ponaSanje performansi graficke kartice potrebno je razmotriti osnovne
korake koji se koriste pri implementaciji graficke akceleracije u kontekstu nase metode, a to su: alokacija
radne memorije, pripremanje podataka za graficku karticu, prijenos podataka u radnu memoriju graficke
kartice, pokretanje i provodenje izracuna, prijenos rezultata izra¢una natrag u radnu memoriju procesora i
pretvorbe izraCunatih vrijednosti u povratni tip podatka funkcije. Priprema i pretvorba pribliZzno linearno
ovise o broju toc¢aka, a pokazalo se da koriste ¢ak polovicu vremena ukupnog izrauna pa zaklju¢ujemo
da brzina memorije procesora predstavlja problem. Prijenos podataka s procesora na graficku karticu,
pokretanje izrauna i prijenos podataka natrag u radnu memoriju imaju odredenu (vrlo visoku) cijenu
pokretanja koja ¢ini korisStenje neefikasnim ako je broj to¢aka malen. Prijenosi podataka su se pokazali
iznimno sporima - zauzimaju 60-75 % ukupnog vremena koriStenja graficke kartice. Pokazalo se takoder
da RTX 2080 Ti ne pokazuje bolje performanse od RTX 3080 Mobile zbog sporijeg prijenosa podataka.
Brzina prijenosa je na obje kartice iznosila 4-6 GB/s. Ovo je vrlo zanimljivo ponaSanje i uo¢ava se na
oba racunala s tom grafickom karticom (racunala A i D).

Dakle, izracun je daleko najbrZi dio graficki akcelerirane metode i pribliZno osmina vremena se
provede na njemu, od ukupnog vremena koje se koristi u metodi za izraun. Kada je kod testiran na
racunalu C i kartici GTX 1050, ukupne performanse su bile svega 2.5 puta niZe, djelomi¢no zbog niZe
brzine prijenosa. Starije i slabije graficke kartice takoder mogu znatno povecati dostupne performanse.
Brzina memorije i prijenosa je glavno ogranicenje koje sprjecava bolje performanse. Ovo potvrduje da je
procjena teoretske brzine graficke kartice bila ispravna i da je osmiSljeni pristup pogodan za hardversku
akceleraciju. U slucaju istovremenog izracuna polja koje stvara viSe zavojnica, memorija bi trebala biti
znatno manji problem zahvaljujuéi superpoziciji koja omogucava zbrajanje doprinosa svih zavojnica
polju u danoj tocki. Zavojnica zauzima znatno manje memorije (oko 1kB) od nekoliko milijuna to¢aka
(desetci MB memorije) pa je prijenos brZzi. Najvece ostvarive performanse za izracun potencijala bi tada
iznosile priblizno 400 milijuna to¢aka po sekundi (oko 80 puta viSe od procesora). Zakljucujemo da u
buduénosti treba §to viSe proracuna raditi direktno na grafickoj kartici i izbjegavati bilo kakve konverzije
tipova podataka. Ovdje su one bile nuZne jer, kao §to je veé reeno, ovaj pristup nije specificno osmisljen
za graficku akceleraciju. Glavna prepreka je $to komercijalne graficke kartice ne mogu efikasno koristiti
double tip podataka, a upravo on se koristi u ostatku koda. Upravo zato je pretvorba i potrebna.

Ako usporedimo najvece ostvarene performanse, mozemo uociti da koristenje viSedretvenosti pove-
¢ava performanse malo viSe od 8 puta pa zaklju¢ujemo da SMT donosi malena unaprijedenja performansi.
Nadalje, graficka kartica moZe poboljSati performanse jos§ 6 do 12 puta, a pritom valja imati na umu da je
preciznost smanjena na najvise 7 znacajnih znamenki. Dakle, ve¢ ova osnovna implementacija graficki
akceleriranog pristupa pokazuje koliko je graficka kartica moc¢nija u usporedbi s procesorom i njen velik

potencijal za bududi rad.
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Za kraj ovog dugackog i pomnog razmatranja, prikazuje se slika apsolutne vrijednosti magnetskog
polja odabrane zavojnice. Postavljena je u ishodiste i orijentirana tako da joj presjek lezi u xOy ravnini.
Slika 21 generirana je koriStenjem naSeg Python modula i modula Matplotlib [25] za generiranje slike.
Rezolucija je postavljena na 3000x3000, efektivno 9 milijuna tocaka, i faktor preciznosti je postavljen
na 9.0 za detaljan prikaz polja unutar zavojnice. Za izracun i generiranje slike trebalo je oko 3 minute.
Naravno, moguce je dobiti znatno bolje performanse koristenjem graficke kartice, no cilj je bio ispitati
konvergenciju izraza za polja i odgovor je - uglavnom konvergiraju. Potencijal i magnetsko polje
konvergiraju, a jedna komponenta gradijenta divergira u rubnim tockama zavojnice (na desnom i lijevom
rubu zavojnice) pa je potrebno dodatno filtrirati abnormalno visoke vrijednosti. Kod nizih faktora
preciznosti vidjele bi se paralelne crte unutar zavojnice, jer pravokutna zavojnica se zapravo sastoji od
niza specifi¢no odabranih tankih zavojnica. Kod vanjskog polja se ne uocava razlika.

Ovime se zakljucuju sva relevantna razmatranja performansi metoda polja i moZe se nastaviti s

detaljnim testiranjem preciznosti.

0.30

0.10
0.25

0.05
- 0.20
0.00 L 0.15
0.10

-0.05
0.05

-0.10

-0.10 -0.05 0.00 0.05 0.10

Slika 21: Prikaz apsolutne vrijednosti magnetskog polja u T. Zavojnica ima dimenzije R = 0.03 m,

a=0.03m, » =0.12 m te 3600 navoja kroz koje tece struja od 10 Ampera
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5.3 Meduindukcija
5.3.1 Slucéaj zajednicke osi

Najbolji test preciznosti pristupa za racunanje polja je njegova primjena na slucajevima izracuna
meduindukcije, sile i zakretnog momenta. O¢ekujemo da ¢e nas pristup imati problema kad su zavojnice
jako blizu jedna drugoj, odnosno da se nece dobiti svih 15 znacajnih znamenaka preciznosti. Naime,
za ostvariti Zeljenu preciznost, potreban je sve veéi red Gauss-Legendre kvadrature $to su zavojnice
blize jedna drugoj. Smanjivanje tog razmaka stoga povecava pogresku u slucaju konstantnog faktora

preciznosti. Prvo ¢emo pro¢i slu¢ajeve sa zajedni¢kom z-osi.

Tablica 2: Testni podatci za meduindukciju u slucaju zajednicke z-osi, preuzeti iz [7] te pretvoreni u

veli¢ine i koordinate koriStene za ovaj pristup, x1, y1,21,X2,y2 su postavljeni na 0

slucaj | Ry (m) a;(m) by(m) Ny () Ry(m) ax(m) bp(m) N»() | z2(m)
1 0.1 0.1 0.1 100 0.3 0.1 0.1 100 0.2
2 0.5 1 1 1 0.5 1 1 1 1.001
3 0.0875 0.025 0.025 200 0.0875 0.025 0.025 200 0.06
4 0.2 0.2 0.2 500 0.6 0.2 0.2 500 0
5(a) | 0.0287 0.022 0.0302 10  0.0287 0.022 0.0302 10 | 0.03021
5() | 0.0287 0.022 0.0302 10 0.0287 0.022 0.0302 10 0.04
5(c) | 0.0287 0.022 0.0302 10  0.0287 0.022 0.0302 10 0.065
6 0.1 0.1 0.1 100 0.1 0.1 0.1 100 0.2
7 1.2 0.05 0.25 100 1 0.05 0.2 10 0.525

Tablica 3: Usporedba rezultata izraCuna meduindukcije u sluéaju zajednicke z-osi, podaci iz tablice 2,

faktor preciznosti 5.0, vrijeme racunanja je manje od 0.2 milisekunde (Racunalo A Win10)

slucaj M; 121z [7] M 12 nas pristup apsolutna relativna pogreska
1 0.8454457615296840 mH | 0.8454457615296840 mH 0.0
2 0.539456018627887 ptH | 0.5394558463523180 pH 3.19E-07
3 3.737280536931003 mH | 3.737280536931000 mH 8.03E-16
4 70.77152436821374 mH | 70.77152436821373 mH 1.41E-16
5(a) 3.108645299521619 nH 3.108644959497476 nH 1.09E-07
5(b) 2.117124447694834 nH 2.117124447694834 nH 0.0
5(c) | 0.9163970216044788 uH | 0.9163970216044781 nH 7.64E-16
6 0.4920371955116460 mH | 0.4920371955116457 mH 6.10E-16
7 1.309176459700494 mH | 1.309176459700493 mH 7.638E-16
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U tablici 3 moZemo vidjeti da se rezultati naSeg pristupa izvrsno slazu s onima iz [7] u ve€ini testiranih
slucajeva te da se odstupanja pojavljuju kad su zavojnice jako blizu jedna drugoj. Preciznost se dalje
moZe poboljsati koriStenjem veceg faktora preciznosti, no odabrani je dobra kombinacija preciznosti i
brzine. U dodatnom testiranju vidjeli smo da ¢ak i faktor preciznosti 1.0 moZe dati razumne rezultate s
pogreskama od 1.43E-5 do 1.04E-15 u otprilike 0.04 ms (milisekundi). Dakle u slucajevima u kojima
su zavojnice nesto udaljenije ve¢ niski faktori preciznosti omogucavaju vrlo precizan izracun zbog brze
konvergencije.

Bududi da je broj inkremenata konstantan za zadani faktor preciznosti, o¢ekujemo da ¢ée vremena
izvodenja biti sli¢na bez obzira na raspored i dimenzije zavojnica. Mala odstupanja mogu se pojaviti zbog
prekoracenja broja inkremenata uzrokovanih algoritmom za balansiranje broja inkremenata te razlika u
performansama metode za izracun potencijala koje se mogu vidjeti na grafu 4. Rezultati su prikazani u
tablici 4. VaZno je uociti da broj koriStenih dretvi nije fiksan ve¢ se mijenja ovisno o procesoru i metodi.
Prilikom testiranja je odluc¢eno da se koristi najveéi broj dretvi koji donosi konzistentno pobolj$anje
performansi na danome sustavu.

Razumna preciznost (greska reda 10~7) mozZe se postiéi u 0.2 ms na ra¢unalu A, dok pristup prikazan
u [7] navodi vrijeme izvodenja od 30 ms. Kako je rad napisan 2014. godine, zaklju¢ujemo da bi na
modernom sustavu vrijeme izvodenja vjerojatno bilo dosta krace i iznosilo bliZze 10 ms. ViSedretvenost
ima malen utjecaj na performanse pri niZim faktorima preciznosti, a on raste kako se faktor preciznosti
povecava. Skaliranje performansi je dosta loSe i najbolje je na racunalu C koje ima samo 4 jezgre a
ostvaruje 3 puta veée performanse. Na operacijskom sustavu Ubuntu ova metoda je znatno brza nego na

Windowsu, do te mjere da paralelizacija ne donosi nikakvo unaprjedenje performansi.

Tablica 4: Brzine izvodenja za meduindukciju u slucaju zajednicke z-osi s obzirom na faktor preciznosti
na viSe razlicitih racunala i operacijskih sustava, slovo predstavlja koriSteno racunalo, a broj uz T broj

koristenih dretvi, sva vremena su u milisekundama

faktor A Windows A Ubuntu B Windows C Windows
inkrementi

preciznosti 1T 12T 1T 4T 1T 8T 1T 8T
1.0 1 000 0.039 0.022 | 0.014 0.019 | 0.057 0.040 | 0.075 0.044
2.0 2 000 0.076  0.033 | 0.028 0.026 | 0.111 0.059 | 0.128 0.068
3.0 4 000 0.160 0.053 | 0.057 0.050 | 0.228 0.104 | 0.238 0.109
4.0 8 000 0.306 0.085 | 0.091 0.083 | 0.444 0.189 | 0.457 0.191
5.0 16 000 0.630 0.178 | 0.174 0.167 | 0913 0.333 | 0.925 0.390
6.0 32 000 1.252 0.343 | 0.349 0.303 | 1.811 0.705 | 1.849 0.683
7.0 64 000 2430 0.608 | 0.695 0.673 | 3.536 1.268 | 3.579 1.204
8.0 128000 | 4797 1.318 | 1.427 1.176 | 6.980 2.622 | 6.946 2.377
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5.3.2 Opdeniti slucaj

Sljedeci primjer, koji se ¢esto pronalazi u literaturi, su zavojnice koje leZe na paralelnim osima. Rad
[8] nudi mnogo primjera i prikazat ¢emo njih 20. Fokusiramo se na one koji za faktor preciznosti 5.0 daju
apsolutnu relativnu pogresku vecu od 0. Svi slucajevi iz [8] su testirani, a svi koji nisu prikazani ovdje
imaju relativnu pogresku 0 za faktor preciznosti vedi ili jednak 3.0. U skladu s njihovim primjerima,
srediSte prve zavojnice se nalazi u ishodiStu, a srediSte druge u xOz ravnini. Uz to, svi kutovi rotacije su

postavljeni na 0.

Tablica 5: Testni podatci za meduindukciju u slu¢aju paralelnih osi, preuzeti iz [§] te pretvoreni u veli¢ine

i koordinate koriStene za ovaj pristup: x1,y1, 21, y2 su postavljeni na 0

slucaj | Ry (m) a;(m) by (m) Ni() Ry(m) ax(m) bry(m) N»() | z2(m) x2(m)
1 0.1 0.1 0.65 1 0.3 0.1 0.36 1 0.005 0.01
2 0.1 0.1 2.5 1 0.3 0.1 04 1 0.25 0.05
3 0.1 0.1 2.2 1 0.3 0.1 0.5 1 0.35 0.08
4 0.1 0.1 1.8 1 0.3 0.1 0.3 1 0.15 0.1
5 0.1 0.1 1.5 1 0.3 0.1 1.5 1 0.0 0.02
6 0.1 0.1 04 1 0.3 0.1 0.27 1 0.035 1.2
7 0.1 0.1 1.2 1 0.3 0.1 0.7 1 0.25 2.2
8 0.1 0.1 1.3 1 0.4 0.1 1.5 1 1.0 0.05
9 04 0.1 2.2 1 0.1 0.1 1.7 1 1.15 0.02
10 04 0.1 2.1 1 0.1 0.1 1.0 1 0.55 0.15
11 0.1 0.1 2.8 1 0.4 0.1 2.8 1 0.0 0.12
12 0.2 0.2 1.3 1 0.3 0.2 0.9 1 2.2 0.15
13 0.2 0.1 0.3 1 0.7 0.8 0.15 1 0.025 0.2
14 0.1 0.2 0.2 1 0.9 0.4 0.13 1 0.015 0.3
15 0.6 0.1 0.3 1 0.9 0.5 0.2 1 0.05 0.1
16 0.4 0.2 0.4 1 1.0 0.2 0.3 1 0.05 0.2
17 0.7 0.2 3.2 1 1.1 0.1 3.0 1 0.0 2.7
18 0.2 0.2 1.7 1 0.3 0.2 0.6 1 1.15 1.6
19 0.5 0.2 2.7 1 0.9 04 2.4 1 0.05 2.4
20 0.3 0.2 1.4 1 0.4 0.2 0.8 1 0.3 1.5

Vedina pogresSaka rezultata u tablici 6 smanjuje se povecanjem faktora preciznosti te relativne pogre-
Ske padaju na vrijednosti ispod 1.32E-11, odnosno u vecini slucajeva iS¢eznu. Neki posebni slucajevi
imaju pored rezultata ,,(7)”. U 7. slucaju, dobili smo vrijednost to¢no dva puta manju od one koju su
autori dobili. U 20. slucaju se razlikuju tri znamenke: posljednje dvije (89 umjesto 90, ali postanu
iste na vecoj preciznosti) i 6. znacajna znamenka (1 umjesto 7). Stoga je razumno pretpostaviti da se
radi o pogreSci unosa podataka. Za 8. slu¢aj nemamo dobro objasnjenje, vjerojatno je neki parametar

pogre$no upisan. Mogude je da smo pogresno pretvorili dimenzije, ali nakon mnogo provjera pogreska
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nije pronadena.

Tablica 6: Usporedba rezultata izra¢una meduindukcije u slu€aju paralelnih osi, podaci iz tablice 5,

faktor preciznosti 5.0, vrijeme racunanja je 4.5 milisekunde (Racunalo A Win10)

slucaj

M, (nH) iz [3]

M1, (nH) ovog

pristupa

apsolutna relativna pogreSka

O 00 39 O Lt A W N =

[N I e e e e e e
S O 0 N N Lt AW N = O

95.153726129186
35.306858110658
39.227167276179
47.500980052677
49.154516729840
-1.731092052113
-0.455473787425
24.40371190625
19.377233946763
35.677454532503
28.224715973988
3.290633000207
124.431891194311
84.962100847746
849.545393862007
496.558909768082
-25.207800573761
-0.396557065745
-20.342933936402
-8.583874278590

95.153726129186
35.306858110658
39.227167276028
47.500980078214
49.154516729848
-1.731092052113
-0.227736893712
19.996924468515
19.377233946175
35.677454532502
28.224715973976
3.290633000207
124.431891194311
84.962100847746
849.545393862005
496.558909768083
-25.207800573761
-0.396557065745
-20.342933936402
-8.583814278589

6.99E-06 (?)

0.0
0.0
3.85E-12
5.37E-10
1.63E-13
0.0
0.500 (?)
0.181 (?)
3.03E-11
2.80E-14
4.25E-13
0.0
0.0
0.0
2.35E-15
2.01E-15
0.0
0.0
0.0

Tablica 7: Brzine izvodenja za opéenite slu¢ajeve meduindukcije s obzirom na faktor preciznosti na vise

racunala i operacijskih sustava, slovo oznacava koriSteno rac¢unalo, a broj uz T broj koriStenih dretvi, sva

vremena su u milisekundama

faktor _ | A Windows A Ubuntu B Windows C Windows
preciznosti  XEMeNt | or L or 21 | AT 12T | IT 8T

1.0 100 000 0.636 0.116 | 0.587 0.113 | 1.269 0.201 | 1.101 0.390

2.0 200 000 1.390 0.226 | 1.160 0.200 | 2.714 0.346 | 2.251 0.785

3.0 400 000 2315 0384 | 2.023 0.334 | 4711 0.540 | 3.835 1.413

4.0 800 000 4.034 0.679 | 3.892 0.637 | 8.477 0.965 | 6.843 2.436

5.0 1600000 | 8.666 1.372 | 7.938 1.261 | 18.31 1.863 | 14.72 4.889

6.0 3200000 | 1496 2.369 | 14.00 2.220 | 32.28 3.082 | 2491 7.808

7.0 6400 000 | 30.50 4.727 | 29.00 4.492 | 66.22 6.241 | 51.96 14.46

8.0 12 800 000 | 52.97 8.042 | 53.58 8.453 | 1169 10.75 | 89.88 25.07
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Podatci za performanse mogu se vidjeti u tablici 7. U kontekstu nase metode sluc¢aj paralelnih osi
je programski ostvaren jednako kao opceniti slucaj. Stoga performanse koje su prikazane u tablici 7
su zapravo performanse u opcenitom sluc¢aju. Ovo je vaZno jer opisana metoda za izracun u slucaju
paralelnih osi ima vremena izvodenja od 30-ak ms do otprilike 4 sekunde, ovisno o tome kakav je
medusobni poloZaj zavojnica. Razlog leZi u Cinjenici da metoda [8] ima dva slucaja, brzi slucaj za
odredene konfiguracije i sporiji slucaj koji se temelji na poboljSanju pristupa prikazanog u radu [4]. Nas
pristup pokazuje odli¢ne performanse i vrlo dobro skaliranje performansi, pogotovo kod racunala B koje
je dobilo priliku pokazati da raspolaze sa 16 jezgara. Vrlo je zanimljivo da je ovo jedini slu¢aj u kojemu
je Ubuntu pokazao performanse malo losije od Windowsa. Ve¢ niZi faktori preciznosti daju vrlo precizne
rezultate s vremenima izrac¢una reda 1 ms.

Dalje se prikazuju rezultati iz rada [3] kako bismo demonstrirali moguénost obrade rotacije. Preciz-
nost podataka iz spomenutog rada je ogranicena, ali i dalje vrlo korisna. Bududi da je tanka zavojnica
zapravo skup navoja, srediSta svih navoja necée leZati na z-osi kada se zavojnica zarotira. To znaci da
istovremeno imamo slucaj rotacije i paralelnih osi, $to je po karakteru vrlo slicno opéenitom slucaju.
Rotacija opisana u [3] je zapisana s 6, - ovdje ¢emo promatrati samo jedan od jedanaest kutova. Ostali
¢e biti postavljeni na 0. Za neke testne slucajeve dani su precizni teoretski podaci. Usporedivat ¢emo
rezultate s tim podacima kad je to mogude, inace s rezultatima pristupa opisanog u radu. Bududi da je
vrijeme izracuna u ovim slucajevima vrlo kratko, za faktor preciznosti se odabire 8.0. Prije racunanja
relativnih pogreSaka, rezultate ¢emo zaokruZiti na jednak broj decimala kao u [3]. Takoder, kao i u tom

radu, srediSte prve zavojnice je ishodiste, a srediSte druge nalazi se na z-osi.

Tablica 8: Testni slucajevi meduindukcije s rotacijom oko paralelnih osi, preuzeti iz [3] te pretvoreni u

veli¢ine i koordinate koriStene za ovaj pristup: x1, ¥1, 21, X2 1 y2 postavljeni na 0

slu¢aj | Ry (m) a;(m) by (m) Ny () Rpy(m) ax(m) by(m) Np() | z2(m) cosbs ()
1 0.06 0.0 0.12 120 0.05 0.0 0.0 1 0.0 0.5
2 0.06 0.0 0.12 120 0.05 0.0 0.0 1 0.03 0.4
3 0.06 0.0 0.12 120 0.05 0.0 0.0 1 0.06 0.3
4 0.06 0.0 0.12 120 0.05 0.0 0.0 1 0.12 0.2
5 0.06 0.0 0.12 120 0.05 0.0 0.04 60 0.0 0.6
6 0.06 0.0 0.12 120 0.05 0.0 0.04 60 0.0 0.5
7 0.06 0.0 0.12 120 0.05 0.0 0.04 60 0.0 0.4
8 0.06 0.0 0.12 120 0.05 0.0 0.04 60 0.0 0.3
9 0.04 0.02 0.0 200  0.015 0.01 0.0 100 0.05 0.1
10 0.04 0.02 0.01 100 0.02 0.0 0.0 1 0.0 0.9
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Tablica 9: Usporedba rezultata izratuna meduindukcije s rotacijom oko paralelnih osi, podaci iz tablice

8, faktor preciznosti 8.0, vrijeme raunanja je uvijek manje od 1 milisekunde (Racunalo A Win10)

M, (uH) ove
slucaj | My, (nH) iz [] apsolutna relativna pogreska
metode

1 3.2871 3.28707633977599 0.0

2 2.3353 2.33528204096537 0.0

3 1.3053 1.30532695112295 0.0

4 0.2996 0.299637197170154 0.0

5 243.5900 243.589983113468 0.0

6 179.8060 179.806017611640 0.0

7 104.9544 104.954359808496 0.0

8 25.4067 25.4067374343466 0.0

9 12.0800 12.0800584796149 4.84E-06
10 1.4792 1.47918909915092 0.0

Rezultati u tablici 9 odli¢no se slaZu s onima iz [3]. Necemo detaljnije komentirati performanse jer
ovaj tip zavojnice nije fokus naseg rada. One ¢e ipak biti barem red veliine brze nego S$to je prikazano
u tablici 7. KoriStenje viSedretvenosti u ovim slu¢ajevima samo smanjuje performanse i opéenito se ne
preporuca ako primarna zavojnica nije pravokutna.

Posljednji dio testiranja ukljucuje dva potpuno opcenita slucaja koje smo uspjeli pronaci u literaturi,
aoni su iz [9]. Za razliku od prijasnjih slucajeva, ovi ukljucuju i rotaciju i pomak osi dviju pravokutnih
zavojnica. Preciznost izraCuna razmatra se detaljno za razlicite faktore preciznosti. Prikazat e se samo
relativne pogreske kako tablica ne bi zauzimala odviSe prostora. U [9], udaljenost izmedu srediSta
zavojnica je definirana preko cilindri¢nih koordinata, a pritom je jedna zavojnica nuzno u ishodistu.
Ovdje su umjesto cilindri¢nih parametara (z,r) uzete koordinate x i z. Opceniti slucaj karakteriziraju te
dvije udaljenosti i dva kuta rotacije. Ovo su zapravo relativni poloZaji dviju zavojnica. Cilj naSeg rada
je moguénost izracuna meduindukcije izmedu proizvoljnog broja zavojnica u proizvoljnim poloZajima
1 orijentacijama pa su poloZaj i orijentacija svake zavojnice definirani s 5 parametara. Zato se naSe
koordinate moraju prilagodavati dostupnim testnim podacima, a prilagodene koordinate su prikazane u

tablici 10.

Tablica 10: Opceniti slucajevi iz [9] pretvoreni u mjere i koordinate koriStene za ovaj pristup; x1, y1, 21

1y postavljeni na 0

Slucaj | Ry (m) a;(m) by(m) Ny () Ry(m) ax(m) by(m) Nr() | z2(m) x(m)
1 0.1 0.02 0.24 1200 0.04 0.01 0.06 1200 0.0 0.0
2 0.1 0.02 0.24 1200 0.04 0.01 0.06 1200 0.1 0.18
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Tablica 11: Rezultati primjene naseg pristupa na podacima iz tablice 10, decimalni brojevi u gornjem
retku predstavljaju faktore preciznosti, apsolutne relativne pogreske su prikazane za odredeni slucaj i kut

rotacije, ostala 3 kuta su postavljena na 0

slu¢aj cos6; 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0

1 1.0 | 1.7E-15 0.0 2.8E-16 2.8E-16 2.8E-16 2.8E-16 2.8E-16 2.8E-16
0.9 | 6.2E-16 6.2E-16 94E-16 3.1E-15 1.2E-15 0.0 1.2E-15 0.0
0.8 | 2.5E-15 3.9E-15 0.0 1.8E-15 3.5E-16 0.0 5.3E-15 3.9E-15
0.7 | 6.0E-15 6.0E-15 6.0E-15 6.0E-15 6.8E-15 4.8E-15 6.0E-15 3.6E-15
0.6 | 5.2E-15 3.8E-15 4.7E-15 28E-15 2.8E-15 2.8E-15 94E-16 5.2E-15
0.5 | 5.7E-15 3.4E-15 6.2E-15 5.1E-15 4.0E-15 4.0E-15 5.7E-15 6.2E-15
04 | 85E-15 5.0E-15 5.0E-15 5.7E-15 5.0E-15 5.0E-15 5.0E-15 4.2E-15
0.3 1.0E-14 4.7E-15 2.8E-15 4.7E-15 5.7E-15 1.9E-15 28E-15 1.9E-15
0.2 | 1.7E-14 9.2E-15 4.8E-15 6.1E-15 2.8E-15 5.8E-15 6.0E-15 4.7E-15
0.1 3.6E-14 2.6E-14 2.0E-14 1.9E-14 2.1E-14 109E-14 2.0E-14 1.5E-14
1.0 | 44E-11 4.0E-13 4.6E-14 1.1E-14 8.7E-15 1.2E-14 1.1E-14 8.2E-15
0.9 1.7E-11 8.5E-12 1.5E-14 6.5E-14 9.5E-15 1.1E-14 7.1E-15 3.9E-15
0.8 1.9E-10 6.0E-11 8&.3E-12 1.5E-12 2.0E-14 4.9E-15 609E-15 5.8E-15
0.7 1.5E-10 4.7E-11 5.3E-10 4.7E-12 8.3E-13 7.4E-13 69E-14 2.2E-14
0.6 | 1.4E-08 4.9E-09 34E-09 22E-10 9.1E-11 1.3E-14 4.2E-12 1.2E-13
0.5 1.6E-08 1.5E-09 1.6E-09 94E-11 3.2E-12 1.5E-12 4.2E-13 4.2E-14
04 | 83E-08 59E-09 509E-09 4.6E-10 9.5E-11 1.6E-11 2.2E-12 4.5E-13
0.3 | 7.0E-08 S5.7E-10 5.5E-10 3.5E-10 5.0E-12 1.2E-11 3.3E-12 2.6E-13
0.2 | 42E-08 1.1E-08 1.1E-08 5.6E-10 3.8E-11 1.3E-11 1.0E-12 1.3E-13
0.1 3.5E-08 9.2E-09 9.2E-09 5.1E-10 1.9E-11 7.2E-12 2.1E-12 8.3E-14

[NSTR \S T NS I (O R ST (S T S N S S S R T T o T R

Tablica 11 pokazuje jako dobro slaganje rezultata te se u mnogo slucajeva postiZe najbolja preciznost
od 15 znacajnih znamenaka. Ipak, u najzahtjevnijem slucaju, s velikim kutom rotacije, dio preciznosti
je izgubljen, ali je najveca pogreSka uvijek manja od 1E-07. Ako se faktor preciznosti postavi na 5.0,
osigurava se preciznost na 10 znacajnih znamenaka s viemenom racunanja od 1.3 do 5 milisekundi, ovisno
o koristenom racunalu. Ovo je veliko poboljSanje u usporedbi s vremenom izvodenja od 8 sekundi za 8
znacajnih znamenki prikazanim u radu [9]. Pritom je ostvarena veca ili jednaka preciznost jer metoda [9]
postiZe preciznost od 15 znacajnih znamenki tek kada je vrijeme izvodenja pribliZzno 10 minuta. Izracun
rezultata koriStenih za usporedbu trajao je izmedu 15 i 120 minuta. Faktori preciznosti ve¢i ili jednaki 8.0
neznatno povecavaju preciznost i potrebno im je viSe vremena. Ipak, vrijeme izracuna tada iznosi 8-25
milisekundi, odnosno performanse su i dalje dovoljno visoke da je koriStenje viSeg faktora preciznosti
opravdano, pogotovo ako su zavojnice vrlo blizu. Mogu se dobiti jo§ vece performanse koriStenjem
grafi¢ke kartice (vrijeme izrauna manje od 0.1 ms), no pogreske su tada uvijek reda 1076 ili 10,

Posljednji i najzahtjevniji slu¢aj koji e se razmotriti je izracun samoindukcije.
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5.3.3 Samoindukcija

Slucaj proracuna samoindukcije je sloZen i predstavlja rubni slucaj za odabranu numericku metodu
integracije. Naime, suma za meduindukciju pravokutne zavojnice (81) u srZi nije stabilna. Zahvaljujuéii
balansiranju inkremenata ipak funkcionira s ogranicenom preciznos$¢u za pravokutnu i tanku zavojnicu.
Kod plosnate zavojnice su pogreske reda 0.1 %, a samoindukciju beskonac¢no tanke petlje je nemoguce
izraCunati jer se analiti¢kim prora¢unom dobije da integral divergira. Uzeti su primjeri iz [4].

Kako je i pretpostavljeno, podaci za samoindukciju u ovim slucajevima pokazuju ogranicenja nase
metode. Pogreska manja od 0.01 % u mnogim je slucajevima prihvatljiva za aproksimaciju samoinduk-
cije. Konvergencija je prili€no spora, a pogreSka oscilira s porastom faktora preciznosti i zadrZava se
na priblizno 3E-07. Uz viSe inkremenata uvijek postaje manja od 0.001 %. Ipak, ne preporucujemo
koriStenje ove metode za samoindukciju ako je preciznost od velike vaznosti. Ovo je najgori slucaj
za ovaj pristup, ali takoder pokazuje da moZe tolerirati zavojnicu unutar zavojnice - mozemo racunati
potencijal unutar zavojnice, ali s ograni¢enom precizno$¢u. Performanse su dane u tablici 14. Metoda
nije paralelizirana jer se pokazalo da paralelizacija smanjuje performanse. Ovo omogucava KkoriStenje

relativno visokog faktora preciznosti uz brzo vrijeme izvodenja, svega 1.5 ms za faktor preciznosti 10.0.

Tablica 12: Slucajevi za samoindukciju iz [4], relativne dimenzije definirane u radu su @ = (R+a)/R i

B=b/(2R), odabranje R=0.1 m

slucaj | « B R(m) a(m) b(m) N
1 1.5 025 0.1 0.05 005 1
2 30 1.0 0.1 0.2 0.2 1
3 40 3.0 0.1 0.3 0.6 1
4 7.0 6.0 0.1 0.6 1.2 1
5 9.0 4.0 0.1 0.8 0.8 1

Tablica 13: Rezultati testiranja na podacima iz tablice 12 s dva faktora preciznosti: 5.01 10.0, vrijednosti

samoindukcije dane su u pH/m)

L/N’R L/N’R Aps. relativna  Aps. relativna
sludaj L/N*R

5.0 10.0 pogreSka 5.0  pogreska 10.0

1 2.8693034861 2.869339925 2.869304167 1.27E-05 2.37E-07

2 2.5330065469 2.533284451 2.533005576 1.10E-04 3.83E-07

3 1.9012957998 1.901393247 1.901295747 5.13E-05 2.77E-08

4 24472978794  2.447271850 2.447296959 1.06E-05 3.76E-07

5 4.2674017935 4.267334461 4.267385419 1.58E-05 3.74E-06
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Tablica 14: Brzina izvodenja za samoindukciju s obzirom na faktor preciznosti na vise razlicitih racunala
i operacijskih sustava, slovo predstavlja koriSteno racunalo, a broj uz T broj koriStenih dretvi, sva vremena

su u milisekundama

faktor preciznosti inkrementi | A Windows | A Ubuntu | B Windows | C Windows
1.0 1 000 0.0050 0.0049 0.0099 0.0097
2.0 2 000 0.0088 0.0087 0.0179 0.0173
3.0 4 000 0.0155 0.0162 0.0333 0.0296
4.0 8 000 0.0284 0.0302 0.0624 0.0537
5.0 16 000 0.0519 0.0567 0.1164 0.0966
6.0 32 000 0.0992 0.1070 0.2214 0.1853
7.0 64 000 0.2106 0.2230 0.4766 0.4179
8.0 128 000 0.4059 0.4312 0.9285 0.7278
9.0 256 000 0.7500 0.8269 1.7377 1.2220
10.0 512 000 1.4883 1.6342 3.4611 2.4883
11.0 1 024 000 3.1670 3.3768 7.2762 5.5088
12.0 2 048 000 5.9734 6.5103 13.865 9.7900

5.4 Silai zakretni moment

Testiranje metoda za Amperovu silu bit ¢e manje detaljno opisano zato $to su metode u srZi jednako
implementirane pa ako su one za meduindukciju vrlo precizne, razumno je pretpostaviti da su i one za
silu. Konvergencija je utvrdena na temelju slike na kraju odjeljka 5.2. Dodatno, nismo uspjeli pronaci
mnogo relevantne literature za generalni slucaj dviju pravokutnih zavojnica sto je donekle neobi¢no jer
poznavanje sile i zakretnog momenta izmedu dviju supravodljivih magneta moze biti vrlo korisno. U
naSem slucaju, silaizakretni moment se racunaju brZze od meduindukcije zato Sto je racunanje magnetskog
polja brze od racunanja vektorskog potencijala. Potencijal u implementaciji sadrZi logaritam koji znatno

usporava izvodenje kao $to je diskutirano u 4.2 te prikazano u odjeljku 5.2.

5.4.1 Sludaj zajednicke osi

Prvi test je racunanje sile izmedu dviju tankih i dviju plosnatih zavojnica. Slu¢ajevi su preuzeti iz
[12]. Bududi da su svi izracuni iznimno brzi, odabrali smo faktor preciznosti 8.0 za prikazane podatke.

Nas pristup ovdje jako dobro funkcionira - sila tankih zavojnica izracuna se u pribliZzno 0.02 ms, a
plosnatih u pribliZzno 0.3 ms (ra¢unalo A Win10). Tablica 16 pokazuje da se svi rezultati podudaraju. U
slucaju br. 2 zavojnice su jako blizu ($to smo spomenuli da je problemati¢no za ovu metodu) pa je bio

potreban faktor preciznosti 9.0 da bi rezultat dobro konvergirao.
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Tablica 15: Testni slucajevi za Amperovu silu u slucaju z-osi preuzeti iz [12], mjere i koordinate su

pretvorene u one koriStene u ovome pristupu, xi, y1, 21, X2 1 y2 su0

slu€aj | Ry (m) a;(m) by(m) Nili(A) Ry(m) ay(m) by(m) Nobr(A) 25 (m)
1 0.5 0.0 0.3 200 0.5 0.0 0.2 100 04
2 0.1 0.0 0.15 225 0.09 0.0 0.15 300 0.05
3 0.25 0.0 0.06 40 0.2 0.0 0.04 120 0.3
4 0.762 0.0832 0.0 73272 0.762  0.0832 0.0 73272 0.0468
5 0.16 0.12 0.0 1000 0.11 0.15 0.0 1000 0.05
6 0.12 0.11 0.0 1000 0.12 0.11 0.0 1000 0.02
7 0.1 0.0 0.2 100 0.2 0.2 0.0 100 0.6

Tablica 16: Rezultati pristupa na podacima iz tablice 15, faktor preciznosti je postavljen na 8.0, sila je

uvijek privla¢na (u smjeru negativne z-0si)

slucaj F; 121z [12] F, 12 ove metode apsolutna relativna pogreska

1 23.83657567265133 mN  23.83657567265137 mN 1.68E-15
2 45.80457156637387 mN  45.80457156637362 mN 5.46E-15
3 1.869154790142725 mN  1.869154790142795 mN 3.75E-14
4 1.050694343958323 N 1.050694343958318 N 4.76E-15
5 2.586692824396309 N 2.586692824396240 N 2.67E-14
6 4.1507739 N 4.150773923097935 N 0.0

7 0.23120076 mN 0.2312007588282652 mN 0.0

Detaljnija analiza performansi za silu izmedu dvije pravokutne zavojnice na istoj osi moZe se vidjeti
u tablici 17. Svako uklanjanje sloja integracije poboljSava performanse za red veli¢ine. Vidimo da je ova
metoda nesto sporija od one za meduindukciju u slucaju zajecnicke osi, no valja imati na umu da ima

jedan sloj integracije vise. KoriStenje viSedretvenosti je djelotvorno, ali samo pri manjem broju dretvi.

Tablica 17: Brzine izvodenja za Amperovu silu u slucaju zajednicke osi s obzirom na faktor preciznosti
na viSe racunala i operacijskih sustava, slovo oznaCava koriSteno racunalo, a broj uz T broj koriStenih

dretvi, sva vremena su u milisekundama

faktor ) | A Windows A Ubuntu B Windows C Windows
preciznosti RNt | er L yr er | T 8T | AT 8T
1.0 10 000 0.028 0.015 | 0.022 0.014 | 0.044 0.032 | 0.053 0.039
2.0 20 000 0.055 0.020 | 0.043 0.018 | 0.094 0.040 | 0.105 0.054
3.0 40 000 0.115 0.031 | 0.093 0.026 | 0.213 0.059 | 0.222 0.096
4.0 80 000 0.263  0.060 | 0.220 0.051 | 0.500 0.096 | 0.521 0.179
5.0 160000 | 0.559 0.110 | 0.512 0.104 | 1.159 0.189 | 1.119 0.384
6.0 320000 | 1.332 0.248 | 1.240 0.395 | 2.800 0.404 | 2.676 0.748
7.0 640000 | 3.496 0.652 | 3.210 0.632 | 6.923 0.957 | 7.143 1.988
8.0 1280000 | 8.186 1.557 | 7.640 1.353 | 16.58 2.231 | 16.48 4.302
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5.4.2 Opdeniti slucaj

Sada éemo proéi kroz generalni slucaj dviju petlji u proizvoljnim pozicijama. Ovaj slu¢aj nije
pogodan za na$§ pristup, kao §to je prije spomenuto, te predvidamo probleme zbog odabrane metode
integracije kada su petlje vrlo blizu jedna drugoj - najmanja udaljenost izmedu petlji je znatno manja od
njihovih radijusa. Testovi su preuzeti iz [14], a od 10 zasebnih primjera prikazanih u radu, prikazano je
7 koji pokrivaju opéeniti slucaj. U radu [14] se pretpostavlja da jedna petlja leZi u ravnini xOy a druga u
ravnini zadanoj jednadzbom Ax + By + Cz+ D = 0. Kako mi ne koristimo ovakvu definiciju orijentacije
i poloZaja, pretvorit ¢emo ju u pripadne kutove preko formula tan6, = VA2 +B? /C i tani, = B/A.
Bududi da je izvodenje u slu¢aju dviju petlji iznimno brzo, odabran je faktor preciznosti 8.0. Preracunate
vrijednosti su dane u tablici 18. Tablica 19 pokazuje izvrsno slaganje rezultata uz zanemarive relativne
pogreske.

Vazno je napomenuti da metoda prikazana u ovome radu demonstrira vrlo impresivnu preciznost u
slu¢ajevima u kojima nas$ pristup jednostavno ne konvergira. U radu [14] prikazano je jo$ testova koje
ovdje ne razmatramo, no valja napomenuti da u testu u kojemu su dvije petlje medusobno razmaknute za
10~!8 m (tisuéinu debljine protona), na§ pristup ne konvergira bez obzira koji faktor preciznosti odabrali.
Radi se o ograni¢enju metode koje je u ovom slu¢aju zorno prikazano. Opcenito, taj test nas je potaknuo
da formuliramo koliko zavojnice moraju biti razmaknute da bi nasa metoda brzo konvergirala. Utvrdeno
je da je najmanji prihvatljivi razmak jednak pribliZzno desetini radijusa petlje. Kod pravokutnih zavojnica
ovoga ograni¢enja nema dokle god jedna zavojnica nije unutar druge, a vrijedi jednako za meduindukciju,
silu i zakretni moment, u slucaju z-osi ili opéenito. Preciznost je pritom uvijek bolja od 107, Najlogija
preciznost dobila se u slu¢aju dvije vrlo tanke zavojnice (debljina 1000 puta vec¢a od duljine) koje se
dodiruju i nisu na istoj osi (pogreska reda 107>). Valja napomenuti da se konvergencija ne postiZe u jo$
dva rubna slucaja: dvije tanke zavojnice jedna unutar druge od kojih jedna ima neznatno manji radijus
od druge i dvije plosnate zavojnice kojima je razmak zanemariv. 1z tablice 19 i prethodnih testova jasno
se vidi da ¢im su zavojnice dostatno razmaknute, metode pokazuju vrlo brzu konvergenciju i postiZu
punu preciznost od 15 znacajnih znamenaka. Navedeni nedostatci pristupa su neizbjezni i potje¢u od
znatnog koristenja numericke integracije. Vrlo visoka preciznost u rubnim sluc¢ajevima je zamijenjena za
veliku brzinu izvodenja. Prikladno je napomenuti da u rubnim slu¢ajevima ne poStujemo pretpostavke
modela definirane u uvodu 1 te da bi vjerojatno nesavrSenost zavojnica i nezanemarive dimenzije navoja
rezultirale znatno ve¢im pogreSkama.

Tablica 20 prikazuje brzine izvodenja za opceniti slucaj za silu i veée su od brzina za meduindukciju.

IzraCuni dobre preciznosti mogu se dobiti u nekoliko milisekundi. Skaliranje performansi je vrlo dobro.

64



D. Dobrota, N. Socec, L. Vrabac

5.4 Sila i zakretni moment

Tablica 18: Opceniti sluc¢aj za Amperovu silu izmedu dvije petlje, podatci iz [ 14] su pretvoreni u mjere i

koordinate koriStene u na§emu pristupu, debljina i duljina obje zavojnice je 0, x1, y1, 1 z; su 0, primarna

zavojnica ima sve kutove rotacije jednake 0)

slucaj | Ry (m) I1(A) Ry(m) L (A) | xx(m) yx(m) zp(m) tan6, () tand ()

1 0.2 1 0.1 1 0.1 0.1 0.1 V2 1.0
2 0.4 1 0.05 1 0.1 0.15 0.0 V12 2/3
3 0.9 1 0.6 1 0.3 0.2 0.5 V2 1.0
4 0.005 1 0.001 1 0.003 0.001 0.0005 V2.5 1/3
5 0.3 1 0.3 -1 0.1 0.3 0.2 V5 2.0
6 1.0 1 0.5 1 1.0 2.0 3.0 00 0.0
7 1.0 1 0.5 1 2.0 2.0 2.0 00 00

Tablica 19: Rezultati pristupa na podacima iz tablice 18, faktor preciznosti 8.0

apsolutna relativna

slucaj Fip iz [14] F1> ovog pristupa
pogreska
x | -0.1080729656128444 yN  -0.1080729656128443 uN 9.25E-16
1|y | -0.1080729656128444 uN  -0.1080729656128432 uN 1.11E-14
z | -1.407372060313650 uN -1.407372060313623 uN 1.92E-14
by 4.171776672650815 nN 4.171776672650817 nN 4.79E-16
2|y 6.523855691357912 nN 6.523855691357856 nN 8.58E-15
z 27.71549975211961 nN 27.71549975211960 nN 3.61E-16
x | 0.5228604018646984 nN 0.5228604018646962 1N 4.21E-15
3|y | 0.4983356050923922 uN 0.4983356050923907 pN 3.01E-15
z | -0.6364927281992902 uN  -0.6364927281992890 pN 1.89E-15
x | 0.1370009982312461 puN 0.1370009982312457 uN 2.92E-15
4 | y | 0.04566699941041536 pN  0.04566699941041518 pN 3.94E-15
z | 0.09856738399856347 utN  0.09856738399856331 nN 1.62E-15
x | 0.2292455704933025 pN 0.2292455704933022 pN 1.31E-15
51y | -0.5621415690326643 uN  -0.5621415690326637 uN 1.07E-15
z | -0.09249247340323912 ptN  -0.09249247340323904 nN 8.65E-16
by 1.939241379554508 nN 1.939241379554505 nN 1.55E-15
6|y | -1.861181718234281 nN -1.861181718234280 nN 5.37E-16
z -2.202382194552672 nN -2.20238219455267 nN 9.08E-16
x | -4.901398177052367 nN -4.901398177052338 nN 5.92E-15
71y | -1.984872313200162 nN -1.984872313200134 nN 1.41E-14
Z -2.582265710169297 nN -2.582265710169337 nN 1.55E-14
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Tablica 20: Brzine izvodenja za opceniti slucaj sile i zakretnog momenta s obzirom na faktor preciznosti
prikazan na viSe racunala i operacijskih sustava, slovo oznacava koriSteno racunalo, a broj uz T broj

korisStenih dretvi, sva vremena su u milisekundama

faktor ) ) A Windows A Ubuntu B Windows C Windows
preciznosti Kement | yp o | 4T 12T | 1T 12T | IT 8T

1.0 100000 | 0.433 0.102 | 0.337 0.093 | 0.753 0.178 | 0.794 0.300

2.0 200000 | 0.875 0.167 | 0.630 0.148 | 1.439 0.276 | 1.594 0.560

3.0 400 000 1.446 0.266 | 1.029 0.225 | 2.500 0.415 | 2.644 0914

4.0 800000 | 2.442 0473 | 1.992 0407 | 4526 0.641 | 4.604 1.431

5.0 1600000 | 5.122 0.871 | 3.950 0.759 | 9.371 1.163 | 9.897 2.950

6.0 3200000 | 8707 1.515 | 6.844 1.283 | 16.23 1.894 | 16.84 5.051

7.0 6400000 | 17.32 3.060 | 14.10 2.561 | 32.77 3.599 | 34.49 9.354

8.0 12 800 000 | 29.49 4.896 | 26.58 4.698 | 58.61 6.620 | 57.09 15.38

PronalaZzenje testnih slucajeva za potpuno opceniti slucaj bilo je teSko, ali uspjeli smo ih pronadi u
radovima [13] i [15]. Potonji je zanimljiviji jer sadrzi slucajeve i za silu i za zakretni moment. Radi
se o tri supravodljive zavojnice za koje se utvrduju sile i zakretni momenti u sluc¢aju malih pomaka
po zajednickoj osi, malih pomaka izmedu zajednickih paralelnih osi i malih promjena kuta izmedu
zajednickih osi. Koristit éemo faktor preciznosti 8.0 jer preciznost izra¢una u [14] nije iznimno velika s
ocekivanom razlikom reda 0.01% i vise. Rezultate ¢emo dati na 15 znacajnih znamenaka jer je to najveca
teoretska preciznost za ovaj pristup. Razliditi testni slucajevi iz rada stavljeni su u jednu tablicu. Nece se
prikazati sve kombinacije jer bi tablica bila prevelika. Dovoljno mali brojevi (manji od 10~1°) zaokruzeni

su na 0. Svi smjerovi sila i zakretnih momenata dani su onako kako se vide izvan koordinatnog sustava.

Tablica 21: Tri slucaja supravodljivih zavojnica preuzeta iz [15] i pretvorena u mjere i koordinate

koriStene za ovaj pristup, prve dvije zavojnice su nepomicne - treca se pomice, dimenzije su u metrima

zavojnica | R (m) a (m) bm) NO [I(A) X y Z 0 )
1 0.168 0.0285 0552 1890 725 | 0.0 00 00 00 0.0
2 0.1965 0.04365 0.552 3792 725 | 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
3 0.0602 0.0728 0.5292 126 16500 varijabilno

Iz tablice 22 moZemo zakljuditi da se svi rezultati slazu. Mala vrijednost 5.90E-10 N mozZe se
interpretirati kao apsolutna pogreska i time ukazuje da je i relativna pogreska malena. Pri racunanju
pogreSaka, vrijednosti su zaokruZene na jednak broj znacajnih znamenaka. Pogreska ve¢inom iznosi
priblizno 0.13% Sto je znatno vece od 0.01% koliko tvrdi autor rada [15]. Autor rada je objasnio da je
odabrao zadanu preciznost zato Sto proizvodi greske reda 0.01%, no kao $to se vidi iz ove usporedbe,
pogreska njegovog pristupa je bila podcijenjena. Celije oznacene s (-) nisu prisutne u [15], no ovdje su

dodane zbog potpunosti. Zaklju¢ujemo da su svi izrazi precizni unutar ograni¢enja modela.
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Tablica 22: Rezultati naSeg pristupa na podacima iz tablice 21, prikazana je sila koju zavojnica 1 i
zavojnica 2 stvaraju na zavojnici 3, pozicija zavojnice 3 se moZe mijenjati, faktor preciznosti je 8.0,

pomaci su dani u milimetrima, kutovi u stupnjevima, neki predznaci su promijenjeni radi konzistentnosti

. Rezultat iz apsolutna relativna
Parametri slucaja [15] Rezultat ove metode pogreska
1: F,(N) 0 -7.24E-10 0.0
x3=0 Fy (N) 6012 6004.41942497219 1.33E-03
y3=2 F; (N) 0 0.0 0.0
z3=0 T, (Nm) - 0.0 -
03=0° | T, (Nm) - 0.0 -
P =0° | T, (Nm) - 0.0 -

2: Fy (N) 0 -7.50E-10 0.0
x3=0 Fy, (N) 6011 6004.01409121734 1.16E-03
y3=2 F, (N) -6012 -6004.68954391638 1.16E-03
zz=1 T, (Nm) - -4.78210752786357 -
63=0° | T, (Nm) - 0.0 -
$3=0° | T, (Nm) - 0.0 -

3: F,(N) 0 -5.78E-10 0.0
x3=0 Fy (N) 6008 6000.77380059494 1.17E-03
y3=2 F,(N) 18033 -18010.8256986322 1.22E-03
z3=3 T, (Nm) - -14.3279132416142 -
03=0° | T, (Nm) - 0.0 -

P93 =0° | T, (Nm) - 0.0 -

4: Fy (N) 0 -7.56E-10 0.0
x3=0 Fy, (N) 12023 12008.0252060256 1.25E-03
y3=4 F,(N) -12028 -12013.4329524184 1.25E-03
73=2 T, (Nm) - -19.1468483177684 -
63=0° | T, (Nm) - 0.0 -
$3=0° | T, (Nm) - 0.0 -

5: F,(N) 0 -5.58E-10 0.0
x3=0 Fy (N) 12013 11998.2980105876 1.25E-03
y3=4 F, (N) -24050 -24020.364174005 1.25E-03
z3=4 T, (Nm) - -38.2197734078408 -
03=0° | T, (Nm) - 0.0 -

P =0° | T, (Nm) - 0.0 -

6: Fy (N) 3006.0 3002.28321703283 1.23E-03
x3=1 Fy, (N) -43.00 -41.9145257595907 0.0253
y3=0 F,(N) -6013.0 -6006.52090590201 1.08E-03
zz=1 T, (Nm) | -2138.2 -2137.42208461393 3.74E-04
63=1° | T, (Nm) 2.4630 2.40128157271086 0.0251

3 =270° | T, (Nm) 0.0430 0.0419145257644353 2.56E-03

7: F,(N) 3006.1 3002.32375130920 1.26E-03
x3=1 Fy (N) 2964.6 2961.98718511205 8.77E-04
yz3=1 F,(N) -6057.1 -6048.62973912744 1.40E-03
z3=1 T, (Nm) | -21384 -2139.73178025414 6.08E-04
63=1° | T, (Nm) 2.3755 2.31088032980234 0.0272

%3 =270° | T; (Nm) 0.0414 0.0403365661995316 0.0266

8: F, (N) - 5.90E-10 -
x3=0 Fy (N) - 0.0 -
y3=0 F,(N) - 1.24E-09 -
23=0 T, (Nm) | -11020.3 -11005.9323137128 1.31E-03
63=5° | Ty, (Nm) - 0.0 -

3 =270° | T, (Nm) - 0.0 -
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5.5 Dodatne moguénosti

Na kraju ovog poglavlja prikladno je jo§ kratko komentirati neke testove koji su provedeni a nisu
eksplicitno prikazani. Performanse MTD pristupa nisu detaljno diskutirane no dostatno je reci da
je ponaSanje jednako kao kod metoda za izracun polja kod velikog broja tocaka. Posebno veliko
unaprjedenje vidi se kod metoda za izracun velikog broja konfiguracija zavojnica. Na slici 22 prikazan
je iznos meduindukcije za razlicite relativne poloZaje dviju zavojnica. Dimenzije zavojnica su preuzete
iz [11], rezolucija slike je 300x300, dakle 90 000 konfiguracija, a vrijeme izracuna iznosi svega 6 minuta
na racunalu B. U slucaju da su zavojnice znatno udaljene moguce je izraCunati vektor magnetskog
momenta sekundarne zavojnice te s precizno$éu reda 0.1 % odrediti silu i zakreni moment. Nismo jo§
prikazali slucajeve koristenja razreda CoilGroup koji omogucéava brze izracune kod koristenja velikog
broja zavojnica - recimo prikaz magnetskog polja toroidne zavojnice koja je modelirana kao skup petlji.

Naprednija hardverska akceleracija metoda ove klase je zanimljiv predmet buduceg rada.
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Slika 22: Prikaz vrijednosti meduindukcije (1H) dviju zavojnica dimenzija R; = R, = 0.01022 m,
ay=a>=0.011m, b; = by =0.0022, a broj navoja N; = N, =20, prva zavojnica je u ishodistu, a drugoj

je y2 = 0 dok x-os odreduje z», a y-os odreduje x; u vektoru poloZaja, svi kutovi rotacije su 0
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6 Zakljucak i daljnji rad

U ovome radu je prikazan novi pristup izra¢una vektorskog potencijala, magnetskog poljai gradijenta
magnetskog polja u slucaju kruzne zavojnice te primjena navedenog pristupa na izracun interakcije parova
kruZnih zavojnica u obliku meduindukcije, sile i zakretnog momenta. Za razliku od ostalih metoda
pronadenih u znanstvenoj literaturi, nas pristup temelji se na koristenju $to jednostavnijih izraza s ciljem
poboljSanja performansi i implementacije pristupa u kontekstu viSedretvenosti i hardverske akceleracije.
Pristup je osmisljen u prvome redu za kruZne zavojnice pravokutnoga presjeka, dok su ostala 3 slucaja,
petlja, tanka zavojnica i plosnata zavojnica, uklju¢ena zbog dodatne pogodnosti kod koriStenja i lakse
usporedbe pristupa s trenutnom znanstvenom literaturom. Za navedena 3 slucaja postoje brojne metode
razvijene specificno za njih koje pokazuju znatno bolja svojstva u rubnim slu€ajevima poput malog
razmaka. Nas pristup je implementiran u programskom jeziku C++ uz Python modul koji je omotac oko
C++ koda. Ovo je jos jedna posebnost naseg pristupa jer u ostalim radovima ili implementacijski detalji
nisu dostupni ili je metoda implementirana u viSim programskim jezicima poput platforme MatLab ili
sustava Wolfram Mathematica.

Kako je cilj izbjeci koristenje velikog broja kompliciranih funkcija, trostruki integrali koji se pojav-
ljuju pri raspisu izraza za polja pravokutne zavojnice kruznog presjeka ne mogu se znatno pojednostaviti
pa se pristup ekstenzivno oslanja ne Gauss-Legendre metodu numericke integracije. Reduciran je jedan
sloj integracije po duljini zavojnice Sto dovodi do podjele metoda za izracun polja na brze metode,
primjenjive na tanku i pravokutnu zavojnicu, te spore metode, primjenjive na plosnatu zavojnicu i petlju.
Performanse ovih metoda su opseZno testirane te je utvrdeno da su implementirane na vrlo efikasan nacin
koji moZe potpuno opteretiti moderni viSejezgreni procesor. Za ostvarenje visokih performansi pristup
se primarno pouzdaje u AVX?2 instrukcije, optimizacije C++ prevoditelja te korisStenje viSedretvenosti.
Visedretvenost moZe poboljSati performanse proporcionalno broju koriStenih jezgara kada je opterecenje
dovoljno veliko. Moguce je izraCunati milijune vrijednosti polja svake sekunde. Pristup se takoder
pokazao pogodnim za hardversku akceleraciju te je prikazano da ve¢ osnovna implementacija moZe
poboljsati performanse za jedan red veliCine u usporedbi s potpuno opterecenim procesorom. Pritom je
vazno imati na umu da je preciznost smanjena. Testiranje je provedeno na 5 rac¢unala razli¢itih osobina
koja efektivno pokrivaju performanse procesora od 2013. godine do danas. Takoder su detaljno uspore-
divane performanse operacijskih sustava Windows 10 i Ubuntu 22.04 te je utvrdeno da Ubuntu pokazuje
bolje i konzistentnije performanse.

Metode za izraun vektorskog potencijala i magnetskog polja su zatim iskoriStene za direktan izracun
meduindukcije, sile i zakretnog momenta. Razlikuje se slucaj zajednicke osi i opceniti slucaj. Kako je u
opcéenitom slucaju potrebno provesti numericku integraciju nad ukupno 5 slojeva, razvijen je algoritam

za efikasnu raspodjelu fiksnog broja inkremenata izmedu tih 5 slojeva. Za izratun meduindukcije
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u slucaju zajednicke osi, napravljena je posebna metoda koja se koristi u slu€aju tanke zavojnice i
pravokutne zavojnice te osnovna metoda za slucaj tanke zavojnice i petlje. Performanse su otprilike dva
reda veli¢ina bolje od prijaSnjih metoda uz preciznost od 15 znacajnih znamenaka, osim u sluc¢ajevima
kada su dvije zavojnice jako blizu. Poseban slucaj je samoindukcija i za nju je takoder implementirana
posebna metoda. Konvergencija samoindukcije je dosta spora i ima slabiju preciznost reda 107 pa se ne
preporuca upotreba ako je potrebna velika preciznost. Opéenita metoda je vrlo precizna ako se zavojnice
ne dodiruju te moZe ostvariti punih 15 znacajnih znamenki preciznosti u manje od 10 milisekundi, dok je
najsli¢nijoj pronadenoj metodi potrebno nekoliko minuta. Sila i magnetski moment rijetko se analiziraju
u literaturi i pronaden je samo jedan rad koji se bavi opcenitim slucajem za dvije kruZne zavojnice
pravokutnog presjeka, ali s izraCunima niske preciznosti. Preciznost u slucaju zajednicke osi i petlji u
proizvoljnom poloZaju opet iznosi 15 znacajnih znamenki. Vrijeme izracuna sile i zakretnog momenta
nesto je krace od izracuna meduindukcije. Raspis gradijenta magnetskog polja nije pronaden u literaturi,
a ovdje je tretiran jednako kao magnetsko polje i potencijal. MoZe se koristiti kao aproksimacija sile na
udaljenu ili malenu zavojnicu te za izracun sile na Cesticu s dipolnim momentom.

Pristup opisan u ovom radu pokazao se iznimno brzim i preciznim u veéini slu¢ajeva. Performanse
metoda za izracun polja su dostatne za brz izracun vrijednosti polja u cijelom 3D prostoru, pogotovo ako
se koristi graficka akceleracija. Velika brzina ovih metoda takoder omogucava brz izracun interakcije
zavojnica u slucaju varijacije parametara, poput prikaza vrijednosti meduindukcije kod razli¢itih pros-
tornih konfiguracija. Sve opisane metode rade i na sustavima od viSe zavojnica te su implementirane u
sveobuhvatnom okviru koji se moZe koristiti iz programskog jezika viSe razine, poput Pythona.

Predstavljeni pristup pokazuje mo¢ koriStenja hardvera kojeg imamo na raspolaganju u moderno
vrijeme, a pogotovo je zanimljivo iskoriStenje potencijala grafi¢ke kartice. U buduéem radu éemo se
baviti efikasnijim koriStenjem graficke kartice te primjenom opisane paradigme na druge probleme iz
ovoga podrucja. Takoder je vazno detaljnije promotriti izraze polja u slucaju da je moguce reducirati jos
jedan sloj integracije uz implementaciju neke posebne funkcije. U planu je takoder proSirenje programske

potpore na platformu MatLab kako bi metoda bila pristupna jo§ veCem broju inZinjera.
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7 Sazetak - Abstract

Hrvatska inacica - sazetak:

Opdeniti pristup za paralelizirani izracun polja kruZnih zavojnica pravokutnog presjeka

Davor Dobrota, Nikola SoCec, Lara Vrabac

Vedina literature u podrucju istraZivanja kruZnih zavojnica temelji se na smanjenju broja slojeva
integracije te koriStenju programskih jezika visoke razine poput programske platforme MatLab i Wol-
fram Mathematica sustava. Stoga je cilj ovoga rada prikazati alternativni pristup izracunu vektorskog
potencijala, magnetskog polja i gradijenta magnetskog polja u slu¢aju kruzZnih zavojnica. Pristup je teme-
ljen na Gauss-Legendre kvadraturi za numericku integraciju, a naglasak je na efikasnoj implementaciji
metoda za izracun polja s ciljem ostvarenja visokih performansi. Pristup je pogodan za paralelizaciju i
hardversku akceleraciju. KoriStenje paralelizacije omoguéava izracun viSe od milijun vrijednosti polja
svake sekunde, a u slucaju koriStenja hardverske akceleracije izracunava se i preko dvadeset milijuna
vrijednosti po sekundi. Navedeno omogucava brz izraCun meduindukcije, sile i zakretnog momenta
izmedu dvije ili viSe kruZnih zavojnica u proizvoljnom poloZaju i orijentaciji. Za efikasno koriStenje
racunalnih resursa osmisljen je algoritam za automatsku optimizaciju preciznosti numericke integracije.
Rezultat je brz, precizan i opcenit pristup koji se odli¢no slaZe s rezultatima drugih objavljenih radova
uz dva do tri reda veli¢ine kraée vrijeme izvodenja. Puna preciznost od petnaest znacajnih znamenaka
ostvariva je u vecini slucajeva. Pristup je implementiran u programskom jeziku C++ uz pripadni omotac

koji omogucava koriStenje iz programskog jezika Python.

Kljucne rijeci:

kruZna zavojnica, magnetsko polje, meduindukcija, paralelizacija, hardverska akceleracija
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English version - abstract:

General parallelized field calculation approach for circular coils with rectangular cross section

Davor Dobrota, Nikola SoCec, Lara Vrabac

Relevant literature on circular coils is primarily focused on decreasing the number of layers of
integration, and using high-level programming languages on platforms such as MatLab and Wolfram
Mathematica. The goal of this paper is to present an alternative to existing approaches for calculating
the magnetic vector potential, magnetic field, and magnetic field gradient of circular coils. The appro-
ach is based on the Gauss-Legendre quadrature for numerical integration with an emphasis on efficient
implementation and, consequently, high performance. It is suitable for parallelization and hardware
acceleration. Employing parallelization leads to more than a million field calculations each second,
while hardware acceleration increases this number to over twenty million. This enables fast calculations
of mutual inductance, force, and torque between two circular coils in an arbitrary arrangement. An
increment-balancing algorithm has been added to efficiently utilize available computational resources.
The result is a performant and accurate general approach which is in excellent agreement with previously
published methods. Peak precision of fifteen significant digits is attained in most cases. The method is
implemented in the C++ programming language with a dedicated interface to the Python programming

language.

Keywords:

circular coil, magnetic field, mutual inductance, parallelization, hardware acceleration
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