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Uvod

U 20. stolje¢u pojavljuje se potreba za za obradom razli¢itih vrsta signala, koji mogu
biti zvuk, slika, video, itd. Za njihov prijenos ili obradu je klju¢na njihova efikasna po-
hrana u racunalu. Prirodno se postavlja pitanje koliko se dobro neprekidni signal moze
aproksimirati konac¢nim brojem informacija. Pritom je ideja minimizirati broj podataka
iz kojih bi se i dalje mogao dovoljno precizno rekonstruirati originalni signal. Osim sig-
nala moguce je promatrati i transformacije koje prevode jedan signal u neki drugi, kao
Sto su npr. razni filtri ili modulacije frekvencija. Za njih je problem pohrane jos mnogo
slozeniji i slabo zastupljen u postojecoj literaturi.

Glavni pristup rjesenju spomenutog problema je prikaz signala, odnosno transformacije
signala, pomocu linearnih kombinacija odabranih bazi¢nih funkcija ili operatora. Pritom
se koeficijenti u zapisu racunaju kao integrali produkta signala s bazi¢nim funkcijama.
Ukoliko taj beskonac¢ni niz koeficijenata dovoljno brzo opada prema nuli, razumno je
ocekivati da ¢emo pohranom konacno mnogo tih koeficijenata moéi aproksimirati sig-
nal, odnosno transformaciju signala. Ovisno o zeljenoj preciznosti aproksimacije i o
mogucénostima pohrane podataka u racunalu, potrebne su nam bazi¢ne funkcije s brzo
opadajué¢im koeficijentima. Time je rjeSavanje problema analize signala svedeno na tra-
zenje bazi¢nih funkcija zeljenih svojstava.

Prije svega napomenimo da ovaj rad prvenstveno pripada podrucju teorijske matematike
pa glavni naglasak stavljamo na izvodenje egzaktnih teorema. Iz tog razloga prefere-

iramo strogi matematicki pojam funkcije kao apstrakciju raznorodnih signala, dok tran-



Uvod

sformacije signala egzaktno nazivamo operatori. Pohranu funkcija ili operatora naprosto
proucavamo u kontekstu njihove apstraktne dekompozicije. Radi toga dajemo pregled
iskljucivo postojece teorijske literature, s kojom na kraju usporedujemo rezultate na-
Seg istrazivanja. Ipak, zbog vrlo izglednih moguénosti primjene rezultata u konkretnoj
pohrani odredenog tipa operatora, svu teoriju potkrepljujemo brojim numerickim pri-
mjerima i simulacijama.

Jedno od ranijih rjesenja predlozio je Alfred Haar [5] uvodedéi baziéne funkcije koje se
po njemu nazivaju Haarovim funkcijama. Primjeri tih funkcija prikazani su na slici [I]

a njihova osnovna svojstva dat éemo u 3} poglavlju.
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Slika 1: Haarove funkcije.

Rijec¢ je o jednostavnim step funkcijama koje poprimaju najvise po tri razlicite vri-
jednosti. Takve funkcije najcesée, pa tako i u ovom radu, promatramo na dijadskim
kockama definiranim u [2} poglavlju. S takvim funkcijama jednostavno je racunati ko-
eficijente, buduci da se oni svode na integrale funkcija po vrlo specijalnim kockama.
Medutim, kako su Haarove funkcije prekidne (tj. imaju skokove), u slu¢aju neprekidnih
signala ne mozemo uvijek ocekivati dovoljno dobru aproksimaciju, sto smo ilustrirali u
primjerima [3.10]i [3.11]

Spomenuta poteskoca je povijesno dovela do ideje koristenja glatkih bazi¢nih funkcija
umjesto Haarovih funkcija. Pritom je prakti¢no zahtijevati da se te bazi¢ne funkcije

(kao i Haarove funkcije) takoder dobivaju translacijama i dilatacijama neke pocetne
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funkcije. Ukoliko je takav sistem ortonormirana baza od L*(R), nazivamo ga valicnom
bazom. FEgzistenciju takvih glatkih baza s kompaktnim nosac¢ima prva je dokazala In-
grid Daubechies. Iskaz tog rezultata navodimo u ovom radu kao teorem [6.5 a dokaz se
moze pronadi u [3]. Ovaj rezultat jedan je od kljuénih rezultata u teoriji vali¢a, odnosno
grani matematike koja se razvila s ciljem rjesavanja ovog i slicnih problema. Primjeri

Daubechiesinih funkcija prikazani su slikom

Slika 2: Daubechiesine funkcije.

Ovaj pristup se neko vrijeme smatrao rjesenjem problema analize signala i transfor-
macija signala, ali su nakon nekog vremena uocene poteskoce koje i dalje nisu rjesene.
Naime, za ovakve funkcije ne postoje eksplicitne formule, Sto znatno otezava odredivanje
koeficijenata, a Cak je i za numericku aproksimaciju potrebna znatno ve¢a vremenska
slozenost nego $to je pozeljno. Stoga se stvara potreba za konstrukcijom bazi¢nih sis-
tema funkcija koji ¢e zadrzati prednosti oba navedena pristupa.

Jedna prilicno nova ideja je promatranje Haarovih funkcija, ali ovoga puta na slucajno
pomaknutim dijadskim kockama. U ovisnosti o sluéajnim pomacima, takve prikaze
“uprosjecujemo” vjerojatnosnim modelom, ¢ime nastojimo izgladiti oStre rubove Ha-
arovih funkcija. Tim pristupom ocekujemo da slucajnost moze nadomjestiti glatko¢u
vali¢ne baze, a da je i dalje zadrzana jednostavnost racuna a Haarovim funkcijama. Ta
teza, koju ne nalazimo dovoljno naglasenu u postojecoj literaturi, bila je glavna motiva-

cija za nastanak ovog rada.
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Ideju uvodenja slucajnosti, odnosno teorije vjerojatnosti, u vali¢noj analizi prvi put su
iznijeli Nazarov, Treil i Volberg u [12], s tim da je nisu koristili za rjesavanje problema
dekompozicija funkcija i operatora. Tek je Hytonen nastojao primijeniti slucajne dijad-
ske kocke u tom problemu. U svom je ¢lanku [§] uspio dati potrebnu dekompoziciju i to
za klasu operatora koje nazivamo Calderdn-Zygmundovi operatori, a detaljno ¢emo ih
prouciti u . poglavlju. Ipak, ¢lanak [§] i njegova kasnija pojednostavljenja poput [7] se
nisu bavili mnogim tehnickim aspektima tog prikaza. S numeri¢kog aspekta postavlja
se pitanje ekonomicnosti reprezentacije u smislu brzine opadanja koeficijenata.

Kao jedan od glavnih doprinosa naseg rada je eksplicitno ocjenjivanje koeficijenata u
Hytonenovom prikazu. Osim toga, identificirat ¢emo sve ¢lanove koji se pojavljuju u spo-
menutoj dekompoziciji te istaknuti sve parametre o kojima ovise veli¢ine koeficijenata.
Nas dokaz Hytonenovog rezultata je kvantitativan, sto znaci da eksplicitno racunamo
ocjene na koeficijente i pripadne konstante, za koje se u [7] samo navodi da postoje.
Stovise, u . poglavlju detaljno i precizno izvodimo ocjene ¢ak i u posebnim slucajevima
koji se u tom ¢lanku ne navode, a zahtijevaju nesto drugaciji pristup.

Konacno, u [} poglavlju izvedene ocjene usporedujemo s ocjenama koje su Coifman i
Meyer [2] izveli za glatku valiénu bazu te zaklju¢ujemo da slucajnost doista jest do-
voljno dobra alternativa glatkoj vali¢noj bazi. Pritom takvom metodom dobivamo samo
neznatno sporiju brzinu opadanja koeficijenata, ali znatnu vremensku ustedu prilikom
racunanja. Na kraju, pomoc¢u programskog paketa Wolfram Mathematica [I8] racunamo
ocjene za Hilbertovu transformaciju, kao poseban slucaj operatora definiranog u [I} po-
glavlju. Na tom numerickom primjeru zaklju¢ujemo da je primjena slucajnih dijadskih
kocki poboljsanje u odnosu na standardne dijadske kocke, budué¢i da dobivamo znatno
bolje opadanje koeficijenata.

Navedimo jos kratki pregled materijala iznesenog u ovom radu.

e U [I] poglavlju smo u definiciji uveli centralni objekt ovog rada, odnosno

Calder6n-Zygmundove operatore i u napomeni dokazali neke dovoljne uvjete
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da bi operator bio Calderén-Zygmundov. Takoder smo na tri primjera argumenti-
rali i ilustirirali uvjete iz definicije, a za Hilbertovu transformaciju, koja je ujedno i
najreprezentativniji predstavnik klase Calderén-Zygmundovih operatora, dokazali
neka osnovna svojstva u korolaru te izveli kako taj operator djeluje na neke

posebne funkcije.

e U[2 poglavlju definirali smo standardnu familiju dijadskih kocki te na primjeru[2.1
ilustrirali, a kasnije u lemi [2.3]i formalno dokazali osnovna svojstva te strukture.
U nastavku smo definirali familiju sluc¢ajnih dijadskih kocki, a u primjeru
objasnili povezanost i razlike sa standardnim dijadskim kockama. Nadalje smo
definirali sto znaci da je kocka “dobra” i, nakon sto smo definirali odgovarajuéu
vjerojatnosnu strukturu, u lemi [2.8] pokazali da je vjerojatnost da je kocka dobra

strogo pozitivna.

e U [3] poglavlju definirali smo Haarove funkcije. U primjeru [3.4] smo intuitivno
objasnili zasto je razumno pretpostaviti da oni ¢ine ortonormiranu bazu pros-
tora L2(R?), §to smo kasnije formalno dokazali. Dokaz smo naveli za opéi slucaj
d-dimenzionalnog prostora u teoremu |3.6, ali i na intuitivno razumljivijem pri-
mjeru dvodimenzionalnog prostora, odnosno ravnine. Koristeéi svojstva or-
tonormirane baze odredili smo numericke aproksimacije nekih funkcija koristeci
standardnu familiju dijadskih kocki i napravili usporedbu izmedu razvoja u stan-
dardnoj i slucajnoj familiji dijadskih kocki. U prva tri poglavlja definirali smo sve
potrebne strukture te dokazali i na primjerima ilustrirali sva potrebna svojstva

kako bismo se mogli okrenuti pokazivanju centralnog rezultata ovog rada.

e Ul poglavlju iskazali smo teorem[4.I]o slu¢ajnoj dijadskoj dekompoziciji Calderén-
Zygmundovih operatora. Zatim smo pokazali propoziciju [£.4] koja je kljuéna u
dokazivanju tvrdnje teorema i koja pokazuje nuznost vjerojatnosne strukture za

dobivanje trazenog rezultata. Nakon toga smo dokaz teorema nastavili rastavlja-
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njem na nekoliko slucajeva, odnosno suma, ovisno o medusobnom polozaju pro-
matranih kocki I i J. U nastavku smo svaku od suma raspisali i egzaktno ocijenili,
a koeficijente eksplicitno izracunali. Pokazali smo konvergenciju koeficijenata koja

se tvrdi u teoremu i time ga u potpunosti dokazali.

e U poglavlju dokazali smo obrat teorema o dekompoziciji Calder6n-Zygmundovih
operatora, kojeg je prvi iznio Orponen [13], ¢ime smo zaokruzili teorijski aspekt

ove teme.

e U6l poglavlju navode se definicije i svojstva valiénih baza, jer nam one trebaju u

svrhu usporedbe u posljednjem poglavlju.

o U E] (i finalnom) poglavlju napravili smo usporedbu rezultata koje smo dobili
uz Haarove funkcije na sluc¢ajnoj familiji dijadskih kocki i rezultata iz literature o
odgovarajuc¢im tvrdnjama za glatke vali¢e. U nastavku smo na primjeru Hilbertove
transformacije prikazali kako se ovaj rezultat moze iskoristiti u konkretnoj situaciji.

Ovo poglavlje ujedno sluzi i kao svojevrsni zakljucak naseg rada.
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Poglavlje 1

Calderén-Zygmundovi operatori

U ovom poglavlju definirat ¢emo centralni objekt koji ¢emo proucavati u radu te navesti
i prouciti neke od glavnih primjera. Rije¢ je o posebnoj klasi neprekidnih linearnih

operatora koji se zovu Calderon-Zygmundovi operatori.

1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderén
-Zygmundovih operatora

Prvo je potrebno definirati poseban tip jezgri, odnosno funkcija pomocéu kojih se ovi

operatori prikazuju u izvjesnom integralnom obliku.

Definicija 1.1. Calderén-Zygmundova jezgra s parametrom « € (0,1] je funkcija K :
(Rd X Rd) \ {(x,x) tx € Rd} — R za koju postoje konstante Cy, C; € (0, 400) takve

da za sve x,y, 2,y € R,z # y, 2’ #y,x # v vrijedi

Co
L |K(z,y)| < 7
|z =yl
, |z — 2| . oz =yl
2. |[K(z,y) — K(z',y)| < Cy ara ako je [z — 2| < ,
[ 2
ly — I . lr —y
B 1K(n,y) = Koy < O i ako e fy -y < 12



1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

U nastavku ¢emo za Calderén-Zygmundovu jezgru K najmanje pripadne konstante
Co i Cy oznacavati redom s || K|y 1 || Koy
Primijetimo sljedece: ako je K Calder6n-Zygmundova jezgra s parametrom ag € (0, 1],
tada je K ujedno i Calderén-Zygmundova jezgra s parametrom «, za svaki 0 < a < ay.
Zapravo, za takav a dovoljno je provijeriti da vrijede 2. i 3. uvjet, uz pretpostavku
da isti uvijeti vrijede za dani ay. Ako su z,2’,y € R? takvi da je z # y,a’ # y i

_ .
oo < Jr vl |z — |
vl

. / (o7 _ / @
(“33“?“> < (“3317“> . Tada vrijedi
|z — y|| lz —yll

|z —2'[|* Cy [l — 2| \*
K (z,y) — K(2',y)| < O — =
lz =y fz =yl \lz =yl

R a o
. G d<ux xu> _g ezl
lz =yl \ = =yl [l

Treéi uvjet slijedi analognim raspisom. Dakle, za svaki a € (0, o] je K uistinu Calderén-

, tada vrijedi <= < 1, a onda, kako je a < ap < 1, imamo

Zygmundova jezgra s parametrom c.

Primjeri koje ¢emo kasnije proucavati bit ¢e Calderén-Zygmundove jezgre s parametrom
ap = 1, pa ¢e ujedno biti i Calderén-Zygmundove jezgre s parametrom « € (0,1].
Postoji koristan dovoljan uvjet da K zadovoljava uvjete 2. i 3 uz @ = 1 i neke dodatne

pretpostavke na K.

Napomena 1.2. Akoje K € C! (Rd x R4\ {(a:, x): T € Rd}) preslikavanje koje za neke

konstante Cp, C € (0, 400) i za sve z,y € R? 2 # y zadovoljava

UKz y) < —
le— gl
/
T
/
37 ”VyK(l’,y)“ — ” || +17

tada je K Calderon-Zygmundova jezgra s parametrom 1, tj. zadovoljava gore navedene

ocjene 1.,2. i 3. Naime, jasno je da 1." povlaci 1. jer su to zapravo isti uvjeti. Pokazimo
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1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

da uvjet 2. povlaci uvjet 2., a onda ée analogno uvjet 3." povlaciti uvjet 3. Neka je 2’ €
|z —yll

2
funkcija, po teoremu srednje vrijednost (kojeg mozemo pronaci u [11]) postoji t' € [0, 1]

RY, 2’ # yineka vrijedi ||z — 2/|| < . Buduéi da je K neprekidno diferencijabilna

takav da vrijedi

K(z,y) — K(2',y) =V, K{t'z + (1 = t)2',y) - (x — 2'),

pri ¢emu je s desne strane jednakosti dan skalarni produkt dvaju vektora iz R?. Primje-

nom Cauchyjeve nejednakosti slijedi

|K(z,y) = K(z' y)| = [V K (t'z + (1 = t)a',y) - (z — o)

< VoK (fz+ (1 =12, y)| |z — 2

< max ||V, K (tz + (1 — t)2’, y)|| |z — 2|
te(0,1]
2 C ||z — 2’| 10 |l — 2
>~ d —= 1 d+1"
[tz + (1 =)o —y|** lz =y

Pritom posljednja nejednakost slijedi koriste¢i pretpostavku ||z — z'|] < |z ; vl te ne-
jednakost trokuta. Naime,
[tz + (1 =t)' =yl = -0 =tr+ (A -t)2" +z—yll = |z —yl - (1 1) [z = 2|
t20 lz =yl _ llz =yl
2 =yl — e — o) = o — ) - 22 Bl

Sada uvijet 2. slijedi uz konstantu Oy := 24711,

Dakle, vrijede sva tri uvjeta iz definicije pa je K uistinu Calderén-Zygmundova jezgra s

parametrom 1.

Definicija 1.3. Za neprekidni linearni operator 7' : L? (]Rd) — L? (Rd) kazemo da je
Calderon-Zygmundov operator ako postoji Calderén-Zygmundova jezgra K : (Rd X Rd)

\{(a:,x) s Rd} — R takva da za svaku f € L? (]Rd) s kompaktnim nosacem i za
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1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

svaki z € R? vrijedi

(fox)ZL/f(@awaDdy

Koristeéi Fubinijev teorem ([I, pogl. 5]) jednakost iz ove definicije dobivamo i u
sljede¢em obliku: ako su f,g € L? (Rd) funkcije s disjunktnim kompaktnim nosacima,

tada vrijedi

@m:ﬂMWMMMy

R xR?

Integral s desne strane jednakosti je dobro zadan jer se izraz K (z,y) f (x)g(y) integrira
po skupu suppf X suppg, a buduéi da je suppf Nsuppg = 0, za (z,y) € suppf X suppyg
vrijedi  # y, a K je definiran u tocki (x,y).

Ako je T Calderén-Zygmundov operator, tada je jezgra K iz definicije jednoznac¢no

odredena. Naime, ako su K7 i Ky pripadne jezgre od T', tada vrijedi

0= / (Ki(x,y) — Ko(z,y)) f(y)dy, zasve f € L (Rd) iza svex ¢ suppf.

R
Iz ove jednakosti slijedi K (x,y) = Ky(x,y), za sve (z,y) € R? x RY, 2 # v, pa prema
tome vrijedi K7 = K.

Dakle, za Calderén-Zygmundov operator T' pripadnu jezgru K iz definicije nazivamo
jezgrom operatora T i oznacavamo s K.

Obratno, razlic¢iti Calderén-Zygmundovi operatori ipak mogu imati istu jezgru. Pri-
mjerice, i nul-operator i operator identiteta imaju nul-jezgru. Naime, ako su 13,75 :
L2 (]Rd) — L2 (]Rd) dani s Ti(f) = 0i To(f) = f za svaki f € L2 (]Rd), te ako je
K : (Rd X Rd)\{(x,x) tx € Rd} — R dana s K(z,y) = 0 za sve (z,y) € R* 2 # v,

I. Antolis, M. Stipci¢ 10



1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

tada za sve f,g € L? (Rd> medusobno disjunktnih nosaca vrijedi

(Tof.g) = (0,9) = 0 = // K (. 9) (2)g(y)dedy,

Rax R4

kao i

(Tof.g) = (f.9) = / £ ()gx)da PO // K (2 9) (2)g(y)dudy.

R xRd

Domena Calderén-Zygmundovog operatora T' je prostor funkcija L2 (Rd). No, u
ovom radu trebat ¢e nam i da je T definiran nad konstantnom jedini¢nom funkcijom,
odnosno zelimo da je T1 dobro definirano, pri ¢emu je 1 : R — R funkcija dana s
1(x) = 1 za svaki € R? (uo¢imo, 1 ¢ L2 (Rd>).

Neka je (¢5),,cn € Co (Rd) niz funkcija koji zadovoljava sup H(pkHLm(Rd) < +oo te:
keN
(Vr > 0)(3ng € N) (Yn e N,n >ng) ¢, =1 na K (6,r), (1.1)

pri ¢emu je K (6,r) zatvorena kugla oko 8 = (0,0,...,0) radijusa r. Po prethodnom,
on € L2 (Rd> za sve n € N.

Da bismo provjerili da takav niz (¢,), oy zaista postoji potrebna nam je sljedeca lema.

Lema 1.4. Neka su a,b € R takvi da je a < b. Tada postoji funkcija ¥ : R — [0, 1]

takva da je 9 € C*(R) te da je d(x) =1 zax <a id(x)=0 za x> b.

Dokaz. Definirajmo prvo funkciju f: R — [0,1] u tocki « € R na sljedeéi nacin:

1 e’%, x>0,
f(x) = e Lo oo (2) =
0, x < 0.

1
Uocimo da je —— < 0 zaz > 0 paje 0 < er < 1; stoga je slika od f sadrzana u
x

intervalu [0, 1].
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1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

Jasno je po definiciji da je na intervalima (—o0,0) i (0,400) funkcija f klase C*.
Nadalje, kako je li{‘%e—% =0i 11;%0 = 0, f je neprekidna u tocki 0. Zelja nam je

pokazati da za svaki n € N vrijedi

) () —
lim f*(z) =0,

iz, Cega Ce slijediti da je f € C* (R) (jasno, za sve n € N vrijedi 11}1[1) f™(z) =0).

Neka je x € R,z > 0. Vrijedi

Induktivno, pretpostavimo da za neki n € N postoji polinom (n — 1)-vog stupnja p,_; :

R — R za koji vrijedi
F(2) = pp_y(z)z e+ zasvex € (0, 400).

(Uocimo da ova tvrdnja vrijedi za n = 1 uz polinom py = 1.)

Deriviranjem ove jednakosti u tocki x vrijedi

F0 ) =2 (£ ()

Definirajmo p,(z) := 2%p), ,(x) — 2nap,_1(z) — puo_1(z) za sve x € R. Tada vrijdi
fr () = p(n+1)_1(:c)af2(”“)e’%. Ono Sto preostaje provjeriti jest da je p, uistinu
polinom n-tog stupnja. I zaista, ako s a,_; # 0 oznac¢imo vodedi koeficijent polinoma

Pn_1, & s b, koeficijent uz x" polinoma p,, po definiciji od p, dobivamo da vrijedi

I Antolis, M. Stipéié 12



1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

b, = (n—1)ay—1 — 2na,_1 = —(n+ 1)a,—1 # 0. Dakle, p, je polinom n-tog stupnja.
Po principu matematicke indukcije mozemo zakljuciti da za sve n € N vrijedi sljedeci
zapis u z € (0, +00):

1

f(2) = pp_i(z)r™e s,

pri ¢emu je p,_; polinom (n — 1)-vog stupnja.
Kao $to smo i ranije uodcili, f je klase C*™ na (0,+00) (Sto se i iz ovog zapisa moze

uociti). Nadalje, vrijedi

. (n) _ —92n ,% 1 T _
lim f(2) = lim poy(2)27e lim py—1(2) T =0
m
sto slijedi iz poznatog limesa tlim — = 0 za sve m € N, a ovaj slijedi uzastopnom
—00 €

primjenom I’Hopitalovog pravila m puta.
Dakle, pokazali smo da je f € C*(R). Definirajmo sada funkciju ¢ : R — [0, 1]

formulom
f(b—=x)
flb—2z)+ f(z —a)

Primijetimo prvo da ne postoji € R za kojeg bi bilo f(b — x) + f(z — a) = 0. Naime,

I (x) =

za svex € R.

kada bi takav x postojao, zbog f > 0 moralo bi vrijediti f(b—x) = f(z —a) =0, a po
definiciji funkcije fib—2 <0 te x —a < 0, odnosno b < x < a, $to nije moguce zbog
pretpostavke a < b. Prema tome, za svaki x € R vrijedi f(b— )+ f(z —a) > 0.
Nadalje, zbog nenegativnosti od f za sve x € R vrijedi f(b—x) < f(b—z) + f(z — a),
pa prema tome slika funkcije ¥ je sadrzana u [0, 1].

Uz to, kao kompozicija funkcija klasi C* i funkcije f € C* (R), zakljuujemo da je i

v e C™ (R).
f(b—1x) e
fla+z)+fb—z) =

Konaé¢no, ako je x < a, tada je ¥(z) = =1l,azax>bije

f(b~ ) | e _.

) = = =0T kazali da je ¥ t funk
(=) fla+z)+ flb—2) o o= ime smo pokazali da je ¥ trazena funkcija

iz tvrdnje ove leme. QED.
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1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

Nastavljamo dalje s konstrukcijom niza (¢;,) koji zadovoljava (1.1). Primjenom

neN

upravo dokazane leme za a = 1 i b = 2 mozemo odabrati proizvoljnu funkciju v : R —
0,1] klase C*° (R) takvu da je ¥(z) =1 zasve x < 119(z) =0 za sve x > 2.

Sada za n € N definirajmo funkciju ¢, : R? — R na sljedeéi naéin:
on(z) =7 (qu> za svakiz € RY.
n

Bududéi da je 9 = 1 na [0, 1], vrijedi ¢, (z) =1 za sve x € K (6,n) i za sve n € N. Sada
znamo da za ovako definirani niz funkcija vrijedi ; naime, za r > 0 dovoljno je uzeti
no == [r].

Sada kada smo sigurni u postojanost danog niza (), mozemo definirati 7'1. Ozna-
¢imo

L2, (R?) = ¢ f € L? (RY) : supp f je kompaktan, / fla)de =0
Rd

Za svaki f € L2 (]Rd) definiramo

(TL, fy:= lim (Ty,, f), (1.2)

n—-+0o0o

sto krace zapisujemo i u obliku

T1:= lim Top,.

n—-+oo

Dokazimo prvo postojanje limesa nl_l}gloo (T'on, f) za proizvoljan f € LZO. Kako f ima
kompaktan nosac¢, postoji r > 0 takav da vrijedi suppf C K <9, ;)

Neka je ny € N takav da za svaki n € N,n > ng vrijedi ¢, = 1 na skupu K (0,r).
Nadalje, neka su n,n’ € N,n,n’ > ng; dakle, vrijedi ¢, = ¢,y = 1 na K (6,r). Tada je
funkcija ¢, — @, jednaka nuli na K (0, r), a taj skup sadrzi nosa¢ od f buduéi da je

suppf C K <9, ;) C K (0,r). Prema tome, f i ¢, — ¢, imaju disjunktne nosace.
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1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

Neka je K pripadna jezgra Calderén-Zygmundovog operatora T' i o parametar od T,
odnosno K7, dan u definiciji Kako je f e LgO, za svaki y € R? vrijedi 0 =
supprK
KT(G,y)-OZKT(Q,y)/f(ﬂf) / Kr (0,y) f(x)dx.
R4

2

Stoga, uz oznaku M := sup \|g0k]|Loo(Rd) Vl"lJGdl
keN

(T, ) — (T, )] = L/(Tson) (2) ()dz — / (Tow) (@) f(x)dz|  (1.3)
_ / (R/ Ko (z, y)en(y)dy — / KT<x,y>wn/<y>dy) f(z)da

N / / Kr(z,y) (ou(y) — @w(v)) f(2)dydx

R4 R4
= / (n(y) — / Kr(z,y)f(x)dedy
RI\K (0,r) suppf

< [ e+l /KT:L’@/ 2)de dy

RI\K (6,r)

< [ v [ Kot [ K)o dy

RAK(0,r) (6.5) K(0.%)
<on [ / () = Kr(0,9)] ()| dady
RANK(0,r) K 1
< 2M 0” dxd
HCZI || ||d+oz ‘ (x)| T y
RA\ K ( BT')K
o dy
=2M || K|z ]| | f ()] dz T
K(5.5) DK,
dy
— 2M K o / Jall®| dx) / it
ANK(0,r) Y
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1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

Pritom nejednakost (x) slijedi iz druge nejednakosti iz definicije 1.1}
Kako je nosac od f sadrzan u K (6’, ;), a f je neprekidna, posebno postoji C' > 0 takva
da je |f(z)| < C za svaki x € K (6, 2) Prema tome, izrazimo li integrale po kugli

K (9, ;) preko integrala po sferama S (6, t) radijusa t < %’ dobivamo

r

Jlars@ia = [ erir@la<e [ ara-c / [ el doat

K(0,5) 0 S(6,t)

NIS s

1 5
=C / t* - dwgt™tdr = Cdwy / ot = Cdwy———10+4
a+d

0 0 0

ded

— Ta+d
ga+d (Od + d)

Posebno, /Hx“a |f(z)] dx < +o0.
Rd

d d
S druge strane, vrijedi / ||||Z+a = /ﬂRd\K(07T)(y)||||?dj+Oé' Za r > 1 vrijedi i
R\ K (0,r) Y R Y

1
Ile\K(gm)(y)W < Ile\K(m)(y)W za sve y € R? (u smislu da su izrazi s obje

1
strane nejednakosti jednaki nuli za y = ¢/). Dobivena funkcija y +—— Lga\ x(9,1)(¥)

Iyl
je (apsolutno) integrabilna, bududi da je

1 1 “+o0
/ Renvion (W) ey = / ||y||d+ady:/ / e
Rd RA\K(6,1) 1 5(6,t)

+oo +oo

1 d
_ / dwg® 1m0 gt = dug—t—| = oy
—Q 1 (0%
1

Primjenom Lebesgueovog teorema o dominiranoj konvergenciji, pustanjem r — +oco

/
(uo¢imo, za 0 < r < 7’ vrijedi suppf C K (9, ;) CK <6, g), pa raspis Vrijedi iza

vece vrijednosti radijusa r), dobivamo
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1.1. Definicija i osnovna svojstva Calderon-Zygmundouvih operatora

. a dy
i |20 Kl | [ el 1) o e
a Ny
a . dy
=2M || K| ¢ z||* | f(x)| dz TEIJPOO Lga\ i (0,r) (WW
d d

o . dy
— oM |K gy | [ N2 £ (2)] da / i Va0 () 05

—+00
\i o

— oM |K gy | [ N2 £ (2)] da / 0dy | = 0.

\i \

Pokazali smo sljedece: za svaki € > 0 mozemo odabrati » > 0 takav da je

a dy
2M Kl | [l lp@lae] | [ | <e
d

d+a
, [yl
\K(6,r)
a onda moZemo odabrati ny € N takav da je za sve n,n’ € N,n,n’ > ng vrijedi

©n = o = 1 na K (6,r), $to povlaci

o d
(Tpnsd) = T A <2 Koy | [ el 5@ de| | [

d+a
N

To zapravo znaci da je niz realnih brojeva ((T'p,, f)) Cauchyjev, a kako je R

neN

potpun prostor, po definiciji svaki Cauchyjev niz konvergira, pa je tako i ((T'on, f)),en
konvergentan niz. Posebno, nggloo (T'oy, [) iz definicije u 1} ima smisla.
Potrebno je jos provjeriti da je T'1 dobro definiran, Sto bi znacilo da ne ovisi o odabiru

niza (¢n),cy- Stoga, neka su (¢n),cxs (Bn)peny S Ce (Rd) i f e L2, Potrebno je
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

dokazati da vrijedi

lim (T, f) = lim (T, f).

n—4o00 n—+400

r
Kako je suppf kompaktan, postoji » > 0 takav da je suppf C K (0, 2). Isto tako,
postoji ng € N takav da je za sve n € N;n > ng, ¢, = @, = 1 na K (0,r). Potpuno

analogno kao i u raspisu od (|1.3)), dobivamo da vrijedi

. dy
(T £) = T A<M Kl | [l 5@l | | [ i
d INEK(0,r) Y
Izraz s desne strane nejednakosti konvergira u nulu, pa za ¢ > 0 mozemo odabrati

r > 0, a zatim i ng € N takav da za sve n € N, n > ng vrijedi

[(Tpn, [) = (T'én, )] <6,

pa je, prema tome, Eﬁl (Ton, f) — (Tdn, f)| = 0. Posebno, vrijedi Er}rl (Ton, f) =
lim (T, f), sto potvrduje da je vrijednost od 71 u QD dobro definirana, premda

n—-+0o

ne kao funkcija nego kao svojevrsna "distribucija', sto znac¢i da imaju smisla brojevi

(T1,f)za f € Lio.

1.2. Primjeri Calderén-Zygmundovih operatora

Jedan od najvaznijih i najprimjenjenijih tipova Calderén-Zygmundovih operatora ujedno

je 1 motivacija za njihovo uvodenje i promatranje.

Primjer 1.5. Hilbertova jezgra je preslikavanje K : (R x R)\ {(z,z) :z € R} — R
dano s

K(z,y) = oy pa—t za svex,y € R x #y.
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

Hilbertova transformacija je preslikavanje T : L? (R) — L* (R) dano s

1) dy, za gotovo svaki f € L? (R) i za svex € R.
r—y

(T5) (@)= pav [

Zapravo se u literaturi ¢esto Hilbertova transformacija inicijalno definira kao operator
na prostoru funkcija klase C' s kompaktnim nosac¢em, a potom se dokazuje njena ogra-
ni¢enost u L? normi te da ista formula ostaje vrijediti i za spomenuto prosirenje za
gotovo svaki = € R. Detalji se mogu pronadi u [I7, pogl. VI] ili [I5, pogl. II]. Mi radije
koristimo definiciju kod koje mozemo biti fleksibilniji prilikom uvrstavanja funkcija.
Pokazimo da je ovaj operator uistinu Calderén-Zygmundov operator. Prije svega, za
gore navedeni K vrijedi integralni prikaz iz definicije odnosno vrijedi (Tf)(x) =
/K(x, y)f(y)dy za sve f € L?(R) i za sve x € R\ (suppf). Naime, po definiciji od T
R

vrijedi
(TF) (&) = pvs TW) gy — i i) dy + 70 W) 4,
WR vy 0T JorTY Hex—y
1 fy) e 70 fy) W) 1 ) dy:/K(:c,y)f(y)dy_
T _OO$—y J .T—y W_Oox_y J

Pritom jednakost (%) slijedi iz ¢injenice da je x ¢ suppf pa je f = 0 na nekoj okolini

f()

—=— po y jednak 0 na toj istoj okolini od z, pa je
r—Yy

tocke x. Stoga je i integral od
integral po R dobro zadan, tj. konacan je.
Preostaje provjeriti da K zadovoljava nejednakosti iz definicije (1.1, Dakle, u sluc¢aju

d = 1 te koristenjem apsolutne vrijednosti kao norme u jednodimenzionalnom slucaju,

trebamo pokazati da neki o € (0, 1] postoje konstante Cy, C; > 0 takve da vrijedi

1. ! |§ G _
m(r—y)| " |v—y
1 1 s
2. - ’ |§Cl |I ‘r1|_l,-a7
m(x—y) 7@ —vy) |z — y]
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

1 1 ly -y
3. - <oV
T@—y) w@—y) o —y["*
. / / / / T / |$—y|,
pri ¢emu su z, 2, y,y € R, x # y, v # ', ' # y te vrijedi |x — 2’| < g |
_ /<|:L'_y|'
y—yls——

1
Prva nejednakost trivijalno je zadovoljena za Cy := —. Da bismo pokazali drugu nejed-
T

nakost, koristimo nejednakost trokuta

oyl 2yl o - 2 LT,
buduéi da je |z — 2| < v ; x|
Sada slijedi
1 1 ‘_1 x’—y—x+y‘_1 |z — 2| <2|m—x’|
m@—y) w@-y| wl@-y@-y| wlr—yll'—yl " Te—y*
Druga nejednakost slijedi odabirom o = 1 te uz €} := —. Trec¢a nejednakost, uz isti
T

parametar « i konstantu Cf, slijedi analogno.

Time smo pokazali da je Hilbertova transformacija restringirana na L? (R) uistinu Calderén-
Zygmundov operator.

Po definiciji glavne vrijednosti integrala, Hilbertovu transformaciju na funkciji f mo-

zemo izraziti kao

1

T—e€ T+2
1 f() 1 f() / f()
T -1 dy = 1 d d
T@=rtm [ I | [ S [ S0,
1>[z—y[>e -1 z+e

Naime, promatramo nepravi integral s granicama u 4oo te u singularnoj tocki x. Za
1 1

€ < 1, bududi da je — > € te je li\r{% — = 400, integral mozemo zapisati kao limes kada
€ e\O €

1 1
€ \¢ 0 u granicama od x — — do z — € te od x + € do = + —, odnosno kao integral po
€

) €
skupu { > |lr—y| > e}.
€
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

Uocimo da je Hilbertov operator pomnozen realnom konstantom i dalje Calderén-Zygmundov
1

operator. Ipak, razlog zasto u definiciji tog operatora koristimo konstantu — jest taj da
T

u tom slucaju imamo unitaran operator, odnosno za takav operator T vrijedi ||7'[|2 -

Dokaz unitarnosti je klasican i moze se nac¢i npr. u [15]. O
Hilbertova transoformacija zadovoljava sljedeca zanimljiva svojstva.

Korolar 1.6. Neka je T Hilbertova transformacija s pripadnom Hilbertovom jezgrom

Kr.

1
(a) Oznacimo s h : R\ {0} — R funkciju danu s h(x) := — Vo # 0. Tada za sve
T

f € L?(R) vrijedi Tf = p.v. h* f, pri cemu je x operacija konvolucije dviju funkcija.

(b) Vrijedi T* = =T, tj. (Tf,g) = (f,—Tg), za sve f,g € L>(R) takve da je suppf N

suppg = 0. Pritom je T* : L* (R) — L* (R) adjungirani operator od T.

(¢c) Za sve derivabilne f € L? (R) takve da je f' € L* (R) vrijedi Tf' = (Tf)" te induk-

tivno, ako f™ postoji i f™ € L*(R), tada je Tf™ = (Tf)(") za sven € N.

Dokaz. (a) Za proizvoljne funkcije f, g : R? — R operacija konvolucije dana je relacijom

(f*g)( /fa:— dyzasvexe]Rd

Neka je sada f € L? (R). Po definiciji Hilbertove transformacije vrijedi

(Tf)(z) = p-V-jr / ;(_y;dy =Dp.v. / hz —y)f(y)dy = p.v.h* f.
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

(b) Za f,g € L*(R),suppf N suppg = 0 vrijedi
(Tf,9) // Kr(z,y) f(y)g(z)dzdy = p.v. // ( o )) g(z)dxdy
=p.v. // f(y) (—ﬂ(y_x)g(fr)> dxdy = (f,-Tg).

RxR

Prema tome, 7% = —T.
(c) Neka je f € L*(R). Vrijedi

1
x+€

O () fly)
() (@) = = lim $_y@+;£x_y@

_1
€

Zamjenom varijabli ¢ = x — y dobivamo

(TF) () = * lim /Tx‘t /f

T e\0

- iy /”‘t /f

Deriviranjem ove jednakosti po z, $§to smijemo po [4, tm. 2.27], dobivamo

(Tf) () =+ | - 1im /f /f
:llim /f’x—t /f’a:—t

22
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

Istom zamjenom varijabli y = x — t dobivamo

o1

wpfw =ty | [y [ F0

r—Y r—y

o'+ ¢

T+e€ JL‘—%

T eNO r—y T —y
:c—&-%
T—e ot
1 ['(y) f'(y) /
S| [ Py [ T4 | @) @)
_1 x+e€

Dakle, (T'f) = Tf' za sve derivabilne f € L? (R) za koje je f' € L* (R).
Pretpostavimo li da vrijedi (Tf)(”) =Tf™ zanekin € Ni f € L? (R) za koji f™*V

postoji i f™*V) € L? (R), dobivamo
(Tf)m+D = ((Tf)(m)’ _ (Tfm))’ _T <f<n>)’ _ ).

s tim da smo koristili upravo dokazanu tvrdnju za n = 1 te smo umjesto funkcije f
uvrstili ™ € L?(R).
Stoga induktivno zakljuc¢ujemo da vrijedi (Tf)(") =Tf™ zasveneN. .€D.

Odredimo Hilbertovu transformaciju nekih funkcija.

1. Neka je f(x) := Ljgp) () za € R, pri ¢emu su a,b € R,a < b. Primijetimo da je
b
/f(x)2da: = /da: =b—a < +o0, pa prema tome f € L? (R).

R
Vrijedi

T T —y T eNO T —y
|lx—y|>e€
1 z—eﬂ +OO:[]_
— 2 lim / [a,b] (y) dy + / [a,b] (y) dy
T eNo r—y r—v
[e%e} T+e
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

Moguca su dva sluc¢aja. U prvom slucaju, ako vrijedi x < a ili x > b, jedan od ova

:H-[a,b] (y)
r—y

dva integrala je jednak nuli. Naime, za x < a je / dy neovisno o € > 0

—00

bududi da je tada y < x —e < z < a, pa posebno y ¢ [a, b]. Slicno, u slucaju z > b

+oo

1y,

vrijedi / Mdy = 0. Prema tome, unutar limesa dobivamo jedan integral
r—Yy

xr+e

koji mozemo izraziti u granicama od a i b, pa vrijedi

1 Fo1 1 |
(Tf)(x)zﬁl\l‘% m_ydyZ;(—hllw—yl)az;(—1n|$—b|+1n|rr—al)
—lln r—a
o lz =0l

U drugom slucaju, ako vrijedi a < x < b, za dovoljno malene € > 0 vrijedi a < x—¢

ix+e<b Prema tome, vrijedi

T—€ b
1 1 1
T = —1i d —d
T @ =t | [ s [y
a xT+€
1 T—€ b
:;P\I‘% (—ln(x—y)a —In(y — ) He)

1

= —lim(—1 | —a) —In(b — |
7”{%( ne+In(x —a) —In(b—z)+1Ine)
1. r—a 1 x—a

= —limln =—In .
TeNO b—x 7w b—2=x

U oba slucaja dobili smo da je

Tr —a

() =~ |2=]

™

2. Neka je f(z) := C, pri ¢emu je C' € R proizvoljna konstanta. Uoc¢imo da ovako

zadana funkcija f nije u prostoru L? (Rd> buduéi da je / C?dx = C? / dr =
R R
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

05

Slika 1.1: Hilbertova transformacija karakteristicne funkcije intervala [1, 5].

+00. Prema tome, f nije u domeni Hilbertove transformacije pa T f teoret-

ski nema smisla. No, i za ovu funkciju mozemo po istoj definiciji izracunati

1
p.v.— / /) dy, pa mozemo provjeriti kako bi Hilbertova transformacija dje-
T) r—y

R
lovala na konstantnu funkciju kada bi bila definirana na Sirem prostoru funkcija
koji bi ukljucivao i takve funkcije.

Vrijedi

r—v T N0 r—v
L>fa—y|>e
T—€ oty
C 1 6
= i d —d
s 61{% / rT—y y+ —y
_1 T+e
1
C r—e€ T+
=— (—hﬂ(:v—y) —In(y — ) )
T z—1 xr+€

= glim (—lne—i—ln (1) —In (1) —|—lne) =0.
T e\0 € €

Dakle, (T'f) = 0 za sve konstantne funkcije f.

Hilbertova transformacija primjer je Calderén-Zygmundovog operatora na jednodi-
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

menzionalnom prostoru R. Sljedeéi primjer navodi visedimenzionalni analogon te tran-

sformacije koji je takoder Calderén-Zygmundov operator.

Primjer 1.7. Neka je i € {1,2,...,d} i K, : (Rd X Rd) \ {(x,x) tx € Rd} — R presli-

kavanje koje je za © = (z1,22,...,24),y = (Y1,Y2,-- -, Ya) , & # y dano s

Li — Yi

mwi [l =y

Ki(x,y) :==

d+1-

Nadalje, neka je 7T} : L (Rd> — L2 (]Rd) operator koji je za f € L2 (Rd> dan s

dy, zasvexr € R%

T @) = b [ (@i =) f)

TWa—1 |z — yl|**

Funkciju K; nazivamo Rieszovom jezgrom nad i-tom koordinatom, a operator 1" zovemo
Rieszov operator nad i-tom koordinatom.
Na ovaj nacin, ovisno o odabranoj koordinati, definirali smo d razli¢itih Rieszovih ope-

ratora. Takoder, uslucajud=1zaz =2, € Riy=1y € R, x # y vrijedi

Ky (2. y) T —y (1) 1 1
x’ = = . = s
ey TWo |:L‘—y|2 ™ w-—y m(z—vy)

te, uz to, za f € L* (R),

(T1f) (x) = Wlwop.v. /Wdy = 71rp.v. xf(—y?gdy'

Prema tome, u slucaju d = 1 Rieszova jezgra K; i Rieszova transformacija 77 su redom
Hilbertova jezgra i Hilbertova transformacija.

Pokazimo sada da je Rieszova transformacija nad i-tom koordinatom jos jedan primjer
Calderon-Zygmundovog operatora.

Za to trebamo pokazati da Rieszova transformacija zadovoljava odgovarajuéi integralni

prikaz koji ukljucuje Rieszovu jezgru. I zaista, za i € {1,2,...,d} te f € L? (Rd) i

I Antolis, M. Stipci¢ 26



1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

x = (11,9,...,24) € R, x ¢ suppf, vrijedi

(T.f) (@) = — pv/“mfwiﬁhwz Ly [ <7—w5gp@

TWd—1 =yl W41 E\ORd\K(a: ., z—yl
1 x; —vi) fly
_ (/< )Jﬁwzfmmwmwy
oit ) e —yl
R4 R4

Pritom smo prelaskom iz prvog u drugi red koristili ¢injenicu da je = ¢ suppf pa je
f = 0 na nekoj okolini tocke z, pa tako i na nekoj kugli K (z,¢) za dovoljno maleni
e > 0.

Nadalje, uo¢imo da je Rieszova jezgra K; € C! (Rd x R4\ {(a:, x):x € Rd}>, pa je do-

voljno za neke konstante Cy, C; > 0 pokazati da vrijedi

C
1| Ki(z,y)) < ——,
|z —yll
, Cy
27 Vo Ki(z,y)|| € ———7,
|z =yl
, 4
37 ||V Ki(z,y)| < Iz — ||d+1

za x = (21,29, ...,24) .y = (Y1, Y2, .. ., ya) € RY, 2 #y. Iz ovoga ée, po ranijoj diskusiji,
slijediti da je K; Calderon-Zygmundova jezgra s parametrom 1.
Bududi da je

|2 — yil |z —yll 1 1
< a+rl ‘

g o =y T mwas |z — yll M|z — gl

1
7de—1'
Oznacimo 0; = 0,, za svaki j € {1,2,...,d}. Ako je j # i, vrijedi

prva nejednakost vrijedi uz Cj :=

Li — Yi Li — Yi ’
0;Ki(x,y) = 0; ( Y d+1> = 0; Y (Z (7p — yk)2>

mwi [l =y

k=1
d -2
ri—y [ d+1 2
— _ _ S (s —
2 () (Gew) 2w
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

—(d+1) (z; —yi) (zj — y5)
d+3 :
Wit ||z — yl|

Nadalje, vrijedi

Ti —Yi
0iKi(x,y) = 0; < Y d+1>

Twa-1 |7 — |

1 O; (Ti — ys
=0; ( d+1> (w5 —yi) + ( )d+1

Twa—1 ||z — Y| Twa-1 ||z =yl

= d+ 1) (z—y)? n 1
mwa |z =yl 7w o — )T

Slijedi

d
IV K (2, y)||? ZOK$y

7=1
:d (d+ 1)* (2 — y:)* (x; — yy)* 1
o nl, o -yl m2wl_y ||z — ]2
_2.(d+1)(xi—yi) ‘ 1
it |z =y mwgs [z -y
(A4 1) (2 — i) 9 1
S ey T e
2(d+1) (x; — yi)2
72‘*}(21_1 ||£L‘ o ||d+3+d+1
(d+1)2(z; — yi)2 9 1
R P L P
_2(d+1) (i — i)
I e
_ (d+1)? (mi —y)’ 1 C2(d+ 1) (i — )
w2l fle—ylPT T w3 e — P [l — g
(d+ 12 (2 = y)* + o — yl* = 2(d + 1) (2 — y)?

2d+4
m2wi_y o =yl

(wi—yo)?<le—yl? (d + 1)(d — 1) (; — y:)" + ||z — ]|
- 2d+4
w3y [l —y|***

2 2
=Dz —ylI" + Iz —yll
2d+4

™

mwi |z =yl
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

Elle—yl* d?
- 2d+4 — 2d+2°
mwiy o —y* mwg o -yl
Iz ovih nejednakosti dobivamo
d 1
V. Ki(x,y)|| < . ,
. /. . d
dakle uvjet 2." je zadovoljen za C := .
TWd—1

Time smo pokazali da je Rieszov operator uistinu Calderén-Zygmundov operator. Dokaz

da navedena formula doista daje L? omedeni operator se moze naéi u [I5, pogl. 3]. O

lako smo Calderén-Zygmundovu jezgru i operator definirali kao realne funkcije re-
alnih varijabli, moguce je i za kompleksne funkcije kompleksnih varijabli promatrati
svojstva iz definicija[I.1]i[I.3] Naime, u nekim slu¢ajevima moguée je uz danu Calder6n-
Zygmundovu jezgru K : R*xR?! — R?? definirati operator Tk takav da za f € L? (]RQd)
imamo kompleksnu funkeiju Tk f : R? — C. Tada ¢ée i pripadna jezgra K biti komplek-
sna funkcija koju mozemo definirati na C? x C¢. Pritom poistovieéujemo prostore R?
i C preslikavanjem (z,y) — x -+ iy, a analogno i prostore R** i C? preslikavanjem
(1, T, T3, Ty, ..., Tog_1,Toq) — (T1 + iTe, T3 + 0Ty, . .., Tog_1 + iT2q). Naravno, defini-
cijom jezgri i operatora na C? moguée je da gubimo svojstva koja smo prethodno imali
na R?*®. no ocjene iz definicije ¢e i dalje vrijediti.

U sljede¢em primjeru dan je jedan kompleksni Calderén-Zygmundov operator.

Primjer 1.8. Neka je K : (C x C)\ {(z,z): x € C} — C funkcija koja je za z,y €
C,z # y dana s

K(z,y) = %
™ (z—y)
Takoder, neka je T : L? (C) — L? (C) operator koji je za f € L? (C) i x € C dan s

1 fw)
(Tf)(x) :===pv. [ ——=dy.
U C/ (z —y)
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

Ovako definirani T' zove se Ahlfors-Beurlingova transformacija, a K Ahlfors-Beurlingova
jezgra.

Napomenimo ponovo kako, kao i kod Hilbertovog operatora, u definiciji Ahlfors-Beur-
lingove transformacije imamo konstantu 71r kako bismo dobili [|T'[|z(c).-

Pokazimo da je 7' Calderén-Zygmundov operator. Prije svega, za f € L? (C) iz ¢ suppf
vrijedi

= [ Loy [ 0o [k
C

T N0 T —y) ) (z—vy
C\K (z,¢) C

bududi da je x ¢ suppf.

Nadalje, treba pokazati da za neki a € (0, 1] te Cp, C; > 0 vrijedi

1 C
L. 2‘ S L 29
m(x—y)" | | —yl
1 1 r—a|*
2. 2 / 2 <G ’ 2‘+a’
m(r—y)” w( -y |z =y
1 1 —
> 2 ,Q‘S(A g y2|+a’
m(r—y) w(x-—y) |z —y|
pri emu su z, 2’ y,y € C,x £y, x # vy, 2" # y te vrijedi |z — 2| < M iy —y| <
|z —y|
2 .
Prva nejednakost direktno slijedi uz Cy := —. Prije dokazivanja druge nejednakosti,
primijetimo da, zbog |z — «/| < 2~ vrijedi a7 — y| > |y — 2] — |z — | > ¥ 5 i}
Prema tome,
1 4

< .
@ —y* T |y — |’

Uz to, vrijedi i

|z — 9]
9

3
lo" =y < |2’ — 2|+ |z —y| < +|m—y|=§lw—y|-
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1.2. Primjeri Calderon-Zygmundovih operatora

Prema tome,

t@—y)® 7w —y) N 2

A gl —yhle - _ 4Gl —yltle—yl) o -]

1 1 ‘_‘(x/_y)z—(fﬂ—y)Q‘_|x’—y+x—y||x’—x|

mlz -y 2’ — y[* |z —y* 2’ -yl

= 1 = 1
|z —y| |z =yl
4 Zz—d 10 |z -2
mle—yf 7 eyl
. . - 10
Sada trazena ocjena vrijedi uz parametar o = 1 te konstantu C := —.
T

Treéa ocjena slijedi analognim racunom uz isti odabir parametra « i konstante Cy. Dakle,
Ahlfors-Beurlingova transformacija je uistinu Calderén-Zygmundov operator. Njena
ogranicenost se izucava u kontekstu opcenite klase translacijski-invarijantnih singularnih
integralnih operatora; detalji se mogu naéi u [15] i [I7]. Zapravo se pokazuje da ona ¢ini

unitarni operator na L*(C). O
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Poglavlje 2

Familija slucajnih dijadskih kocki

2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

Neka je d € N proizvoljan. Definiramo standardnu familiju dijadskih kocki kao
D= {27k ([0, 1)+ m) 1 k€ Z,m € 2%}

Primijetimo da se svaka dijadska kocka iz D° moze prikazati kao Kartezijev produkt
d dijadskih intervala, odnosno, za I € D° I C RY, postoje I1, I, ...,I; € D° jednake

duljine, Iy, I, ..., I; C R takvi da vrijedi [ = I; X Iy X ... X I.

Primjer 2.1. Promotrimo kako u slu¢aju d = 2 izgledaju neke kocke iz D° te odredimo
njihov zapis u skladu s definicijom familije D°.

Neka je

A=1[0,1)*, B=[7,8) x[0,1), C =[2,3) x [3,4),
D =1[0,2)%, E=[4,6) x[0,2), F=[2,4),

G = [4,8) x [0,4).

Uocimo da se A jednostavno zapise u obliku iz definicije od D° za k = 0im = (0,0)
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

Slika 2.1: Prikaz nekih elemenata iz D°.

jer je

A=[0,1)*=1-[0,1)*=27([0,1)" + (0,0)).

Kocke B i C' su iste veli¢ine kao i A, pa je za njih takoder k£ = 0, dok je pripadni m za
kocku B jednak (7,0), a za kocku C' (2, 3). Uistinu,

B=1[7,8)x[0,1) =1-[7,8) x [0,1) =27 ([0,1)* + (,0)) ,

C=12,3)x[3,4) =1-[2,3) x [3,4) =27°([0,1)" + (2,3)) .

Kocka D ima dvostruko veéi brid od kocke A, a to se u zapisu odrazava na parametru

k i to tako da je k = —1. S druge strane, A i D imaju zajednicki donji lijevi vrh (0, 0),
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

a kako m utjece na translaciju kocke, taj parametar im je isti, odnosno m = 0.
D=10,2)"=2-0,1)* =271 ([0,1)* + (0,0)) .

Kocke F i F' su iste velicine kao i D tako da imaju zajednicki parametar £ = —1.

Pripadni parametar m je (2,0) za kocku E, odnosno (1,1) za kocku F. Doista,

E=[4,6)x[0,2) =2-[2,3) x [0,1) =27V ([0,1)° + (2,0)),

F=[2,4)7=2-[1,2)° =27 ([0,1)* + (1,1)) .

Preostala kocka G ima duljinu brida 4 = 2%, pa joj je odgovarajué¢i k = —2. Nadalje,

pripadni pomak joj je m = (1,0), jer je
G=[4,8)x[0,4) =4-[1,2) x [0,1) =27 ([0,1)* + (1,0))

Uoc¢imo da, iako kocke D, E i F imaju dvostruko veéi brid od kocki A, B i C, pripadni
parametar k koji utjece na veli¢inu brida im je manji. To je posljedica negativnog predz-
naka uz k u zapisu iz definicije od D°. Dakle, dijadska kocka je veéa ako joj je parametar
k manji.

Takoder, uo¢imo da parametar m odreduje pomak kocke, no nije jednak vektoru trans-
lacije. To je takoder posljedica definicije od D° buduéi da se m mnozi s 2%, pa je vektor
translacije zapravo 2 %m. Iz ovoga takoder slijedi da pomak po koordinatama dijadske
kocke duljine brida 27% mora biti jednak nekom cjelobrojnom visekratniku broja 2%,
odnosno n27* za neki n € Z. Prema tome, kocka I = [1,3) x [0,2) nije element iz
D° buduéi da joj je veli¢ina brida 2, a pomak po prvoj koordinati iznosti 1, $to nije

visekratnik od 2. O

Neka je I € D° oblika [ =27 ([O, 1>d + m), pri ¢emu su k € Z im € Z% Ozna¢imo

s I(I) duljinu brida kocke I (udaljenost dvaju susjednih vrhova kocke I), a's V(1) = I(I)*
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

volumen kocke I u d-dimenzionalnom prostoru.

Napomena 2.2. Uoc¢imo da vrijedi A = V, odnosno volumen dijadske kocke je

’DO

jednak Lebesgueovoj mjeri te kocke kao podskupa od R 0

Kao sto se vidi u prethodnom primjeru, iz zapisa kocke I o¢itavamo da vrijedi {(I) =
27% a prema tome i V(I) = (2”“)61 = 27%_ Takoder, I(I) i V(I) ne ovisi o parametru
m, Sto je zapravo posljedica ¢injenice da su duljina brida i volumen kocke invarijantni
obzirom na translaciju.

U primjeru za promatrane kocke uocavamo da su ili medusobno disjunktne ili je
jedna kocka podskup druge. To svojstvo vrijedi opéenito za sve kocke iz D, a iskazano

je u sljedecoj lemi.

Lema 2.3. Za svake dvije dijadske kocke I,J € D° wrijedi I C J,J C I ili INnJ = 0.
Odnosno, INJ € {I,J,0}.

Dokaz. Pretpostavimo da za [ = ([O 1) +ml) ﬁ [ Fipk ok (mf—i— 1)> i

J =275 (10,1)" + m;) = ﬁ [27%mk, 278 (mk 4 1)) vrijedi 1N # 0, slijedi 27%m} <
k=1
27F (mf 1) te 27Fmf <27 (mf +1) zasve k € {1,2,...,d}.

Pretpostavimo da vrijedi k; > k;. Po prvoj nejednakosti vrijedi 2]‘31'_]”771]1C < mf +1,a

k

i < m , odnosno

buduéi da je k; > kj, pa su ki kﬂm ,mF + 1 € Z, slijedi 2k Fimh
Z’kﬂ'mf < 27%mF. Takoder, po drugoj nejednakosti vrijedi mF < 2ki—ki (mf—i— 1),
a buduci da su mf,Zki_kj (m;C + 1) € 7, slijedi mf +1 < 2kihi (mé€ + 1), odnosno
2 ki (mf + 1) < 27hi (mzC + 1). Dakle, za svaki k € {1,2,...,d} vrijedi 2"“]’771;C <
2 kiml < 27 H (mf + 1) < 27k (m;C + 1), sto povlaci I C J, odnosno I NJ = [.
Analogno, zamjenom uloga [ i J, dobivamo da vrijedi J C I, tj. INJ = J.

Time smo pokazali da je skup I N .J jednak jednom od skupova 0, I ili J. 0.E9.

Sada uvodimo dijadske kocke koje su dobivene iz D° dodatnim translacijama i to

takvima da sve kocke jednake veli¢ine imaju isti pomak. Tu ¢emo ukljuciti i moguénost
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

nul-pomaka, odnosno pomaka svih kocki za nul-vektor, sto znaci da efektivno ne mije-
njamo DY. Stoga novu strukturu mozemo smatrati poopéenjem familije D°. Formalno,
novu strukturu definiramo na sljede¢i nacin.

Neka je w = (wj);c; dvostrani beskonacni niz elemenata od {0, 1} te I € D°. Tada

definiramo

I+w:=1+ Z 2_jwj: T+ Z 2_jwj:x€_f
jEL jEL
2-9 <I(1) 2-9 <I(I)

Ovaj skup je dobro definiran jer za danu vrijednost (1) vrijedi > 27w; < > 27/
JEL jez
277 <I(I) 27 <I(I)
+00 )
= Z 277 < 400, pri ¢emu je posljednji red konacan jer je to konvergertan
j=—2[log,l(I)]+1
geometrijski red. Definirajmo

Dw::{l—i—w:IGDo}.

Familije D* nazivamo familijama slucajnih dijadskih kocks.

Primjer 2.4. Promotrimo sto se dogada s dijadskim kockama iz primjera kada ih
pomaknemo za odredene w.

Neka je w; = (w]l) - dvostrani beskonacni niz u {0,1}* takav da je
j
wy = (0,1),w} = (1,0) te w} = (0,0) za j #1,2.

Tada za svaki I € D', po definiciji te familije vrijedi

I, 272> (1),
I+w =1+ > 27w =1{ 14+27%0,1), 271 = (I),
JEZ
277 <i(1) I4+272(0,1) +271(1,0), 2° <I(I).
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

c4uw,

G 4w,

D4 w,

Ew,

A w, B4,

Slika 2.2: Prikaz nekih elemenata iz D“*.

I 0.25 > I(]),
=4 I+(0,025), 0.5=1I(),
I+(0.5,0.25), 1<I(I).

U primjeru duljine brida svih promatranih kocki su veée ili jednake od 1, pa su

novodobivene kocke

A+ w =[0,1)" +(0.5,0.25) = [0.5,1,5) x [0.25,1.25)
B4 w; =[7,8) x [0,1) + (0.5,0.25) = [7.5,8.5) x [0.25,1.25),
C+w =1[2,3) x [3,4) + (0.5,0.25) = [2.5,3.5) x [3.25,4.25) ,
D +w =10,2)* 4 (0.5,0.25) = [0.5,2,5) x [0.25,2.25)
E 4w = [4,6) x [0,2) + (0.5,0.25) = [4.5,6.5) x [0.25,2.25),

F 4w =[2,4)° +(0.5,0.25) = [2.5,4,5) x [2.25,4.25) ,
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

6_
G 4w,
5_
Fow,
) C+ uw,
3_
D, Efu,
2_
1- .
Adw, B w,
0
0 1 2 3 a 5 5 7 B 1) 10 11

Slika 2.3: Prikaz nekih elemenata iz D“2.

G 4w = [4,8) x [0,4) + (0.5,0.25) = [4.5,8.5) x [0.25,4.25) .

Sve novonastale kocke dobivene su translacijom kocki iz primjera 2.1 za vektor smjera
(0.5,0.25). Dakle, relativne pozicije tih kocki su jednake, odnosno udaljenosti i pozicije
jedne kocke u odnosu na drugu su iste kao i prije, a jedina razlika je u apsolutnoj poziciji
u koordinatnom sustavu.

Nesto slozeniji, ali i zanimljiviji sluc¢aj je pomicanje tih kocki za ws = (w?)jez takav da

je

wy = (0,1), wi = (1,0), wj=(0,1), w?; = (1,1) te wj =(0,0) za j# —1,0,1,2.

Uocimo da je wy = w3 i wj = w?, pa su translacije za 0.5 i 0.25 po prvoj, odnosno
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

drugoj koordinati jednake.

U ovom slucaju pojavljuju se i translacije za 1 i 2 koje su

odredene komponentama wg i w?,, pazal € D vrijedi

Ifwy=1+ Z 2_jw]2
jez
2-7 <U(1)

-+ -

+(0,0.25),
I+ (0.5,0.25),

(

(
+(0.5,1.25),
+(2.5,3.25),

Za kocke iz primjera [2.1] vrijedi

A+ wy=10,1)2+ (0.5,
B+ wy=[7,8) x [0,1)
C+w=12,3) x[3,4)
D +wy = [0,2)% + (0.5,
E 4wy = [4,6) x [0,2)
F 4wy =[2,4)* + (0.5,
G +ws = [4,8) x [0,4)

I. Antolis, M. Stipcié

27 > (1),
27 =1(1),
271(1,0), 2" = (1),
271(1,0) +2°(0, 1), 2t = (1),
271(1,0) +2°(0,1) + 2'(1,1), 2*<I(D),
0.25 > I(I),
0.5 =1(1),
1 =1(1),
2 =1(I),
4 <IU(I).
0.25) = [0.5,1,5) x [0.25,1.25)
+(0.5,0.25) = [7.5,8.5) x [0.25,1.25)
+(0.5,0.25) = [2.5,3.5) x [3.25,4.25)
1.25) = [0.5,2,5) x [1.25,3.25),
+(0.5,1.25) = [4.5,6.5) x [1.25,3.25),
1.25) = [2.5,4,5) x [3.25,5.25),
+(2.5,3.25) = [6.5,10.5) x [3.25,7.25) .
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

Primijetimo kako zapravo vrijedi A+w; = A+ws, B+w; = B+wy i C+w; = C+ws
buduéi da je wy = w3 i w] = w? te da wj i w?, ne utje¢u na pomak kocki A, Bi C. S
druge strane, za kocke duljih bridova, u ovom slucaju D, E, F' i G dobili smo dva razli¢ita

pomaka, pa tako i po dvije razli¢ite pomaknute kocke za svaku od ovih pocetnih kocki.

O

Za kocke iz I € D* analogno oznacimo s I(I) duljinu brida kocke I te s V(1) = I(1)*
volumen kocke 1.
Ranije smo uocili kako su duljina brida i volumen kocke invarijantni obzirom na transla-
ciju. Bududi da je, za I € D°, kocka 4w dobivena translacijom kocke I za Z 2_jwj,
2%y
vrijedi [(I) = (I + w) te V(I) = V(I +w).
Svojstvo koje smo dokazali u lemi za familiju dijadskih kocki D° vrijedi i za familiju

slucajnih dijadskih kocki D*, pri ¢emu je w = (w;).., C {0, 1}d proizvoljan.

jez
Lema 2.5. Neka jew = (w;),.;, € {0, 1} te neka sul,J € D¥. Tadaje INJ € {I,.J,0}.

Dokaz. Po definiciji skupa D%, postoje I°, J' € D° za koje vrijedi [ = I° +w = I° +
Z 279wite J=J"Fw=J"+ Z 279w,

jez jE
277 <I(I) 2-7<1(J)
U slucaju da vrijedi I(I) = [(J), imamo jednakost suma > 27w; = > 27w,.

JEZ JEZ
279 <I(I) 279 <U(J)
Bududi je da po lemi skup 1° N J° jednak 0, 1° ili J°, slijedi da je I N J jednak,
redom, 0, I ili J.

Pretpostavimo da vrijedi [(I) < I(J) te oznacimo J' := J%+ > 277w;. Kako je

ez
2*5'2(1)

’'nJ° e {@,IO,JO}, slijedi I NJ" € {0,1,J'}, odnosno I NJ' € {0, I} buduéi da je

l !

I(I) < I(J) = 1(J"). Uz to, po lemi mozemo zakljuciti da J' sadrzi to¢no l((t.;))

medusobno disjunktnih slucajnih dijadskih kocki duljine brida (7).
Iz definicije od J' te prikaza od J slijedi J = J' + > 279w;. No, za svaki takav

JEZ
(<279 <i(J)
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2.1. Definicija slucajnih dijadskih kocki

indeks j postoji m; € Ny za koji vrijedi 277 = 2"-[(I). Prema tome, > 27w, =
€z
l(I)gé*jd(J)

Z 2"Miw; [ 1(I). Dakle, J je kocka dobivena pomakom kocke J' za cjelobrojni
=/
1(1)g;§1<zu)
visekratnik od I(I) (odnosno, za neku vrijednost m-1(I),m € Ny). 1z toga zakljucujemo

da za svaku podkocku I' od J' duljine brida I(I") = (1) vrijedi I' C Jili I'NJ = 0,
te ako je I" € D¥ takva da je I" N J # (), mora vrijediti I” C J, odnosno I" N J = I".
Primjenom ovih zakljucaka na danu kocku I slijedi I N J € {0, I'}.

Za slucaj I(J) < I(I) analogno slijedi (zamjenom uloga I'i J) INJ ={0,J}. Q..

Do sada smo uocili neka osnovna svojstva dijadskih kocki, poput veli¢ine i pozicije u
prostoru R? ili relativne u odnosu na neku drugu kocku. Za ovaj rad vazno je jos jedno
svojstvo karakteristicno iskljucivo za sluc¢ajne dijadske kocke koje nije elementarno kao

prethodna svojstva, no u nastavku ¢e se pokazati kljucnim.

z
Definicija 2.6. Neka je w € ({O, 1}d> . Neka je v € (0,1) proizvoljan te r € N broj

koji zadovoljava sljedeca svojstva:

1. 227 <1,

d
2. =257 < 1,
gl

Vd

3. 2= 5 Y7
2

Za kocku I € D* kazemo da je losa ako postoji J € D* takva da vrijedi [(J) > 2"I(]) i
koja zadovoljava

d(1,0J) < I(I)I(J).
U suprotnom kazemo da je kocka I € D dobra. Svojstvo da je I losa ili dobra kocka
nazivat ¢emo svojstvo dobrote.

Primijetimo prvo da moZemo odabrati ovakav r. Naime, postoje (dovoljno veliki)

Vd

d
ri,7m2, 73 € N za koje vrijedi 2277 < 1,-2%""27 < 1 i 2n07) > 5 Tada r =
/‘)/
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2.2. Vjerojatnosna struktura

max {7y, 79,73} zadovoljava sva tri svojstva. Nadalje, za r iz ove definicije po prvom
svojstvu slijedi da je r > 2.

Intuitivno, kocka [ je losa ako i samo ako se nalazi dovoljno blizu ruba kocke J s mnogo
ve¢om duljinom brida od kocke I.

Autori rada [12], koji su prvi uveli definiciju dobrih/logih kocki, koristili su odabir

(07

1= v a) (2.1

pri ¢emu je « € (0, 1] parametar dan u definiciji Calder6n-Zygmundove jezgre. Ipak, mi
¢emo samo trebati

O<y < ——
«

i dokaz ¢emo provesti uz takvu opcenitiju vrijednost od v, a tek na kraju éemo (radi

ilustracije) uvrstiti i gornji posebni odabir.

2.2. Vjerojatnosna struktura

Oznac¢imo sada €2 := ({0, 1}d)Z i neka je F o-algebra generirana tzv. cilindrima; vidjeti
detalje u [14]. Neka je IP uniformna vjerojatnost na izmjerivom prostoru (£2, F), u smislu
da je za w = (wj)jEZ € ), vjerojatnost da w;, j € Z, poprimi proizvoljnu vrijednost iz
{0, 1}d ista za svaku vrijednost i iznosi 21d = 27% Neka je takoder P vjerojatnost takva
da su komponente medusobno nezavisne, odnosno da je familija dogadaja takvih da
svaki dogadaj ovisi o jedinstvenoj komponenti w;, j € Z zapravo familija nezavisnih do-
gadaja u odnosu na vjerojatnost P. Time smo definirali vjerojatnosni prostor (2, F,P).
Receno jezikom teorije mjere kao u [1] ili [4], taj vjerojatnosni prostor je beskonaé¢ni
produkt simetri¢nih prostora mjere na {0, 1}¢.

Navedenu vjerojatnost P ¢esto ¢emo oznacavati s P, (iako vjerojatnost ne ovisi o zada-

nom w), kao sto ¢emo i ocekivanje E na pripadnom vjerojatnosnom prostoru oznacavati
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2.2. Vjerojatnosna struktura

s E,,, ¢ime zelimo naglasiti da se oc¢ekivanje uzima po w.

Vazna svojstva slucajne dijadske kocke su pozicija u prostoru R?, odredena koordina-
tama nekog od njenih vrhova, te njena dobrota. Zanimljivo je da su ta dva svojstva
medusobno nezavisna. Da bismo to formalno dokazali, uvodimo sljedeé¢e definicije.
Neka je I € D° proizvoljan i oblika I = 27 ([O, 1>d + m) zaneke | € Zim € Z%. Zatim,

neka su funkcije X,ozicijo : 2 — R% i Xaobrota : © — R dane s

Xpozicija<w) = 27Zm + Z 27]'(,0]‘,
JEZ
J<i(I)

_ 1, I+ wje dobra kocka,
Xdobrota<w) = ]ldobra(I + w) = ]
0, I+ wje losa kocka.
Uo¢imo da su to slucajne varijable na promatranom vjerojatnosnom prostoru (2, F,P,).
Vrijedi:
Lema 2.7. Neka je I € D° te w € Q. Tada su pozicija i dobrota slucajne dijadske kocke

I + w nezavisna svojstva.

Dokaz. U duhu prethodnih definicija, treba pokazati da su Xp,zicije 1 Xdobrota N€zavisne
slucéajne varijable.

Iz definicije funkcije X040 slijedi da ta funkcija ovisi o onim i samo onim w; za koje
indeks j zadovoljava 277 < I(I). S druge strane, dobrota od I ovisi o tome koliko je I +w
relativno blizu nekoj drugoj slu¢ajnoj dijadskoj kocki J + w, J € D° za koju takoder

vrijedi i I(J) > 2"I(I), pa posebno I(J) > I(I). Vrijedi

J -|- w = J + Z 2_jw]‘ = J —+ Z 2_jw]‘ + Z 2_jw]~.
JEL JEL JEL
27I<I(J) 27I<I(T) W(H)<279<U(J)

Suma Z 2_jwj se pojavljuje i u raspisu od I + w i od J 4 w, pa prema tome na
€.
2—?7'<1(1)
relativnu poziciju, odnosno na dobrotu kocke I utjec¢u oni i samo oni w; za koje indeks
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2.2. Vjerojatnosna struktura

§ zadovoljava I(I) <277 < I(J).
Bududi da ne postoji indeks j € Z takav da i X,ozicija 1 Xdobrota OVise 0 wj, po odabiru
vjerojatnosne mjere P i nezavisnosti komponenti od w, slijedi da su pozicija i dobrota

od I nezavisna svojstva. 0.ED.

Primijetimo sljedece: po definiciji dobre kocke, dobrota kocke I € D“ u odnosu na
neku drugu kocku J € D% ovisi iskljucivo o relativnoj duljini brida J u odnosu na brid
kocke I te o relativnoj poziciji od J, to¢nije od ruba dJ u odnosu1 na /. Naime, [ je
losa u odnosu na J ako vrijedi ll((}])) > 2" te d(I,0J) <I(I) <ll(((;))> 77. Dakle, dobrota
od I ovisi iskljucivo o relativnim veli¢inama (duljini brida ili poziciji) u odnosu na J,
pa zaklju¢ujemo da je vjerojatnost da je kocka I dobra neovisna o odabiru J, odnosno

ista je za svaki I € D¥.

To nas motivira da uvedemo oznake

7 =P, (I + wje losa kocka) ,

7p =P, (I + wje dobra kocka) (=1 —mp),

pri ¢emu je I € D° proizvoljan.

Po gornjoj diskusiji zaklju¢ujemo da 7y i mp ovise o odabiru parametara v i r, kao i
o dimenziji d prostora R?. Kako je 7 vjerojatnost, vrijedi 0 < 7 < 1. Zanima nas
gornja granica ove vjerojatnosti u ovisnosti o ovim parametrima, a i zeljeli bismo imati
pozitivnu vjerojatnost da je kocka I € D* dobra. Rezultat nam daje sljedeca lema, koja
u svom dokazu krije i motivaciju prvih dviju granica za parametar r u definiciji dobre
kocke (22_” <1i ;l23_m < 1); prva granica je nuzna da bismo iskoristili Bernoullijevu

nejednakost iskazanu u dokazu, a druga da bi vrijedilo 7p > 0, uvjet klju¢an za dokaz

jednog od glavnih rezultata ovog rada.

Lema 2.8. Vrijedi

7 < §23—W < 1.
v
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2.2. Vjerojatnosna struktura

Posebno, vjerojatnost da je kocka I € D“ dobra je strogo veca od nule, tj. mp > 0.

Dokaz. Neka su I,J € D¥ proizvoljni. Postoji jedinstveni J' € D“ za koji vrijedi
I C J tel(J) = I(J). U slucaju da je J # J, vrijedi I N J = (), pa prema
tome vrijedi d(I,0J") < d(I,J) = d(I,0J). Ako pretpostavimo da vrijedi nejedna-
kost d(I,0J) < I(I)"I(J)'™7 iz definicije loge kocke, slijedi d(I,0J) < d(I,0J) <
D)) = 1(I)(J)7. ZakljuGujemo, ako je I losa kocka, onda je I losa obzi-
rom na neku kocku J' koja sadrzi I.

Stoga u nastavku dokaza, da bismo procijenili vjerojatnost da je I losa kocka, proma-
tramo slucajne dijadske kocke J koje sadrze I, tj. I C J.

Takoder, ako je [ losa kocka obzirom na kocku J, vrijedi I(J) > 2"I(I), odnosno
I(J) = 2"I(I) za neki k > r. Kao i u dokazu leme slijedi da je relativna pozi-

cija od I u odnosu na J odredena sumom

JEL
UI<2-7<2k1(D)
Primijetimo da ova suma, ovisno o odabiru w; € {0,1} za promatrane indekse j, moze
ey d\* kd ey .. .
poprimiti ukupno (2 ) = 2% razli¢itih vrijednosti.
Uoc¢imo da se udaljenost I od 9J moze izraziti kao m - [(I) za neki m € Z. U slucaju da
i)

v—1
je I 10§ u odnosu na J, vrijedi d (I,0.J) < I(I)"1(J)'™7 = (W)) I(I) = 2F0=71(T),

pa vrijednost m mora biti manja od

20 i) < (2070 4 1) u() = (2070 1) 274() < 224070 27H()

=21,

buduéi da je k(1 —~) > 0, pa je 28077 > 1.

U slucaju da je kocka I dobra u odnosu na kocku J, ona se nalazi u podskupu od J koji

I Antolis, M. Stipéié 45



2.2. Vjerojatnosna struktura

je takoder kocka, u smislu da je to Kartezijev produkt intervala (bridova) duljine
1) =2 [2"00] (1) > 1(J) = 227M1(J).

Prema tome, volumen podruéja koje ¢ine sve lose podkocke od J ¢iji je brid duljine (/)

jednako je

V(I)- (1)) - 2[2 0] uD) " < vy - (1) - 22791())"
— V() - V() (1-27M) vy v (1 d2™)

= (1=14+22Ma) V(J) = 22 Mdv(J).
Pritom nejednakost (x) slijedi iz Bernoullijeve nejednakosti
(1+2)" > 14 nx, zasven € Nizasver € R,z > —1, (2.2)

(koja se lako dokazuje matematickom indukcijom po n) te iz ¢injenice da, po odabiru
broja r € N, vrijedi 227" < 1, odnosno —227%7 > —2277 > _1.
Buduéi da je P,, uniformna vjerojatnost, vjerojatnost da je I los u odnosu na J mozemo

racunati kao omjer volumena podruéja svih losih podkocki od J duljine brida [(I) te

22KV ()
V({J)

Obzirom da je k bio proizvoljan n € N koji zadovoljava k > r, odnosno da promatramo

volumena od J, a ta vjerojatnost nije veca od =22"M1q.

da je kocka I losa u odnosu na bilo koju nadkocku J ¢ija je duljina brida barem 2"[(1),

ukupna vjerojatnost da je I losa kocka jednaka je

92—k
+00 +oo +00
7w =Py (I +wijelofa) < 227Mg =233 27kt = 23g " 2}“ / 27! (27%) at
k=r k=r k=r 9—h—1
oo o—k B o . 9—k 9—r
SP (27) at < 22> | vt ) 934 / Lt
k:r27k71 k*rg 0
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2.2. Vjerojatnosna struktura

- 2%1}y (2—7”7 - 0) - ;ZQS—W < 1.

Pritom jednakost (xx) slijedi iz Beppo-Levijevog teorema ([I], kor. 2.4.2]) primijenjenog
na niz karakteristicnih funkcija (]L[Q_k_l 2-+) keN k> r). Konac¢no, zbog 7, < 1

vrijedi mp =1 — 7, > 0. 0.¢.9.
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Poglavlje 3

Haarov sistem funkcija nad

familijom slucajnih dijadskih kocki

3.1. Haarove funkcije

Sljedeéi sistem je uveo Alfréd Haar [5] jos 1910. godine. Prvo definirajmo Haarovu

funkciju u jednoj dimenziji, tj. za d = 1.

Definicija 3.1. Neka je I € D¥ proizvoljan i oblika I = [a,b), za neke a,b € R.

b
Oznacimo lijevi podinterval od I s I} := [a, ChL> i desni podinterval od I s I, :=
a+b : . . o
,b ). Definiramo Haarove funkcije nad intervalom I na sljede¢i nacin:
1
1 , xel,
R (z) = 1(z) = V(1)
Vi) 0, x ¢ I
1
) T e Il7
V(1)
1 1 1
hi(z) = —== (15(x) = 11, () = § — , vl
V) V(1)
0, x ¢ LUI.
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3.1. Haarove funkcije

41— 2
) S 1L
‘ 0.‘2 ‘ ‘ ‘ 0.‘4 ‘ ‘ ‘ 0.‘6 ‘ ‘ ‘ 0‘.8 ‘ ‘ ‘ 1‘.0 L ‘ ‘ ‘ 0‘.2 ‘ ‘ ‘ 0‘.4 ‘ ‘ ‘ 0‘.6 ‘ ‘ ] 0‘.8 ‘ ‘ ‘ liO
2+ R -1r
(a) h%0i> zan=0,1,2,3, 4. (b) h%kﬂ> zak=0,1,2,3.
2n 47 4

Slika 3.1: Prikaz utjecaja veli¢ine kocke i translacije kocke na vrijednosti Haarovih
funkcija.

U visedimenzionalnom prostoru R? Haarove funkcije definiramo na sljedeéi nacin.
Definicija 3.2. Neka je d € N proizvoljan. Za I € D¥ oblika I = I} x I x ... X I,
pri cemu su Iy, Iy, ..., I; standardni dijadski intervali (elementi od D* u slucaju d = 1),

te za n = (M1, m9,...,ma) € {0, 1}d, definiramo Haarovu funkciju nad I u tocki x =
(z1,T9,...,1q) € R? kao
( ) o
hi(x) = hpl iy, (@ wo, o wa) = [ A7 (20) = A (20) - B (w2) - .- By (2a).

11 ><12><...><Id
=1

Primjer 3.3. Promotrimo kako Haarove funkcije izgledaju za dimenziju d = 1 na kocki

0,1).
1of 10
O.Sj o }
0.6}
r —(;.5 ‘ ‘ ‘ L ‘ ‘ ‘ ‘ O‘.5 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘.0 ‘ ‘ ‘ ‘ 115
04l
0.2; -05F
*6.5 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 015 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘.0 ‘ ‘ ‘ ‘ 1‘.5 -10F
1
(a) Ay (b) R,y

Slika 3.2: Haarove funkcije u jednoj dimenziji na kocki [0, 1).
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3.1. Haarove funkcije

Slika 3.3: Haarove funkeije na kocki [0, 1),

1 1
Iz slike uoc¢avamo da vrijedi /h?(z)dx =1=/V() te /h}(w)dw = 0, $to se moze
0 0
pokazati i opcéenito za proizvoljan d € N i za proizvoljnu kocku I.

1 1
Naime, za d =11 I € D* vrijedi /h?(az)daz = /dm = V()= V()
oy V(D)

e /hl( Ydx = (/ dx — /dcc) = —] (V(I;) = V(1)) = 0, buduéi da iz defi-
R

V(I
nicije poluintervala danog intervala slijedi V(I;) = V (1,) = L

Zaopéenitid € Nte [ = [ xIyx...xIo € Din= (n,n2,...,n4) € {0 1}* po Fubinije-

vom teoremu za apsolutno integrabilne funkcije vrijedi / x)dr = H by (i) d; |,
R4 I;
pa je taj integral jednak 1/V(I) u slucaju n = 6 (buduéi da su svi integrali u produktu

jednaki \/V (I;) = \/Z(I)), a jednak je 0 ¢im je n # 0 (bududi da postojii € {1,2,...,d}

za koji je m; = 1 pa je /h}’z (x;)dx; =0, a onda je i produkt jednak nuli).

I;
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10f

0.2 0.4 0.6 0.8 10

05|

10

1
Slika 3.4: Haarove funkcije na kocki [0, 1) i na prvoj podkocki {2, 1> za d=1.

Primijetimo jo§ da za svaki n € {0,1}% i za svaki I € D vrijedi |R]| = hY, bududi da se
vrijednosti tih dviju funkcija razlikuju iskljuc¢ivo do na predznak.

Dakle, za svaki I € D vrijedi

JV(I), n=8
/hy(a;)dx— €. n=8" /\h?(m)]daz—\/V(I). (3.1)

Rd 07 77%9
0

Primjer 3.4. Sada usporedimo dvije Haarove funkcije dane na nekoj kocki I i na njenoj

I(1)
2.

prvoj podkocki, odnosno na kocki sadrzanoj u I ¢ija je duljina brida jednaka

Pogledajmo slike [3.4] i
Ono sto uocavamo iz tih slika jest da vrijedi / h[lo 1>(x)hi1 ) (x)dzr =0, kao i
R 2

h(l’l)Q(x)h(l’l) o(z)dx = 0. Naime, kako su Haarove funkcije jednake 0 izvan kocke
gz 1O [1.1)
1
kojom su indeksirane, oba ova integrala se svode na integrale po manjoj kocki [2, 1>,

(1,1

2
odnosno {2, 1> . No, na tim kockama su Haarove funkcije h[l(m i h[o .

vrijedi /[1 y h[1071>(:v)hi%’1> (z)dx = (const.) - /[

2 3:1)

;2 konstantne, pa

hEJ) (z)dz = 0. Sli¢no,
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1 2
Slika 3.5: Haarove funkcije na kocki [0, 1>2 i na prvoj podkocki {2, 1> za d = 2.

1,1 1,1 11
/[1 2 hf0,1>)2<l’>h([%71)>2<$>d1’ = (const.) - /[1 . h%é,l)f(x)dx _o
2 L

Ovo zapazanje navodi nas na pretpostavku da su i opéenito razlicite nekonstantne Ha-

arove funkcije medusobno okomite u L? (Rd), odnosno da vrijedi / B ()R (z)dx = 0

R4
za proizvoljne I,I' € D in,n € {0,1}\ {0} takve da je I # I' ili np # 1/’ O
Osim svojstva uocenog u prethodnom primjeru, moze se pokazati i opéenita tvrdnja,
a ta je da Haarove funkcije nad R? &ne ortonormiranu bazu prostora L2 (]Rd). Prije

nego krenemo na dokaz tog teorema, trebamo dokazati sljede¢u lemu.

Lema 3.5. Neka je U C R? proizvoljan omeden otvoren skup. Tada postoji konacan
ili prebrojiv skup indeksa T C N i familija {I; i € T} C D“ medusobno disjunktnih
dijadskih kocki takva da vrijedi U = U ;.

ieT
Dokaz. Definirajmo
N ={IeD*:ICU}.
Uoc¢imo da za svaki z € U postoji I, € N takva da je x € I,. Naime, U je otvoren skup
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pa postoji dijadska kocka I, € D“ dovoljno malene duljine brida koja sadrzi x. Prema
tome, U C U]zg U IC U U = U, odnosno U = U I.

zeU IeN IeN IeN
Nadalje, neka je M C N familija dijadskih kocki iz N koje su maksimalne obzirom na

relaciju inkluzije, odnosno
M={IeN:(V[eN)ICI'=1=1I}.

Pretpostavimo da postoji Iy € N koja nije sadrZana niti u jednoj I € M, odnosno za sve
I € M vrijedi Iy € I. Posebno, Iy ¢ M, pa po definiciji te familije postoji I; € N koja
strogo sadrzi Iy, odnosno Iy C I;. Induktivno, dobivamo strogo rastudi niz (I,,),cy, u
N obzirom na relaciju inkluzije, Sto znaci da vrijedi Iy C I; C I, C ... No, po definiciji
familije N, svaka kocka tog niza sadrzana je u skupu U koji je ogranicen, a kako su
duljine bridova dijadskih kocki cjelobrojne potencije broja 2, to bi znacilo da je U I,
neogranic¢en skup sadrzan u U, sto je kontradikcija s omedenoséu od U. PI‘etpOTSfS\Ofka
je pogresna, dakle za svaku kocku I € N postoji kocka I' € M takva da vrijedi I C I'.
Iz ovoga zakljuc¢ujemo da vrijedi U I C U 1. Kako po definiciji familije M vrijedi
IeN IeM
M C N, dobivamo da vrijedi |J I = |J I=U.
IeM IeN

Uz to, primijetimo da za svake dvije razli¢ite kocke I,I' € M vrijedi INI' = 0. U
suprotnom, po lemi [2.5( vrijedi I C I ili I’ C I, a kako su te kocke maksimalne obzirom
na relaciju C, u oba sluc¢aja dobivamo I = I’, Sto proturje¢i pretpostavci I # I’

Kako je DY = {2_’c ([0, 1)d + m) +w:k€eZ,me Zd}, svaka dijadska kocka iz D* odre-
dena je parametrima k € Z i m € Z¢, dakle skup D* je prebrojiv. Kako je M C D,
slijedi da je U, kao unija elemenata iz M, unija prebrojivo mnogo medusobno disjunk-
tnih dijadskih kocki. Prema tome, mozemo urediti skup M tako da za neki (konacan

ili beskonacan) skup indeksa 7" C N ozna¢imo njegove elemente s I;, pri cemu je i € T'.

Tadaje {I, : i€ T}y =M iU=|J L. 0.¢D.

€T

Sada smo spremni za dokaz vaznog teorema.
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Teorem 3.6. Familija {h? : 1 € DY ne {0, 1}d\{9}} je ortonormirana baza prostora
L? (RY).
Dokaz. Prvo treba dokazati da je {h}] T eD?ne{0,1}"\ {0}} ortornormiran skup u
L? (RY).

Neka su I € D¥ine {0,1}*\ {#} proizvoljni. Vrijedi

7112 n 2 _ 1 i _ 1 _ 1 _
”hI||L2(Rd) :/|h1($>| dm—/ ( V(I)11> dr = Vu)/dx = WV(I) =1,
Rl Rd T

odnosno Hh?HLQ(Rd) = 1. Nadalje, neka su I,I' € D i 5,1’ € {0,1}%\ {0} takvi da je
K1 £ h'. Razlikujemo dva slucaja: I # I'ili [ = I',n # 1. U sludaju I # I, po lemi
R.5]vrijedi INT'=0, I C I'ili I' C I. Jasno, u sluéaju I N I' = () vrijedi

(WEHE). (20) = / W ()Rl (z)dx = 0
R4
bududéi da je hl(z) =0 za x & I te h',(z) = 0 za = ¢ I', a, kako su I i I’ medusobno
disjunktni, podintegralni izraz jednak je nuli za svaki z € RY. U slucaju I C I, po

definiciji Haarove funkcije h?: je konstantna na skupu I, pa vrijedi

1
V(1)

GRS (2e) = / W ()Rl (z)de = +

R4

/h?(x)dx =0,
T

pri ¢emu posljednja jednakost vrijedi po[3.1] Slucaj I’ C I slijedi analogno.
Pretpostavimo sada daje I = I' = I} x Iy x---xI;in # 1. Tadapostojii € {1,2,...,d}
takav da je 1; # n). Kako sun,n’ € {0,1}\ {0}, vrijedi n; = 1,7, = 0 ili j; = 0,7} = 1.

Primjenom Fubinijevog teorema dobivamo

(W R, (2e) = / K1 (z)h? (z)dx

Rd
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i—1 ,
/h?: T hlk () day | - /h}f (xz)h% (x;) dw;
k=1 \7 J
d /
k=i+1

R

bududi da je h} konstantna na I; s vrijednoséu pa vrijedi / hy (x;) by, (2;) da; =

F/hl x;) dx; = Opo.

Dakle, {h? T eD?ne{0,1}"\ {0}} je ortonormiran skup u L? (Rd>. Da bismo doka-

<
=~

zali da je to ortonormirana baza, po karakterizaciji ortonormirane baze iz [10), teorem 2,
pp. 55| dovoljno je provjeriti da je sistem maksimalan, tj. da za sve f € L? (Rd> vrijedi

implikacija
(V1 € D*) (Vn € {0, 13"\ {6}) (f, Mgy = 0=> f =0. (3.2)

Neka je dakle f € L2 (Rd> koja zadovoljava /f(x)h?(x)dx = (f, h}’)LQ(Rd) =0 za

sve I € D in e {0,1}"\{0}. Fiksirajmo I = I; x I, x --- x I; € D*. Oznacimo
s I' i I" lijevu i desnu polovicu intervala I; za sve i € {1,2,...,d}. Tada su prve
podkocke od I, odnosno podkocke dvostruko krace duljine brida od duljine brida I,
oblika JFkzeka) .— ki s ha oLy Igd, pri ¢emu su ky, ko, ..., kg € {l,r}. U ovisnosti
o dimenziji d, postoji 2 takvih podkocki, ovisno o odabiru k-eva, i € {1,2,...,d}.

Po definiciji Haarove funkcije h?, za svaku tocku = = (z1,29,...,7q4) € R? vrijedi

hi(x) = hi (w1) B (w2) - hi? (xq). Pritom, za svaki i € {1,2,...,d} vrijedi da je

ako je x; € I', dok je hi(z;) = +
V(1) ' V(1)
pozitivan predznak pojavljuje u slucaju 7; = 0, a negativan u slucaju n; = 1.

za v € [I]. Pritom se

Takoder, primijetimo da je za 2¢ moguénosti odabira 7 € {0, 1}d za x; € I' vrijednost

h (z;) uvijek pozitivna (tj. ne ovisi o odabiru 7)), dok je za z; € Ij vrijednost hY(z;)
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pozitivna za 247! moguénosti odabira 7 te negativna za isti broj odabira 7, ovisno o
tome je li n; = 0 ili 7; = 1. Pritom, za n = 6 je h}'(x;) pozitivna vrijednost neovisno je
liz;€Ililia; € IJitozasvei € {1,2,...,}.

Prema tome, vrijedi

0= Z f(z)h](z)dx = Z f(z)h]}(x)dx (3.3)

ne{0,13\ {0} g ne{0,13\{6} 71

= 2 /f(xh"-vxd) > hi (@) b (wa) | d(2s- - 2a)

ki, kq€ql T}I(kl """ kg) ne{0,1}d\{9}
1
:<2d— 1) / f(xla 7$d)d($17 axd)
\/V (]1) 4 <Id) (el
1

- Z fxy,...,zq)d(z1,...,2q),

77777

odnosno

@-1 [ fla)de= > | i

L) (k1. kg)e{l,r}N\{(L1,..., 1)}I(k1 k)

,,,,,

Pribrojimo li ovoj jednakosti / f(z)dz, dobivamo

7L,

d _
2 / flz)dz = .
) 1

ey (ke ka)e{l }dl(kl ,,,,, kg) T
odnosno, dijeljenjem s 2¢V (I(l’l """ l)),
1 B 1 B 1
m f(z)dr = W f(z)dz = ﬁ f(z)dx,
7,0 T T

bududi da je I (1¢0-1) = 271(1), paje V (1¢4-0) = 279V(1).
Neka je sada (k1, ka, ..., kq) € {l,r}d proizvoljan te neka je {j1, jo, ..., 1} € {1,2,...,d}

skup svih indeksa za koje je kj, = k;, = --- = kj, = r (pritom je | € N,I < d).
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Tada u raspisu (3.3) mozemo koristiti jednakost 0 = Z / f(x)h}(x)dz, pri

ne{0,13\{0}  Ra
¢emu je za svaki clan u sumi predznak + ako i samo ako je kardinalan broj skupa

{p € {s,J2 -1} : mp =1} paran broj, odnosno n;, = 1 za paran broj podindeksa
i€ {1,2,...,l}. U tako postavljenoj sumi, slicno kao i gore, dobivamo integral funkcije
f po kocki I*vk2ka) pomnozen brojem 2% — 1 te integrale funkcije f po preostalim

kockama s negativnim predznakom. Sli¢nim izvodom dobivamo da vrijedi

Dakle, dobili smo da je ][f(x)dx = ][f(a:)d:zr ¢im je I' dijadska podkocka od I duljine
T

brida [(I') = 27'(I). Induktivno, pretpostavimo da postoji k& € N takav da za sve

I' € D°,I' C I takve da je I(I') = 27FI(I) vrijedi ][f x)dx ][f dr. Neka

je I" € D I" C I takva da je I(I") = 2_(]“'1)[(]). Tada pOStOJl I' € D takva
da vrijedi I” C I' C I. Po pretpostavci i po pokazanoj tvrdnji za I” i I' (vrijedi
Iy = 27" (1) = 271(I")), vrijedi ][f(x)d:x = ][f(x)dx = ][f(:B)dZB. Dakle,
navedena tvrdnja vrijedi i za broj k + 1.//St0ga po induktivnom prirfcipu dobivamo da
vrijedi jednakost ¢im je ff(x)dx = ][f(x)dx ¢imjel' CTiiICI.

1 T
Neka je sada (1,,),,c5, € D“ proizvoljan niz kocki koji zadovoljava I, C I il (1) = 2"
za svakin € Z. Po tome, za sve m,n € Z za koje je m < n vrijedi I,,, C I,,, pa po gornjem

izvodu vrijedi jednakost ][f Ydx = ][f )dz. Nadalje, vrijedi V (I,,) = (2")* = 2.

Zan € 7Z vrijedi i Sljedece

f f@)e| = o / f(x)d
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1
2

) 1 : )

n

i VD Wl
|

‘fHL2(Rd) B “fHL2(Rd)
Vi) o 2%

2L,

Pritom smo u (x) koristili Holderovu nejednakost ([4, tm 6.2]) za p = ¢ = 2 za funkcije
1=1g1ilf|

Prema tome, ][ f(z)dz je konstantni niz realnih brojeva koji konvergira prema

ne”Z

nuli. Dakle, ][f(ac)dx =0zasven € Z.
Iy

Time zapravo dobivamo i da vrijedi ][ f(z)dz = 0 za svaki I € D*. Naime, mozemo

T
definirati niz kocki (1), iz D* na sljede¢i nacin. Ako je k € Z takav da vrijedi

I(I) = 2%, tada ozna¢imo I, := I. Nadalje, za proizvoljan n € Z biramo bilo koju kocku
I € D¥ takvu da vrijedi [ (1)) = 2"I(I) i I' N I = (), pa definiramo [}, ;= I.

Uoc¢imo da vrijedi | (Ir1,) = [(I}) = 2"I(I) = 28", Nadalje, za m,n € Z,m < n
uistinu vrijedi I,,, C I,,. To slijedi iz leme , bududi da je tada I C I, u slucaju n > 0,
odnosno I, C I u sluc¢aju n < 0.

Buduéi da ovako definirani niz (I,,), ., zadovoljava ova svojstva, po gornjem izvodu do-

bivamo da je to nul-niz. Posebno, za I = I, dobivamo ][f(x)dx =0.
1

Sada smo spremni pokazati zeljeni tvrdnju. Pretpostavimo suprotno, tj. f # 0. To
znaci da postoji € > 0 takav da je skup {x e Re: |f(x)] > 6} = {|f| > €} Lebesgueove
mjere vec¢e od nula, odnosno A ({|f| > €}) > 0. Kako je {|f| > €} = {f > e}U{f < —¢},
a to je unija dvaju medusobno disjunktnih skupova, vrijedi A ({|f| > €}) = A({f > €})+
A({f < —€}) > 0, pa je barem jedan od skupova {f > €} i {f < —e} Lebesgueove mjere
veCe od nula.

Bez smanjenja opcenitosti pretpostavimo da je A ({f >¢€}) > 0 jer preostali slucaj
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A ({f < —¢€}) slijedi analognim izvodom. Lebesgueova mjera A na R? je regularna, pa
prema tome postoji kompaktni skup K C {f > €} takav da je A(K) > 0.

Neka je U proizvoljan omeden otvoren skup koji sadrzi K, odnosno U O K. Po lemi
postoji T C N i familija medusobno disjunktnih dijadskih kocki {I; : ¢ € T} C D¥
takvih da vrijedi | I; = U.

i€T

Slijedi

[t@ae= [ s@ie= [ S i Y [ fatiae=3 [ swpds o
S o Lo i€T i€, €Ty
Pritom u (%) koristimo Beppo-Levijev teorem za niz pozitivnih funkcija (f17, :7€ T)

u slucaju da je T beskonacan skup (u slucaju da je T konacan, koristimo konacnu

aditivnost integrala). S druge strane, kako je K CU i f > 0 na K,

/f(a:)dx > /f(a:)da: > /edx — AK) > 0,

sto je kontradikcija. Prema tome, uistinu vrijedi f = 0.
Pokazali smo da vrijedi implikacija ‘) pa slijedi da je {h? T eD? ne{0,1}"\ {9}}
maksimalan u prostoru L? (]Rd). Prema tome, ta familija je uistinu ortonormirana baza

prostora L? (Rd) ) 0.¢.9.

Primjer 3.7. Promotrimo kako bi dokaz prethodnog teorema, tocnije dokaz o maksi-
malnosti skupa Haarovih funkcija izgledao u slucaju d = 2 i za w = (wj)jez takav da
vrijedi w; = 0 za svaki j € Z. Tada za k € Z i m, my € Z imamo dijadske kocke oblika
[=2" ([o, 1)? + (ml,mg)) i [ = [2—km1, 27 (my + 1)> X [Q_kmg, 27 (my + 1)>.

Uoc¢imo da se proizvoljna kocka I dijeli na cetiri podkocke ¢iji su bridovi kraéi od brida
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kocke I. Oznac¢imo te kocke s

I = (270 g 270D (4 1)) x [27 0 mg, 27FHD (my 1))

Za svaku kocku I postoje cetiri razlicite Haarove funkcije koje se mogu zapisati

pomocu kocki Iy, I, I3, I, na sljedeéi nacin:

1
R = (I, + 1, + 1p, + 17,)
V(1)
(2,3) 1 1
hy™” = (g, + 1) — (17, +1p,)
V(1) V()
1 1
h§274) = (]112 + ]114) - (]111 + 113)
V(1) V()
1 1
WY = e (1y, + 11,) — (17, +1p,)
v JV()

Na slici prikazane su Haarove funkcije za I = [0, 1)>. Posto funkcije poprimaju
samo dvije vrijednosti na tom skupu, njih mozemo prikazati kao dvodimenzionalni graf
koji je dobiven od trodimenzionalnog tako sto je dimenzija visine zamijenjena bojom.
Pritom je bijelom bojom oznacen skup na kojem funkcije poprimaju pozitivnu vrijednost,
a plavom skup na kojem poprimaju negativnu vrijednost. Uoc¢imo da su na istoj slici

kocke I, I, I3, 14 zapravo kocke:
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10[
08t
06
04t
02}
00, L L A
00 02 04 10
(0,0)
a) h =h
(a) [0,1)%
10[] I
08|
06|
04t
02t
0‘07\ L L L
00 02 04 10
(1,0)
C =
(c) [0,1)?

Slika 3.6: Alternativni prikaz Haarovih funkcija na kocki [0, 1)

[1:

Iy =

o),

10[!

08

06

041

021

00

10[]

08

06

04

021

00},

0,1 3,4
®) Moz =1

1,1 2,3
(@) by = .

2

Neka je f € L2 (R2> okomita na sve Haarove funkcije na svim kockama I, odnosno
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takva da je <f, h’}> = 0 za svaku kocku [ i za svaki k € {(2,3),(2,4),(3,4)}.

L2(R?)
Potrebno je dokazati da je tada funkcija f = 0. To ¢emo napraviti u nekoliko koraka.
Korak 1. Pokazimo da je prosjek funkcije f na kocki I jednak prosjeku na svakoj od kocki

-[17 ]27 137 I4'
1

yV)

da je f okomita na Haarove funkcije dobivamo

Prosjek funkcije f na kocki I je formalno / f(z)dz. Koristeéi ¢injenicu
T

0= (£

1 1
— [ @) (L) + L1y (@) = ——— (L1, (2) + L1, ()) | do
/‘ (wwn V() )

wéﬁ(/fwmx+/f@Mz/f@ﬂx/f@M%,

odnosno dobivamo

@)/j@mx+/f@mw:/j@mx+/f@mx

Analognim ra¢unom se pomocu funkcija h§2’4) i h§3’4) dobiva

(% % %) ]f(x)dm + 4/f(x)dx = ]f(m)dx + S/f(x)dx

Po slici to bi znacilo da je integral funkcije f po plavim podrucjima jednak
integralu funkcije f po bijelim podruc¢jima. Sada tvrdnja slijedi kombinacijom

ovih triju jednadzbi, odnosno

@%HMQ+@*Q:$3/j@Mx:/j@ﬂx+/j@ﬂx+/f@ﬂx
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— sz)/f(x)dx— 2]) (/f(x)der/f(x)der/f(m)der/f(x)dx)
- 5 / fa)ds = o / f@)de,
() — (k) 4 (¢ % %) :>3/f(:13)d:13: /f(:f)d:l:—f—/f(m)dx—i—/f(l’)dm
sz,)/f(x)dx— EI) (/f(:v)d:v+/f(x)dx+/f(x)dx+/f(:c)dx)
1 | (2)de, 2 3 4

— () + (%) + (% % % :>3/f dx—/f dx+/f der/f
:m/f(x)dx:v([) (/f(a:)da:+/f(z)dx+/f(:v)dx—l—/f(x)dx)
B 1 1 1 : ; "

Odnosno, prosjek funkcije f na kocki I jednak prosjeku na svakoj od kocki

-[17 ]27 I37 I4'

Korak 2. Pokazimo da prosjek funkcije f na kocki I tezi u nulu kako se kocka I povec¢ava u
beskonacnost. Formalno,

kh_}rgo f(z)dx =0
Iy,
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3.1. Haarove funkcije

za I € {[0 2%),[0,-2%) x [0,25),[o,2%) x [0, —2*), [o, —2k>2} fiksnog oblika.
Bududi da je f € L? (]R2> vrijedi:

NI

][f(:v)dx Sv(lm/\f(x)-l\dx

1
Hélder 1 9 / 9
< x)|"dx | - 11" dz
< i | [ Jm
k k

MWH :WHLﬂ
ving Ml =" R

iz ¢ega, ako uvrstimo ¢emu je jednak volumen kocke I, dobivamo

[
. oy _
Jim | o)) < Jim S0 <o
I,

Iz ovoga slijedi klim ][f(x)dx = 0, pa je time Korak 2. dokazan.
— 00
I

k

Korak 3. Preostaje pokazati da je prosjek funkcije f jednak nuli na svakoj dijadskoj kocki.
U ovom koraku koristit ¢emo tvdrnje iz oba prethodna koraka. Pretpostavimo
da trazena tvrdnja nije to¢na, odnosno da postoji kocka J na kojoj je prosjek
funkcije f razli¢it od nule. Bez smanjenja opc¢enitosti mozemo pretpostaviti da je
V(lj)/f(:v)d:v =¢e> 0.

Takodér, bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da se kocka J nalazi u
prvom kvadrantu jer inace tvrdnja analogno slijedi. Promatramo dva slucaja:
1° Neka je kocka J oblika J = [0, 2_k>2.

Tada promatramo niz (J,) . dans J, := [0, 2_k+”>2. Kako je J podkocka

neN

od Ji, po Koraku 1. znamo da je ][ f(z)dz = e. Induktivno dobivamo da
J1
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3.1. Haarove funkcije

Slika 3.7: Prikaz 1° za J = [0, 2)>.
je ][ f(z)dr = € za svaki n € N. Tada po Koraku 2. dobivamo da vrijedi

n—oo

€= lim ][f(x)dx = 0, s$to je kontradikcija s pretpostavkom da je € > 0.
In
2° Viijedi J # [0,27%)".
U ovom slucaju postoji neka kocka I,, iz niza (I,,),,.y danog s I, := [0, om)?
takva da je J C I,, budu¢i da je J ogranicen skup u prvom kvadrantu,

+oo
a U 1., prekriva cijeli prvi kvadrant. Uzastopnom primjenom Koraka 1.
m=1

na kocke koje su sadrzane u I, a sadrze kocku J ponovno dobivamo da je

f f(z)dz = e. Primjenom 1° za I,, umjesto J ponovno dobivamo kontradik-
In,
ciju.

Iz ovoga zakljucujemo da je prosjek funkcije f jednak nuli na svakoj dijadskoj

kocki, a pokazali smo da iz toga slijedi f = 0.
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Slika 3.8: Prikaz 2° za J = [4,6) x [6,8).

Prema teoremu svaka funkcija f € L? (Rd) zadovoljava prikaz

f=2 > (L)AL

T€P* nefo,13\{0}
pri ¢emu konvergenciju shva¢amo u L? normi, tj. u normi - 1]12 (Ra)-

Napomena 3.8. Zbog jednostavnosti, u nastavku koristimo kraci zapis koji implicitno
pretpostavlja sumu po svim 7 € {0,1}%\ {6}, odnosno sumu u kojoj se pojavljuju sve

Haarove funkcije ovisno o n i I € D¥, uz nesto drugacije oznake Haarovih funkcija:

f: Z <fahl>hl-

1eDv

Sli¢no ¢emo krac¢im zapisom oznacavati bilo kakve sume u kojima se pojavljuju Haarove
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3.1. Haarove funkcije

funkcije te ¢emo i njih oznacavati bez indeksa 7. O

Na kraju ovog poglavlja definiramo posebnu klasu neprekidnih linearnih operatora
na prostoru L? (]Rd) koje definiramo pomoé¢u Haarovih funkcija na D*. Klju¢nu ulogu
igraju u najopcenitijem rezultatu ovog rada gdje ¢emo proizvoljan Calderén-Zygmundov

operator prikazati kao dekompoziciju upravo po toj posebnoj klasi operatora.

Z
Definicija 3.9. Neka je w € ({0, 1}d) proizvoljan. Dijadski Sift s parametrima (i, 7) €
N je operator S : L? (Rd> — L2 (Rd) oblika

Sf= Y Aof,

QeDw

pri emu je za svaki Q € D operator Ag : L (]Rd) — L2 (Rd) oblika

AQf = Z arjQ <f, hl) hy,

1,JeDv

I,JCQ
(D=271(Q)
1(N=2771(Q)

dok koeficijenti ar;q zadovoljavaju ocjenu

larsql <

Zbog jednostavnosti te kra¢eg zapisa definiramo sljede¢u oznaku sumacije:

(4,)

2= 2
1,JCQ I,JeD¥
1,JCQ

1(1)=2""1(Q)
1(1)=2771(Q)

Prema tome, za dani Q € D° te parametre i, j € Ny operator Ag ima alternativni zapis

(4,3)
AQf: Z arjQ <f>h1> hj.

IJcq
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3.2. Razvoj funkcija v Haarovoj bazi

3.2. Razvoj funkcija u Haarovoj bazi

Po teoremu svaku funkciju f € L2 (Rd> mozemo prikazati u obliku

f=> (f h)hs

1eDv

Dakle, moguée je za neki odabir kona¢ne familije dijadskih kocki D’ zapisom Z (f,hr)hy
1eD

priblizno opisati ponasanje funkcije. Stoga ¢emo u nastavku za neke funkcije iz L2 (Rd>
odrediti vrijednost gornje sume za slucajne dijadske kocke odredenih duljina bridova te
procijeniti ponasanje u granicnom slucaju. Posto ¢emo promatrati funkcije s kompakt-
nim nosacem, koeficijenti (f, h;) ¢e biti razli¢iti od nule za najvise kona¢no mnogo kocki

I iste duljine brida.

Primjer 3.10. Neka je d = 1 te f : R — R dana s f(x) := sin(nz)Lp,)(z) za svaki
x € R. Uo¢imo da je f € L?(R) jer je f neprekidna funkcija s kompaktnim nosacem

suppf = [0, 1]. Nadalje, neka je w € Q dan s w = (w;) pri cemu je w; = 0, za svaki

JEL
J € Z. Dakle, promatramo standardni sistem dijadskih intervala.

Prvo promotrimo vrijednost zapisa Z (f,hr) h;. Kao $to smo naveli prije pocetka
1D

1(1)>273
ovog primjera, promatramo kocke I za koje je I Nsuppf # (. U ovoj sumi to ukljucuje
sve kocke I € D* sadrzane u dijadskoj kocki [0, 1) duljine brida 273,272,271 ili 1 te sve
dijadske kocke oblika [0,2") za n € N.

Ovu sumu rastavljamo na dva dijela:

f= Z (f,hr) hr + Z (f,hr) hr.

Iepw IeD~
I(I)>1 273<(1)<2°

Suma Z (f,hr) hr je beskona¢na, no po gornjoj diskusiji kocka [0,2") ,n € N je

IeDv
(I)>1

jedinstvena kocka duljine brida 2" koja sijece skup [0, 1). Stoga je jednostavno izracunati

vrijednost tog reda u tocki x € [0, 1).
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Vrijedi
+o00
Y (fhn) hia) =) <f> h[0,2n>> hpo,2ny ()
I1eD¥ n=1
I(I)>1

_Z /sin(ﬂy)dy hio.2ny ()

V( [0 2n)) o)

+o0 1 1

1
“ L V) (‘w“’s )

e Xl 21X 11
o Zon o con T p 11—

0

) (]]_[0’2n71>(x) - ﬂ[2n71’2n> (.’E))

Preostaje odrediti koeficijente (f, h;) za I C[0,1),1(I) =2°27" 27%ili 273,

Za I(I) = 2" = 1 postoji samo jedna Haarova funckija koja nas zanima, a to je

1
1, 0<zr< I,
1

hpy(z) =4 —1, 3 <z <1,

0, inace.

Racunamo odgovarajuci koeficijent < I, b, 1>>
<f, h[071>> sin (7z) de — / sin (7mz) dx | = 0.

% [3:1)

1 1
Za I(I) = 27! promatramo [ = [0, 2> i {2, 1> te Haarove funkcije

1 0< <t 1 L. .3
r< - < r<
2*%1’ X - 41’ 2*%1’ % - 4’
h =] _ - S h ) o
f0,2) () e <z <y, 20)(@) T <z<l,
0, inace 0, inace.

Koeficijente (f, h;) ra¢unamo pomocu programa Wolfram Mathematica i to na slje-
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de¢i nacin. Prvo definiramo dvije tablice koje nazivamo MatricaKoeficijenata i
MatricaHaarovihFunkcija. Tablice u Mathematici su opcenitije od matematickog
pojma matrice buduci da razli¢iti retci imaju razli¢it broj elemenata, odnosno matrica
nije striktno standardnog oblika m x n, za m,n € N.

MatricaKoeficijenata sadrzi Sest redaka koje oznacavamo od 0 do 5, a u i-tom retku
sadrzi koeficijente (f, hy) za kocke I C [0,1) duljine brida I(I) = 27*. U skladu s tim, u
svakom retku ova tablica sadrzi 2° koeficijenata oblika <f, h[(]’_l)Q—i7]’2—i>> zaj=1,...,2"
Dodatno, koristimo naredbu N za numeri¢ku aproksimaciju danih vrijednosti.
MatricaHaarovihFunkcija istog je formata kao i MatricaKoeficijenata, a umjesto
skalarnog produkta <f, h[z—i(j_1)72—ij>> sadrzi Haarovu funkciju hyj_1yo-: jo-iy =

2 (1[(j—1)2i,(j—1)2i+2<i+1>> - I[[(j—l)21'+2(i+1),(j—1)2¢+22‘>) 7a 0 <i<51<j<2
SumaPoVelikimKockama predstavlja Jrzozo < f, h[072n>> Lp,2n), Sto je dio aproksimativne sume

n=1
po kockama duljine brida veée od 1, a koje sadrze [0, 1).

Na kraju, F predstavlja trazenu aproksimaciju > (f, hs) ks koju prikazujemo graficki

IeD¥
(I)>27°

zajedno s funkcijom f.

Matri caKoficijenata =
Table[(Integrate[Sin[Pi %x],
(X, ( -1)y*2"(=i), (J -1)*2"(-i)+2" (- (i +1))}]
-Integrate[Sin[Pi »x],
(X, (j =1) *27 (=i ) +2" (= (i +1)), (J =1) *27 (=i) +2" (=i )}])
*2M (@ /2) // N, {i, 0, 5}, {j, 1, 2™i }]
Mat ri caHaar ovi hFunkci j a =
Table[(Boole[(j -1) *27 (i) < X< (j -1) *27 (i) +2M(=(i +1))] -
Boole[(j -1) *2" (=i ) +27(-(i +1)) = X< (j -1) *x27 (=i ) +2"N(-i)]) *
2hN (4 72y, {i, 0, 5}, {j, 1, 27i}]
SumaPoVel i ki nKockama = Sum[I ntegrate[Sin[Pi *x], {x, 0, 1}]1*1/ (2"n),
{n, 1, Infinity}] *xBoole[0 < X <1]
F=Sum[MatricaKoficijenata[[i, j]] *=MtricaHaarovi hFunkcija[[i, j]1.
{i,21, 5} {,1 2~ -1) +1}] + SunaPoVel i ki nKockama
Plot [F, {x, 0, 1}]
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Za I(I) = 2! dobivamo da vrijedi
<f, h[071>> ~ —0.186462, <f, h[1’1>> ~ (0.186462.

1 11 13 3
- _ o2 _ SN (22N 22y 2 i
Sliéno, za [(I) = 27° promatramo [ = {O, 4>, [4, 2>, [2,4> i [4,1> te dobivamo

koeficijente

<f,h[0’i>> ~ —0.089542, <f,h[ >> ~ —0.0370895,

1
2

.

<f, his s > ~ 0.0370895, <f,h 5 > ~ 0.089542.
ERY &)

1 11 13 31 15
Konacno, za [(I) = 272 te za kocke [ = [0, >, [ >, [, >, {, >7 [7 >,
4°8 8 2 28

5 3 37 7 i 84
|:8,4>, |:4,8> 1 |:8, 1> dobivamo

T
8

<f, hio > ~ —0.0339338, <f,h . > ~ —0.0287677,
[0.3) [5:3)
<f, his s > ~ —0.019222, <f,h . > ~ —0.00674986,
[4’8> [872>
<f, his 5>> ~ 0.00674986, <f, s 3>> ~ 0.019222,
2’8 874
(Fi

< f. hm>> ~ 0.0287677, { f.h 1>> ~ 0.0339338.

Usporedba grafa funkcije f s grafom njezine aproksimacije sumom Z (f,hr)hy

IeD¥
I(1)>273

na [0,1) dan je na slici [3.9]
Sada ovoj sumi pridodajmo Y (f,h;)hy,aondai > (f, hr) h; kako bi dobili

Iepw Iepw
I(I)=2—4 I(I)=2"°

nesto precizniju aproksimaciju od f.

Aproksimacije koeficijenata (f, h;) za podkocke I od [0,1) duljine brida 27* i 27° po-
novno racunamo pomocu programa Wolfram Mathematica. Dobiveni podaci navedeni
su u tablici , a nove aproksimacije uz manje kocke prikazane su na slici|3.10|uz pridodane

kocke duljine bridova 27* te na slici uz pridodane kocke duljine bridova 27°.
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101
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Slika 3.9: Aproksimacija funkcije sin (7x) na intervalu [0,1) za I(I) > 272,

10~
0.8

0.6 -

02

0.2 0.4 0.6 0.8 10

Slika 3.10: Aproksimacija funkcije sin (7z) na intervalu [0,1) za (1) > 27*.
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Tablica 3.1: Vrijednosti koeficijenata (f,h;) za f(x) = sin(mz)lpq(x) i I C [0,1),
I(I)=273%27"% 27"

I} 0 1> 1 1> E 3> 3 1>
16 16’8 816 16" 4
(f,hr) || -0.0122029 -0.011734 -0.0108141 | -0.00947865
I} E 5> (D 3> 3 7> T 1>
4’16 16’8 816 16" 2
(f,hr) || -0.00777893 | -0.00578026 | -0.00355947 | -0.00120189
I} E 9> E 5> E 11> 11 3>
2’16 16’8 8716 16”4
(f,hr)y || 0.00120189 | 0.00355947 0.00578026 0.00777893
I} E 15> 13 7> 7 15> 15 1>
4’16 16’8 816 16’
(f,hr) || 0.00947865 0.0108141 0.011734 0.0122029
1 T 1 EEE (3 1
I 077 a> 75> 57>
32 32" 16 16" 32 32’8
(f,hr) || -0.00433266 | -0.00429093 | -0.00420788 | -0.00408431
7 E 5> (D 3> 3 7> T 1>
832 32716 16’ 32 3274
(f,hr) || -0.0039214 | -0.00372073 | -0.00348422 | -0.00321416
7 1 9> (9 5> 5 11> 1T 3>
4’ 32 32716 16’ 32 32’8
(f,hr) || -0.00291314 | -0.00258407 | -0.00223012 | -0.00185468
I E 15> 13 7> s 15> 15 1>
832 32716 16’ 32 3272
(f,hr) || -0.00146139 | -0.00105402 | -0.000636499 | -0.00021285
I} 1 17> 17 9> 9 19> 19 5>
2732 32716 16’ 32 32’8
(f,hr) || 0.00021285 | 0.000636499 | 0.00105402 0.00146139
I ) 21> (21 11> (11 23> (23 3>
832 32716 16’ 32 3274
(f,hr) || 0.00185468 | 0.00223012 0.00258407 | 0.00291314
I 3 25> 25 13> 13 27> 27 7>
4’32 32716 16732 32’8
(f,hr) || 0.00321416 | 0.00348422 0.00372073 0.0039214
EDY TR T EDY R
832 32716 16732 32’
(f,hr) || 0.00408431 | 0.00420788 0.00429093 0.00433266
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0.8+
0.6

04

| 0.2 | | | 0.4 | | 0.6 | | | 0.8 | | | 1.0
Slika 3.11: Aproksimacija funkcije sin (7z) na intervalu [0, 1) za (1) > 27°.

Po raspisu s pocetka ovog primjera uocavamo da su koeficijenti < f, h[072n>> razliciti
od nule za svaki n € N. No, za > 1 vrijedi f(z) = 0, pa nas zanima kako se ista suma

> (f,hr) hr(z) ponaSa u takvoj tocki x, odnosno konvergira li i s kojom brzinom

IeDv
(I)>273

taj red prema nuli.

Za I C [0,1) vrijedi hy(z) = 0 jer je x > 1. Zato je u gornjoj sumi dovoljno promatrati
kocke I =1[0,2") zan € N.

Za x > 1 postoji jedinstveni ng € N takav da je x € {2"0_1,2"0>, pa je prema tome

hjoony(x) = 0 za n < ng. Nadalje, za proizvoljan n € N,n > ng vrijedi

n

> @ = X ) hi(@) = 3 (Fhgary ) hoasy (@)

I€DY = k=no

2" >[(1)>275 2" >[(I)>2m0
-1 1
= (frhpam) ) ———+ <fh >
(- roam) V([0,2)) & %ﬂ 22/ ([0, 25))

. ~1 n 1
— / sin(rx)dz (V (0,27)) + k:nZOH VD, 2k>))

1 LN | 2 1 1 [ —
- . — o . n—nq
( 2“012%12’“) (e )

L2
2no o)
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Prema tome,

i 1 2 . 2n~no — 1
Ig’;w (fshr) hi(z) = Jm I;):w (f,hr) hr(x) = T o1 T ;nl_lgloo —on
I(I)>2-° 2n>1(1)>275
1 2 1 1
— _ —no —-ny\y _ —
71'2”0*1 + T n1—1>r—~1:loo (2 2 ) 71'2”0*1 7'(2”0*1 O

Dakle, dobili smo Zeljenu preciznu aproksimaciju od f u tocki x > 1.

Y. (b hr(z) = > (f hr)hi(z) = 0= f(2).

IeDw 1eD*
1(I)>27°

Stovise, brzina konvergencije aproksimativnog reda je eksponencijalna. 0

Primjer 3.11. Stavimo d = 1 i promotrimo jos jedan jednodimenzionalan primjer

aproksimacije funkcije pomoc¢u Haarovih funkcija. U ovom slu¢aju promatrat ¢emo
f:R = Rdanus f(z) = "1 (z) za svaki z € R. Uoc¢imo da je f € L* (R) jer je f
neprekidna u svim tockama osim u 0 i 1 i ograni¢ena funkcija s kompaktnim nosacem
suppf = [0,1]. Nadalje, neka je kao i ranije w € Q dan s w = (wj)jez, pri ¢emu je
wj = 0, za svaki j € Z.

Promotrimo vrijednost zapisa Y (f,hs) hy za r = 3,4,5. Ponovno promatramo sve

IeDv
(In>2-r

kocke I € D¥ sadrzane u dijadskoj kocki [0, 1) duljine brida od 27° do 27* ili 1 i sve
dijadske kocke oblika [0,2") za n € N.

Ovu sumu rastavljamo na dva dijela:

f= Z (f,hr) hr + Z (f,hr)hr.

Iepv Iep¥
(I)>1 2-T<I(1)<20

Prvo ra¢unamo vrijednost sume > (f, k) hy uz kocke I = [0,2") ,n € Nza z € [0, 1).

IeDv
I(I)>1
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Vrijedi
+oo
> (b ha(@) =3 (£, hppary ) hioan ()
1eDv n=1
(I)>1

—Z /eydy hio,omy ()

V([O )\,
== ; ‘/([01’271» (6 — 1) (1[0727171)(1') — ]1[2717172”)(37))
I e — +00 e —
0§;<lz:121n.(e—1):( 21) 021n:< 21>.1i1 —(e—1).

Preostaje odrediti koeficijente (f,h;) za I C [0,1),l(I) = 27",5 > r > 0. Kao i
u prethodnom primjeru radimo pomocu programa Wolfram Mathematica i dobivamo

slijede¢e podatke u tablicnom odnosno grafickom obliku. Za r = 0,1 i 2 dobivamo

(f. o) =~ —0.420839,

>> ~ —0.114085, . > ~ —0.188095,

(b

(4
<f,h[07i>> ~ —0.035457, <
(o

<f,h[5,i>> ~ —0.0584587,

[ I
to

> ~ —0.0455277

1
2

L > ~ —0.0750625.

.J:-\H

4

Koeficijenti (f, hr),{(I) = 27" za r = 3,4,5 dani su u tablici 3.2}
Kod kojim smo u Wolfram Mathematici racunali trazene koeficijente slican je kao i

u prethodnom primjeru. O

Primjer 3.12. Vratimo se na funkciju f(x) := sin(rx)1)(z) iz primjera {3.10, Funk-

ciju aproksimiramo pripadnim redom Y (f, h;) hy, dakle za kocke duljine brida ve-
1D
1(1)622—4
¢eg ili jednakog od 27*. U ovom primjeru to radimo za razli¢ite w = (w]) <z | zanima

nas hoce li to i kako utjecati na krajnju aproksimaciju. Prisjetimo se da smo jednu
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25+
20+

15F
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Slika 3.12: Aproksimacija funkcije e” na intervalu [0, 1) za I(I) > 273

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Slika 3.13: Aproksimacija funkcije e” na intervalu [0,1) za I(1) > 27%.
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3.2. Razvoj funkcija v Haarovoj bazi

Tablica 3.2: Vrijednosti koeficijenata (f,hr) za f(x) = e"1ypqy(x) i I C [0,1), I(])

273 974 975,
1 1T 1 T 3 (3 1
I - -z -2 © -
0’8> 8’4> 4’8> 8’2>
(f,hr)y || -0.0117649 | -0.0133314 | -0.0151065 | -0.0171179
T 5 ™ 3 37 7
EESEE RN
2°8 84 4’8 8
(f,hry || -0.0193971 | -0.0219798 | -0.0249064 | -0.0282226
r I i . (3 1
NS
16 16" 8 816 16" 4
(f,hr) || -0.00403058 | -0.00429053 | -0.00456724 | -0.0048618
7 E 5> [ 5> 3 7> [ 1>
4’ 16 16’8 816 16’ 2
(f,hr) || -0.00517536 | -0.00550914 | -0.00586445 | -0.00624268
7 E 9> E 5> E 11> 11 3>
2’16 16’8 816 16" 4
(f,hr) || -0.0066453 | -0.00707388 | -0.00753011 | -0.00801576
I 3 15> 13 7> K 15> 15 1>
4’ 16 16’8 816 16’
(f,hr) || -0.00853273 | -0.00908304 | -0.00966885 | -0.0102924
1 T 1 T 3 (3 1
b [ [ [ o
32 32" 16 16 32 32° 8
(f,hr)y || -0.00140285 | -0.00144738 | -0.00149332 | -0.00154072
RS TR RO D
832 32716 16’ 32 3274
(f,hr) || -0.00158963 | -0.00164009 | -0.00169215 | -0.00174587
NS
4’ 32 327 16 16’ 32 32’8
(f,hr) || -0.00180129 | -0.00185847 | -0.00191746 | -0.00197833
FREY TED D[R
832 32716 16’ 32 3272
(f,hr) || -0.00204113 | -0.00210592 | -0.00217277 | -0.00224174
P EDY T EEY B R
232 32716 16732 32’8
(f,hr) || -0.0023129 | -0.00238632 | -0.00246207 | -0.00254022
I ) 21> (21 11> 1T 23> E 3>
832 32716 16’ 32 3274
(f,hr) || -0.00262086 | -0.00270405 | -0.00278989 | -0.00287845
CRBEY TR EDY R
4’ 32 32716 16732 32’8
(f,hr) || -0.00296982 | -0.0030641 | -0.00316136 | -0.00326171
PR T EDY R
832 32716 16’ 32 32’
(f,hr) || -0.00336525 | -0.00347208 | -0.00358229 | -0.003696
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3.2. Razvoj funkcija v Haarovoj bazi
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Slika 3.14: Aproksimacija funkcije e” na intervalu [0,1) za I(I) > 27°.

takvu aproksimaciju, oznacimo je s fo, ve¢ izracunali za w; = 0 za svaki j € Z, a sada
promotrimo slucaj kada je wg = 1,w; = 0 za j # 6. Ponovno trazene koeficijente racu-
namo u Wolfram Mathematici, ali u ovom primjeru ih neéemo sve ispisivati ve¢ samo
prilazemo kod pomocu kojeg smo ih izracunali. Pri procjenjivanju koja je aproksimacija
bolja sluzit ¢emo se iskljucivo grafovima.

Kod kojim smo odredili koeficijente (f,h;) slican je, ali nesto kompliciraniji od onog
iz primjera [3.10] I dalje imamo dvije tablice koje nazivamo MatricaKoeficijenata
odnosno MatricaHaarovihFunkcija. Razlika od prijasnjeg primjera je u varijablama
Pomak[i] koje oznacavaju koliki pomak uzrokuje w za kocke dimenzije [(I) = 27"
MatricaKoeficijenata sadrzi pet redaka koje oznacavamo od 0 do 4, jer nas zanimaju
koeficijenti po kockama I takvima da je I(I) > 27'. U i-tom retku ponovno imamo
koeficijente (f, h;) za kocke I duljine brida [(I) = 27* samo §to u ovom slu¢aju imamo
jedan koeficijent vise buduéi da su kocke pomaknute za wg - 27% = 27¢ §to dovodi do
preklapanja. Tako ¢e nas, primjerice, zanimati i kocka I = [_6?:17 614> koja nije pod-
skup od [0,1). U skladu s tim, u svakom retku ova tablica sadrzi 2' + 1 koeficijenata
oblika <f, h[pomak[i]+(j_1)2—i,pomak[i]+j2—i>> za j = 0,...,2" I dalje koristimo naredbu \\N

za numericku aproksimaciju danih vrijednosti.

I. Antolis, M. Stipci¢ 79



3.2. Razvoj funkcija v Haarovoj bazi

MatricaHaarovihFunkcija istog je formata kao i MatricaKoeficijenata, a umjesto
skalarnog produkta sadrzi odgovaraju¢u Haarovu funkciju.

SumaPoVelikimKockama se takoder promjenila u odnos na onu iz primjera jer nas
sada zanimaju dva reda. Prvi red je po kockama oblika [—2" + Pomak [i], Pomak[i]), a
drugi po kockama oblika [Pomak [1],Pomak[i] + 2"). Varijabla SumaPoVelikimKockama
je dio aproksimativne sume po kockama duljine stranice vece od 1, a koje sijeku [0, 1).

Na kraju, F6 predstavlja trazenu aproksimaciju Z (f,hr) h; koju prikazujemo gra-

IeD¥
(I>2—4

ficki koristec¢i funkciju Plot.

Pomak [0] = 2" (-6)
Pomak [1] = 2" (-6)
Pomak [2] = 27" (-6)
Pomak [3] = 2" (-6)
Pomak [4] = 27 (-6)
Pomak [5] = 2" (-6)
Mat ri caKoficijenata =
Table[(Integrate[Sin[Pi »x] *Boole[0 < x < 1],
{X, Pomak[i ]+ ( -1) *2~ (-i), Pomak[i ]+ (j =1) *2" (=i ) +2" (-( +1))}]
-Integrate[Sin[Pi *x] *Boole[0 < x < 1],
{X, Pomak [i ]+ (j -1) *2" (=i) +2" (- (i +1)),
Pormak [i 1+ (j -1) *2~ (=i ) +2™ (-i)}]1)
*2N (1 /2) // N {i, 0, 4}, {j, 0, 2™i }]
Mat ri caHaar ovi hFunkci j a = Tabl e[
(Bool e[Pomak [i 1+ (j -1) *2" (-i) = x<Pomak[i]+ (J -1) 2" (-i) +2"(-(i +1))] -
Bool e[Pomak [i ]+ (j =1) *2™ (=i ) +2"(-( +1)) = x <
Pomak[i ]+ (j -1) #27 (=i ) +27(=i)]) *2~(i /2), {i, 0, 4}, {j, 0, 27i }]
SunmaPoVel i ki mKockama = Sum[I ntegrate[Sin[Pi *x] *Bool e[0 = x < 1],
{X, 0, Pomak[0]1}]*1/ (2”n), {n, 1, Infinity}] *Bool e[0 = x < Pomak [0]] +
Sum[l ntegrate[Sin[Pi »x] *Boole[0 < x <1], {x, Pomak[0], 1}]1*1/ (2"n),
{n, 1, Infinity}] »Bool e[Pomak [0] < X < 1]
F6 = Sum[Matri caKoficijenata[[i, j]1]*MatricaHaarovi hFunkcijafl[i, j11,
{i, 1,5} {j, 1 27(i -1) +1}] + SunePoVel i ki nKockarma
Pl ot [F6, {x, 0, 13}]

Izracunatu aproksimaciju fg mozemo usporediti sa aproksimacijom iz primjera [3.10
pomocu grafova na slici [3.20]

Isti kod smo uz jednostavne izmjene prilagodilii kako bi dobili koeficijente i graficki
prikaz raznih aproksimacija, odnosno aproksimacija za razli¢ite w. Tako su na slikama

i prikazane aproksimacije za w7 = 1,w; = 0 za j # 7 koju ¢emo oznaciti s f7 i
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3.2. Razvoj funkcija v Haarovoj bazi
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(b) we = 1,w; =0 za j # 6.

Slika 3.15: Usporedba razli¢itih aproksimacija funkcije sin(mx)1jo1)(z).

aproksimacija uz wy = w3 =ws =w; = L,w; =0za j ¢ {1,2,3,4} koju ¢emo oznaciti s

Ja-

10~ -

0.8+
06+ -
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Slika 3.16: Aproksimacija funkcije sin(rz)1p1) () uz w = (w;),., takav da je wy =

lLwj=0zaj#7

Iz prilozenih se grafova moze uociti da su izracunate aproksimacije razlicite, ali da

su razlike vrlo male. Tesko bi bilo na osnovu ovih grafova formirati misljenje odnosno

izraziti tezu oko toga koja je aproksimacija bolja. Buduc¢i da smo prilozili slike za samo

Cetiri razli¢ite w razumna je pretpostavka da bi odgovarajuci grafovi mogli izgledati

osjetno drugacije za neke druge w, ali je isto tako razumno i pretpostaviti da bi sve slike

izgledale relativno slicno. U nastavku ovog primjera ¢emo se posvetiti nesto drugacijem

pristupu. Proucit ¢emo sSto se dogada ako promatramo kombinaciju gore navedenih
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3.2. Razvoj funkcija v Haarovoj bazi
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Slika 3.17: Aproksimacija funkcije f(z) := sin(mz)Ljo1)(z) uz w = (w;),c, takav da je
wp=ws=wy =w; = lw; =0zaj¢ {1,234}

aproksimacija. Opravdanje za takav pristup daje nam sljedeéi niz implikacija.

f=> (fihn)h = lim | f — > (fihr)hs =0,
1eD1 1€D¥1
W(N>2-" L2(R)
f: Z <f7h1>h1 - 1_1}_{1 f_ Z <f7h1>h1 :07
1€D%2 nree TeDw2
W()>2-" L2(Re)

=0<|2f— Y (fhyhi— Y (fih)hy

[eD*1 1eD*2
un=zz2—n (r>2—n LQ(Rd)
<|f—= > (fihnh = X (fh) "2 040 =0.
1€D*1 1€D*2
(=2 LQ(Rd) (nH>2—n LQ(Rd>
1
Prema tome, f~ = | > (f,hr)hi+ > (f, ki) hs | za dovoljno velike n € N.
2 IeD«1 IeDw2
I(1)>2-" (1)>2—"

Na slikama koje slijede mogu se usporediti graf aproksimacije fy i razne kombinacije u

smislu upravo izvedene tvrdnje. Mozemo uociti da se bitna razlika vidi na grafovima
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3.2. Razvoj funkcija v Haarovoj bazi

gdje je pomak manji od dimenzije kocki koje promatramo u nasim aproksimacijama. []
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(a) Aproksimacija funkcijom fo.
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(b) Aproksimacija funkcijom B (fo+ f1)-

Slika 3.18: Aproksimacije funkcije sin(mz) L1y (z).
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(a) Aproksimacija funkcijom fj.
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(b) Aproksimacija funkcijom B (fo+ f6)-

Slika 3.19: Aproksimacije funkcije sin(7x) 11y ().

(a) Aproksimacija funkcijom fj.
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(b) Aproksimacija funkcijom B (fo+ f7)-

Slika 3.20: Aproksimacije funkcije sin(7x) 11y (2).
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Poglavlje 4

Slucajna dijadska dekompozicija

Calderén-Zygmundovih operatora

Sada smo spremni iskazati kljuéni rezultat ovoga rada. Kao sto smo ve¢ bili rekli u
uvodnom poglavlju, taj rezultat je prvi dokazao Hyténen [§], a skicu malo jednostav-
nijeg dokaza je kasnije predstavio u [7]. Varijanta dokaza koju ¢emo izloziti u ovom
radu ima malu prednost sto Ce se iz nje moci ekplicitno isc¢itati ocjene koeficijenata ma-
trice operatora u slucajnoj Haarovoj bazi, sto ¢ée nam omoguéiti numericku usporedbu

s klasicnom vali¢nom dekompozicijom u zadnjem poglavlju.

4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim koc-
kama

Teorem 4.1. Neka je T Calderon-Zygmundov operator takav da je T1 =0 ¢ T*1 = 0.
Tada za sve f,g € C} (]Rd) vrijedi

(Tf.9) =y 3 706,5) (5%f.9),

i,j=0
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

+00

pri cemu su (i, j) koeficijenti u ovisnosti o i, j € Ny koji zadovoljavaju > |7(i,7)| <
i,j=0

+o00, a SY je dijadski Sift s parametrima (i,j) dan nad familijom slucajnih dijadskih

kocki D“.

Napomena 4.2. Ocekivanje E, nad proizvoljnim funkcijama i funkcijskim izrazima
promatramo kao ocekivanje nad funkcijama iz €2 u R (pritom, ako izraz ne ovisi o w € €2,
interpretiramo kao konstantnu funkciju nad €2). Pritom je svaka takva funkcija ujedno
i slucajna varijabla nad €2 buduéi da je praslika proizvoljnog Borelovog skupa po toj
funkciji element familije izmjerivih skupova F na vjerojatnosnom prostoru (2, F,P).

Primjerice, u jednakosti navedenoj u ovom teoremu pojavljuje se ocekivanje slucajne
varijable dane s w +—» Jio 7(%,7) <Sijf,g>. OJ

i,j=0

Napomena 4.3. Ovaj teorem moze se iskazati i opcenitije, odnosno bez pretpostavki
T1 = 01iT*1 = 0. Naime, uz pretpostavku da je teorem dokazan u tom posebnom
slucéaju, za proizvoljan Calderén-Zygmundov operator 7' promatramo novi operator N
dobiven od T oduzimanjem dvaju posebnih operatora koji su definirani preko T'. Za
takav operator N vrijedi N1 =01 N*1 = 0, $to u kombinaciji s teoremom direktno
daje tvrdnju i za operator T'. Detaljniji i precizniji raspis moze se pronaéi u [16] ili [9].
U ovom radu ipak provodimo dokaz uz dodatne pretpostavke T1 = 0 i 71 = 0.
Naime, u tim sluc¢ajevima mozemo odrediti gornju granicu faktora [(T'h;, hy)| koji ¢e se
kasnije pojavljivati u dokazu, a koji su nam od posebnog interesa. Toc¢nije, u ovisnosti

o I,J € D¥ (odnosno o njihovim duljinama bridova) mozemo odrediti brzinu opadanja

tih brojeva. Takve ocjene ne moraju vrijediti u op¢em slucaju. 0

Reprezentacija iz teorema 4.1 se tvrdi samo za funkcije f i g iz gustog potprostora
C! (Rd) od L? (Rd>. (Da je doista rije¢ o gustom potprostoru je klasi¢na ¢injenica i moze
se pronadi npr. u [I, pogl. 3].) Ta pretpostavka ne umanjuje primjenjivost reprezentacije
jer je uvijek dovoljno promatrati funkcije iz gustog potprostora i eventualno na kraju
prije¢i na limes.
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

Prije dokaza ovog teorema dokazat ¢emo propoziciju o dekompoziciji skalarnog produkta
(T'f,g) preko slu¢ajnih dijadskih kocki, a zatim ¢éemo, ovisno o slucajevima, izvesti
neke ocjene na konstante i sumande pomocu kojih ¢emo moci uvesti dijadske sSiftove

odgovarajuc¢ih parametara.

Propozicija 4.4. Vrijedi

(Tf,g)= L]Ew > Laopra (L AT) (f, hr) (Thr, hy) (g, hy) .

D 1.Jep

Pritom za I,J € D definiramo

I I, (1) <I(J),

J, U(I) > 1(J).
Napomena 4.5. Prije samog dokaza obrazlozimo zasto se moramo ograniciti na pro-
matranje f,g € CL(R?), a ne opéenitih L? funkcija. Ujedno éemo i opravdati i visestruko
komutiranje suma redova i ocekivanja u dokazu koji slijedi.

Prije svega primijetimo da je
(T, b)) < IT WA gaay 1hallaaey = IT1) < +oo,

tj. ti brojevi su ograni¢eni nekom konstantom koja ovisi samo o 7T'. Iz kasnijih razma-
tranja ¢e slijediti i mnogo vise, ali ovo je najjednostavnije (i dovoljno) sto smo mogli
uociti. Kako funkcije f i g iS¢ezavaju izvan neke (dovoljno velike) kugle radijusa R,
ocigledno za svaku fiksiranu duljinu brida [ > 2R postoji najvise 2¢ dijadskih kocki iz

svake familije slucajnih dijadskih kocki D* koje sijeku njihove nosace. Kako je

(b <V [ 1 @de =1 ey
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

odnosno

_d
|<g7 hJ>| Sl 2||g||L1(Rd)7

mozemo ocijeniti

S k) (Theho) (g b < 2T sy 9y S 1 < oo

I,JeD¥ _ I>2R
(I)=l(J)>2R l je potencijaod 2

o ... (2R ¢ ARNY . :
S druge pak strane, za fiksirani [ < 2R najvise (l + 1> < (l) dijadskih kocki

duljine brida [ sijece nosace od f i g. Ovog puta mozemo ocijeniti (koriStenjem parcijalne

integracije u varijabli j obzirom na koju h; ima integral nula)

(b =| [ f@hatoyds) < VD2 [ 105w gde < T g

i, analogno,

d
g, k)l < TV gl (may,

pa je

> f ki) (Thy, hy) (g, hy)]

1,JED
I(I)=I(J)<2R

< ARNTIIV e (me) IVl (may Do 12 < oo,

I<2R
l je potencijaod 2
Dakle, pogotovo je
Ew Z ILdobm([/\J)|<f>hl> <ThI;hJ> <g,hJ>|<+OO -

I,JeD
Dokaz. Buduéi da je, za proizvoljan w € €2, po teoremu {h Iiw: 1 € DO} ortonormi-
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

rana baza prostora L2 (Rd), za svaki f,g € L2 (Rd) vrijedi

f=> (fihrw) hrw, 9= Y (9, hstw) it

1eDO0 JeDO

Takoder, za svaki I € D° vrijedi
mp =P, (I + wje dobra) = E,lgobra (I + w).

Koriste¢i Lebesgueov teorem o dominiranoj konvergenciji te napomenu [4.5} iz ovih jed-

nakosti slijedi

IeDo

(T'f.9) =E,(Tf,g) =E, <T (Z (fs hite) hI-i—w) ,g> (4.1)

= LS RoE (i) (Thiteng)

D repo

1 .
= Z Ew]ldobra(j + W)Ew <f7 h1+w> <Thl+w; g>

D repo

—

# 1 .
:) - Z Ew]ldobra([+w) <f7 hl+w> <Th'1+w>g>

D repo

1 .
- Z Ew]]-dobra(l + W) <fa hl-‘}-w) <Thl-‘}-w> Z <ga hJ-‘}-w) hJ-‘}-w>

D 1epo JEDO

1 .
— 7Ew Z ]]-dobra<l + w) <f7 h]4—w> <ThI—i—w7 hJ—i—w) <ga hJ—i—w> .

™D  1jepo

Jednakost (x) slijedi primjenom leme Naime, za proizvoljan I € D° izraz Lagpa (I +
w) ovisi iskljucivo o dobroti kocke I + w, dok izraz (f, hiiw) (Thii.,g) ovisi iskljucivo o
poziciji kocke I +w bududi da se w pojavljuje kod funkcije h;i, koja je razli¢ita od nule

jEZ

2-3<I(I)
wj iz ove sume utjecu iskljucivo na poziciju te kocke.

jedino unutar skupa I +w = I+ Y 279w;, a iz dokaza leme [2.7]slijedi da komponente
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

Ovu sumu mozemo napisati kao

TF0) =B Y Laowall +0) (f hse) (Thrie, i) (0,1

1,JeD°
D<)

1 .
+ 7Ew Z ﬂdobra(] + w) <fa hl+w> <Thl-i—un hJ—i—w> <g, hJ+w> .

™ | jepo
W()>1(T)

Za drugu sumu u ovom zapisu vrijedi

1 .
7Ew Z I]-dobra(l + (.d) <fa hl+w> <Th1-i-w> hJ—i—w) <ga hJ-‘}-w>

D 1,7€D°
1(I)>1(J)

1 .
- Z Ewﬂdobra(l + W)Ew <f7 hl+w> <ThIer7 hJ+w> (g, hJ+w>

D | jepo
WH>1(J)

1
= Z T, <f7 h1+w> <Thl+wa hJer> <g> hJ%UJ)

D | jepo
1(1)>1(J)

= E, Z <f7 hI+w> <Th1-5—w, hJ—i—w> <g, hJ+w> )
1,JeD°
1(1)>1(J)

pri ¢emu smo u prvoj jednakosti ponovo koristili lemu 2.7 Naime, uz ve¢ spomenutu

nezavisnost dobrote i pozicije od I +w, buduéi da vrijedi J+w=J+ >  277w;, na
€z
A 2*g<l(J)
izraz (g, hyiw) utjecu iskljucivo oni w; za koje vrijedi 277 < I(J) < I(I), dakle oni koji

ne utjecu na dobrotu od I + w.

Prema tome,

(TF0) =B Y Laowall +0) (f hso) {Thria, i) (0,0

1,JeD°
HID)<I()

1
+ EEw S hitw) (Thigw, hytw) (9, hyiw) -

1,JeD°
UI)>1(J)
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

Bududi da vrijedi

(Tf.9) =E,(Tf,g) =E, <T ( Z (fs hriw) hP}W) ) Z (9, hriw) hJ+w>

1eDO Jepo

=E, > ([ hriw) (Thite, hyiw) (g, hitw)

1,JeDO

izjednacavanjem s gornjom jednakosti dobivamo

E Z f hI-‘rw Thl-i-wahJ-‘}-w> <g7hJ-i-w>

I,JeDY
(D)<U(JT)

1 .
== 7Ew Z ]ldobra<I + w) <f7 h1+w> <ThIerv h’J+w> (g, hJ+w> .

™ [ epo
(I)<I(J)

Potpuno analogno, sli¢nim izvodom kao $to je izvod jednakosti (4.1]), izvede se jednakost

<Tf7 g> :;Ew Z ILdObM(‘] + w) <f7 hf-i-w> <Thl+wu hJ-i—w> <g7 hJ+w>

D 1Jepo
1 .
:7Ew Z ﬂdobra(J + w) <fa hl+w> <Thl-i-u.n hJ-i—w> <g, hJ+w>
(2 1,7eD°
W(I)<I(J)
1 .
+ —E, Z ﬂdobra(J + w) <f; h[+w> <Th'1+w7 hJ+w> (97 hJ+w> )
T 1 jepo
UI)>1(T)

iz koje, sliénim argumentima kao i gore, slijedi

E Z f h’]+w Th[-i-W7hJ+w> <g7hJ-i-w>

1,7eD°
l(I)>l(J)
1 .
= 7Ew Z ﬂdobra(J + W) <f7 hl+w> <Thl+w> h]+w> <g, hJ+w> .
D I,JeDO
W(I)>1(J)
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

Sveukupno, uz koristenje definicije od I A J,

<Tf> g> ZLEW Z ldobra(I ‘I’ W) <f> h1+w> <Thlirun hJ+w> <g> hJ+w>

™D 1 jepo

1 .
:7]Ew Z ﬂdobra([ + w) <f7 hl+w> <Th1+wa hJ+w> <g7 hJJ}w)
D 1,J€DO
UI)<U(T)
1 .
+ 7Ew Z :H-dobra(J + (U) <fa h[-‘}-w) <Thl-i-w7 hJ-i—w> <ga hJ+w>
D 1,J€DO
(1)>1(J)

1 . .
=—1UR, Z Ldobra ((I + W) A (J + w)) <f7 h[$w> <Th1+w7 hJ+w> <g> hJ+w>
™ 1 jepo
UI)<I(T)
1 . .
+ 7Ew Z ]ldobra ((I + W) AN (J + UJ)) <fa h[+w> <ThI-i-w7 hJ-i—w> (g, hJ+w>

D 1,J€DO

WI)>U(J)
1 . .
:7Ew Z ]]-dobra ((I + w) VAN (J + w)) <f7 h[—i—w> <Thl—§-w7 hJ4—w> <gv h]+w>
™D 1 jepo
1

:7Ew Z ILdobra(I/\J)<fvh1><,Th]’hj><g’h‘]>’

TD 1,JeDw
sto je ujedno i tvrdnja ove propozicije. 0Q.¢9.

U nastavku za fiksni w € {2 sumu unutar ocekivanja iz iskaza ove propozicije

Z :H-dobra (I VAN J) <f, h[) <Th], hJ) <g, hJ> (42)

1,JeD¥

raspisujemo i prikazujemo preko dijadskih Siftova, u cilju dokazivanja teorema 4.1 Prvo
promatramo ovu sumu po familiji slu¢ajnih dijadskih kvadrata I, J € D% za koje vrijedi
I(I) <I(J) (a onda éemo nakon tog raspisa slucaj {(I) > I(J) dobiti zamjenom uloga [
i J, uz razliku $to taj slucaj ne ukljucuje one I i J za koje je [(I) = I(J)). Pritom, po
definiciji funkcije 1g4opra, sumandi su razlic¢iti od nule kada je I A J = I dobra kocka.

Pritom za takve I i J vrijedi to¢no jedan od ova cetiri slucaja:

Lod(l,J) > 1(I)1(J)
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

2. d(I1,J) <UD i INT =0
3.1cJ
4. 1=1J

Naime, po lemi 2.5 i ¢injenici da je {(1) < I(J) ili vrijedi I = Jili I € J ili I N
J = 0. Takoder, vrijedi ili d (I,0J) = d(I,J) < I(I)"I(J)*"" ili d(I,0J) = d(I,J) >
I(I)I(J)'™7, ¢éime dobivamo dva posebna slucaja za slucaj I N J = 0.

Pritom, ako za I i J vrijedi d(I,.J) > [(I)"I(J)'"7, zbog I(I)"1(J)*™7 > 0 slijedi d(I, J) >
0, pa prema tome mora vrijediti N J = ) (jer je udaljenost izmedu dva skupa koja nisu
medusobno disjunktna 0).

Promatranu sumu mozemo razdvojiti na cetiri sume, ovisno kojem od ova cetiri slucaja

pripadaju odredeni [ i J. Toc¢nije, ako oznacimo

o1 1= > (fshr) (Thr, hy) (g, hy),

I,JeD¥
(I)<I(J)
I je dobra
d(L,)>SUDYU(T) Y

oy = > (fshe) (Thy,hy) (g, hs),

1,JeD¥
(I)<I(J)
I je dobra
INnJ=0
d(1,) UTY U=

03 = Z <f7h’1> <Th17hJ> <g7hJ>7
1,JeD¥
UIN<IJ)
I je dobra
IcJ

04 '\ = Z <f7hl> <ThlahJ> <g7hJ>7

1,JeD¥

W(D<I()

I je dobra
I=J

tada vrijedi

> Laoba (I AJ)(f.ha) (Thy, hy) (g, hy) = 01+ 02 + 03 + 04 (4.3)
1,JeD¥ ’
UD<UT)
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

Slika 4.1: Odnos kocki I i J iz oy u slucaju d(/,J) = 2.

U nastavku dokaza unutar svake pojedine sume potrebno je naé¢i ocjenu za faktor
(Thy, hy) kako bismo mogli na pravilan na¢in uvesti dijadske siftove.

Primjer 4.6. Prikazimo vizualno odnose dijadskih kocki u svakom od ovih slucajeva za

2 1

di ijud=2t t =1. Pot j irod tiy=——-—=r—.

imenziju e za parametar o o tome je pritodno uzeti y = 5 2+ 3
Neka su I, J € D* kocke ¢ije su velic¢ine bridova [(I) = 11 [(J) = 2. Po uvjetu u sumi

o1 udaljenost tih kocki mora zadovoljavati
d(I,J) > 15 -2'75 =235 = /4 ~ 1.58.

Bududi da je d(1, J) cjelobrojni visekratnik od (/) = 1, dobivamo d(I,J) > 2.

Za IiJ iz sume oy, osim sto su takoder medusobno disjunktne kocke, vrijedi suprotna
nejednakost, a ta je d(I,J) < 1.58, a onda i d(I,J) < 1. U ovom posebnom slucaju,
kako je d(I,J) cjelobrojni visekratnik od 1, jedina moguénost je d(I,J) = 1.

Uocimo da je ocjena nejednakosti u sumama o i 09 za proizvoljne kocke I i J zapravo
I(I)I(J)'™7, odnosno za v = % ocjena je l(I)%l(J)g. Dakle, ona ovisi o duljini bridova
tih dviju kocki, Sto znac¢i da za neku fiksnu vrijednost d(I, J), ovisno o veli¢inama [([)
il(J), kocke I i J ne pripadaju uvijek istoj sumi.

Primjerice, za I(I) = 11 [(J) = 8 vrijedi I(I)3](J)% = V/82 = 4. Dakle, ako odaberemo
takve I i J da je d(I,J) = 3 (Sto je cjelobrojni visekratnik od (/) = 1), kocke I i J

pripadat ¢e sumi o9, iako smo u prethodnom slucaju za I(J) = 2 i jo§ manju udaljenost
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

Slika 4.2: Odnos kocki I i J u sumi os.

Slika 4.3: Odnos kocki I i J za koje je d(I,J) = 3.

d(I,J) =2 dobili da I i J pripada sumi o;.
U sumi o3 jedini je uvjet sumacije I C J, a u o4 uvjet je I = J, dakle nemamo

posebnih uvjeta na medusobnu udaljenost ili na veli¢inu. 0
Prije prelaska na pojedine sume, dokazimo sljede¢u lemu.

Lema 4.7. Neka je w € Q proizvoljan. Ako je I € D* dobra kocka i J € D takva
da vrijedi I(I) < I(J) i INJ =0, tada postoji Q € D* takva da vrijedi I U J C Q i
zadovoljava

Q) < 27U(I), ako vrijedi d(I,J) < U(I)I(J)*7,

I. Antolis, M. Stip¢ié 94



4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

Slika 4.4: Odnos kocki 7 i J u sumi o3.

odnosno

UID)UQ) ™ < 27d(I, ), ako vrijedi d(I,J) > 1(I)"1(J)"7.

Dokaz. Prije svega, ako je Q € D¥ takva da vrijedi I C Q, J C Q°i1(Q) > 2"I(I), tada
vrijedi

I je dobra
T

(IY1(Q) a(1,0Q) "L 01,0 "< ar, ). (4.4)

Pretpostavimo da vrijedi d(I,J) < {(I)"1(J)*". Kako je I NJ = (), vrijedi d (I,0.J) =
d(I,J) <I(I)I(J)'"7, pa je, buduéi da je I dobra kocka, I(.J) < 2"I([).

Neka je @ € D“ jedinstvena kocka za koju vrijedi I C @ te [(Q)) = 2"[(I) (jedinstvenost
slijedi iz leme [2.5} naime, bilo koje dvije kocke s ova dva svojstva imaju neprazan presjek
pa se ujedno i podudaraju zbog jednake duljine bridova). Direktno vrijedi [(Q) < 2"I(I),
pa je za dokaz prvog slucaja dovoljno jos pokazati da je J C @), iz ¢ega bi slijedilo

I'UJ C Q. Pretpostavimo suprotno, tj. (po lemi[2.5) J C Q°. Po (4.4) vrijedi
WIYUQ)™ < d(T, ) < UTYI(T). (45)

Podijelimo li ovu nejednakost s I(I)” > 0 te je potenciramo s 1 — v > 0, dobivamo da

I. Antolis, M. Stipcié 95



4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

vrijedi I[(Q) < I(J). No, vrijedi i I(Q) = 2"I(I) > I(J), Sto nas dovodi u kontradikciju.
Dakle, pretpostavka je pogresna pa prema tome J C Q).

Neka sada vrijedi d(I, J) > I(I)?1(J)*™7. Neka je Q € D* najmanji (u smislu relacije C)
skup za koji vrijedi I C Q,1(Q) > 2"I(1) te d(I,J) < I(I)"I(Q)'™7; takav @ dobivamo

tako da biramo najmanji prirodan broj k € N za koji vrijedi k > rid(I,J) < (2’“)177

I(I)
te je tada @ € DY jedinstvena kocka za koju je I C Q te I(Q) = 2*I(I). Vrijedi
d(1,.J) > I(I)I(J)*7 > 0, pa prema tome I N J = ) te, kao i u prvom slucaju, I(.J) <
2"1(I). Prema tome, [(Q) > 2"I(I) > I(J). No, tada po vrijedi I(1)1(Q)'™7 <
)T < UI)I(Q)' 7, §to je kontradikeija. Pretpostavka J C Q° je bila pogresna.
Dakle, J ¢ Q°, odnosno J C Q.

Po minimalnosti u odabiru od @), vrijedi barem jedna od sljedece dvije nejednakosti:

;Z(Q) < 2U(I) i (1) (;z(Q))M < d(I,J).
(Inace bi dobili kontradikciju s minimalno$éu od @ buduéi da bi Q' € D, Q" C Q takav
dajel CcQil(Q) = ;Z(Q) takoder zadovoljavao iste dvije nejednakosti kojima smo
odredili @Q.)
Ako vrijedi ;Z(Q) < 2"U(I), tada je 2"I(I) < 1(Q) < 2""M(I), pa prema tome [(Q) =
2"[(I). Kako je I(I) < I(J) < U(Q), slijedi

W) UQ)™ =1 UQUQ)™ = 2" I(I)UDUQ) ™ < 2 (1) UI)Q) ™
I = ZUIUT) T < 2d(T, ),

sto daje trazenu nejednakost u drugom slucaju.
1\
U sluaju da vrijedi I(1)" <2l(Q)> < d(I,J), direktno slijedi I(1)1(Q)"

< 2'77d(1,J) < 2"d(I,J), pa trazena nejednakost opet vrijedi. 0.E9.

Znacenje ove leme je sljedece: za svaki I,J € D¥, pri ¢emu je manja od tih kocki
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4.1. Rastav operatora po slucajnim dijadskim kockama

dobra, postoji ne previse veliki () € D% za koji vrijedi I U J C Q).

Naime, ako je I NJ # (), po lemi vrijedi INJ = T1ili INJ = J, a tada moZemo
uzeti, redom, () = J, odnosno ) = I.

U slucaju INJ = (), pretpostavimo bez smanjenja opéenitosti da je I dobra kocka (inace
zamijenimo uloge od I i J). Ako vrijedi I(I) < I(J), trazeni Q dobivamo iz leme [4.7 U
slucaju I(I) > I(J),biramo proizvoljni J' € D* takav da vrijedi J C J i I(J") > I(I).
Po istoj lemi primijenjenoj na I i J', za pripadni Q vrijedi IUJ C TUJ C Q, pa je Q
trazeni nadskup za pocetne [ i J.

Stoga za svaki I, J € D* postoji ujedno i najmanji (u smislu relacije C) @ € D* za koji

je IUJ C (@ ioznacavamo ga s I V J. Preciznije,

IV J:= ﬂ Q.
QeD¥
10JCQ

Primjer 4.8. Za d = 2 oznaéimo I = [0,1)* i J = [0,4)®. Neka je w = (wW)) ez takav

da je wp =w_1 = (1,0),w_o = (1,1) te w; = (0,0) za sve j € Z\ {—2,—1,0}. Tada je

+00
Tfw=T+ Y 27w =100,1)"+ 27w, =[0,1)°

2-7<I(I) Jj=1

te je

+oo
Jtw=J+ Y 27w =[0,4"+ 3 279w; = [0,4)* +2' (1,0) + 2°(1,0)
2-3<I(J) Jj=-1

=[3,7) x [0,4).

Ukoliko je I dobra, po lemi postoji (I +w) V (J+w) € D*. U ovom primjeru je
(I+w)V (J+w)=[-1,7) x [-4,4), a ta kocka se moZe zapisati kao @ + w, gdje je
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

Q = [-8,0)* € D°. Uistinu,

. +OO .
Qiw=0Q+ Y 27w, =[-8,0°+ 3 27y,

2-7<l(Q) Jj=-2

=[=8,0" +22(1,1) + 2" (1,0) +2°(1,0) = [-1,7) x [—4,4)

=I+w)V((J+w).

Uocimo da je @ + w najmanja kocka koja sadrzi I +w i J 4+ w, buduéi da je (I +w) N
(J+w)=0tejel(Q+w)=2(J +w). O

(a) Kocke I,.J,Q € D°. (b) Kocke I + w,J +w,Q +w € D“.

Slika 4.5: Odnos kocki I + w i J 4+ w te pripadna (I + w) vV (J +w) = Q + w.

4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

1. Raspis suma oy i 0.

Promotrimo sume o; i 09 koje sumiramo po svim medusobno disjunktnim kockama I i

J za koje je I dobra. Ovisno o tome je li medusobna udaljenost tih kocki veca ili manja
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

od ocjene I(I)"1(J)'™7, parove kocki I i J razdvajamo u ove dvije sume.
Sumu o raspisujemo kao sumu po ) € D% te po I,J € D“ odredenih duljina bridova

u odnosu na duljinu brida od @ te za koje je I V J = ). Odnosno,

+o00 400

o= > > > (f,hr) (Thy, hy) (g, hy) -

j=11i=j QeD¥ 1,JeD~
I je dobra
A(L, D) >V
IvVJ=Q
I(D)=2-"1(Q)
UJ)=2771(Q)

Pritom, sumiramo po takvim 7, j za koje vrijedi i > 7 (bududi da vrijedi (1) < I(J)) te
j > 1 (buduéida je INJ =0, paje IV Jrazlicitiod I iod J). Da bismo ovu sumu

prikazali kao sumu izrazenu preko dijadskih Siftova, trebaju nam sljedece leme.

Lema 4.9. Za I,J € D koji se pojavijuju u sumi o1, uz Q = IV J te I(I) = 271(Q),
vrijedi

|<Th[, h]>| < Clz(ﬂ/(dJra)fa)i
Pritom je Cy > 0 realna konstanta koja ne ovisi niti o parametru i niti o kockama I, J.

Dokaz. Pretpostavimo najprije da vrijedi d(I,J) < \/c_ll(l). Kako I i J pripadaju sumi

o1, vrijedi nejednakost d(I,.J) > I(I)"1(J)*7. Po lemi [4.7] slijedi
WIVHQ) ™Y < 27d(1,J) < 2'VdI(I).

1
Dijeljenjem ove nejednakosti s [(I) te potenciranjem eksponentom ~_1 < 0 dobivamo
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

Slijedi

r d+a . —d—a
[(Tha b} < IT el oy hallaay = 1T = 171 (27Va) " (2 V)

(VA (v )T < g vy

(
= |17 (V)" (2 ﬂ') 21 (40) o)
dta V d+a VDV ()
=TI (2"Vd y(d+a)—a)i _ T 27”\/_ 2(7(d+o¢)fa)z
1711 (27vd) — |7 (2'vd) —
d-‘rOé a)—a)i V(I)V(J)
< |17) (2 vy gt VIV )
V(Q)
Pretpostavimo sada da je d(I,J) > \/C_il([). Neka je yo € I srediste kocke I; dakle, ako
je I = [ay,by) X [ag,by) X --- X [ag,by), tada je yo = <a1—21—b1’ a2—2i-b27.” 7ad‘2+’bd>'

I(I)Vd
2

Uocimo, za svaki y € I vrijedi ||y — yo| < buduéi da je najveca udaljenost
sredisnje tocke yy od neke druge tocke iz kocke I jednaka polovini najvec¢e udaljenosti
dviju tocki iz I, a najveca udaljenost ostvaruje se u vrhovima kocke.

Uz proizvoljan x € J vrijedi i

I
Iy —oll < "V < B2 <

Koristedi tre¢u nejednakost iz definicije te ¢injenicu da je / hi(y)dy = 0, dobivamo

da vrijedi “
(@) = [ [ Koo ()dyda
= //KT(:c,y)hJ(x)hI(y)dyd:c—//KT(x,yo)hJ(x)hl(y)dydx
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

(Kr(z,y) — Kr(z,y0)) hy(z)hi(y)dydz

< / / Kp(,y) — Kr(z, )| [hs(@)] | (y)] dyde

R R4

ly = yol”
< Kl / / i )] )

<||K||(le//< ) lz =y~ ()| | (y)| dyd

Rd R4
[l y||>d(IJ I)*dz

- 2

1Kl d(Z, )00 / / ()] s (9)] dyda

Rd R4

= U(1)*d2 27" || K| oy (R | (2 dx)(@ |7y dy)

= Z(I>ad%2_a ||K||CZI (I ‘]) \/7 \/7

lemald.7] o
< UI)%d2 27 || K || yy /V (D)V (J)2r @) (1)~ (dredry (@)~ (dH+e)1=)

a V(OHV(J I —(d+a)y+a

= d527|K oy ()d(>2r(d+a) (l( )>
UQ) 1(Q)

o V(DHV(J) A

=d227%||K NV I gr(dte)gi((dta)y—a)
1Koz 7
48Ky, 2ot . gtarar-ai VIV
V(Q)

d+a

Uz uvodenje konstante C := max{d32a+’"(d+°‘) 1K |logy - 1T (2T\/c_i> } koja ne

ovisi o parametru ¢ dobivamo Zeljenu tvrdnju za oba promatrana slucaja. 0.E9.

Kod sume o5 koristimo nesto jednostavniju ocjenu faktora |(T'hy, hy)|. Tocnije

[(The, hy)| < (I Thillps ey 1Pllpzgay < ITHI 2 gay 1holle ey = [T (46)
() () () ()

pri ¢emu smo koristili ¢injenicu da su hy i hy jedini¢ni vektori u prostoru L? (Rd>.

Ova ocjena vrijedi i opéenito, za proizvoljne kocke I i J, no ne¢emo je koristiti za sve
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

¢etiri definirane sume. Naime, za sumu oy ova ocjena je dovoljno dobra buduéi da ¢emo
pokazati da je ta suma zapravo konacna. No, za druge sume s tako slabom ocjenom bila
bi upitna konvergencija reda.

Prije definicije koeficijenata, uoc¢imo da I i J iz ove sume zadovoljavaju pretpostavke
leme [4.7], pa stoga, kao i u prethodnu sumu, i oo mozemo izraziti kao sumu po faktoru
IvJ.

Za I,J,Q € D* takve da je I dobra kocka, INJ =0 iV J = Q definiramo koeficijente

(Thy,hy) (€206 a(r, 7y > (Iy1(T) 7,
arjQ ‘=
(Thy, ha) |IT) ™", d(I,J) < UI(I)M(J),

dok za sve preostale kocke I, J i () ozna¢imo arjq := 0.

U slucaju da za [ i J vrijedi d(I,J) > l(])”l(J)l_V, po lemi i po cinjenici da je
V(HV(J) V(HV(J)
V(Q) V(Q)
U slucaju d(I, J) < l([)“’l(l])l_V vrijedi ista ocjena, odnosno |aryg| < [(Thr, hy)| HT||71
V(HV(J)
- V(@)
Neka je A : L? (RY) — L? (R?) dan s

> 0 vrijedi |asq| < [(Thi, hy)] (C120@+0=) " <

(4,9)
Aof = Y awqg(f,hi)hy.

IJCQ

Tada vrijedi

Z <f7hf> <Th17h-]> <g7hJ>
1,JeD¥
I je dobra
(1, D)>U(D)V(T) =
IvJ=Q
U(1)=2-1(Q)
UJ)=2771(Q)

(4.4)
= Y (f hr) arggCr20 = (g b )

1,JCQ
(4,9)
— 012(7(d+a)*a)l <g, Z arQ <f; h[> h]>
1,JCQ
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

= (¢, 20(d+e)=a)i <A8f, g> .

U skladu s tim, za sumu oy vrijedi

+00 +00
o=>_> > > (f,hr) (Thr,hy)(g,hs)
j=11i=j QeDv I,JeDY
I je dobra
d(IL)>SUDYU(I)EY
IvVJ=Q

1(1)=2"1(Q)
1())=2771(Q)

400 +00 B
= Z Z 012(’7((1-1-&)—(1)1' < Z Agf,g> 7

j=1i=j QeDw

pri ¢emu, za dane i i j, uvodimo operator S¥ : L2 (]Rd) — L2 (Rd) dans SY := Z Ag
QeD~
Sli¢no, za sumu oy dobivamo

oy = > (fshe) (Thy, hy) (g, hy)

1,JeD¥
I je dobra
UIN<i(J)
InJ=0
(1,0 <UD T

T % (273)
=>.> <9, > Tl arsq (f i) hJ>
i=1j=1\ 1JCQ

D3> <g, ) AQf> — T Y (5 )

i=1j=1 QeDv i=1j=1

Uocimo da je pritom dovoljno promatrati ¢ € N za koje je 1 < < r. Naime, za [ i J iz
ove sume vrijedi d (I,0.J) = d (I,J) < I(I)1(J)*"7, a I je dobra kocka, pa po definiciji
dobre kocke mora vrijediti I(.J) < 2"I(I). No, kako ve¢ vrijedi I(I) < I(J), dobivamo da
je suma oy konacna te da su zeljeni parametri ¢ i j takvi da vrijedi 7 <ii —j <r —1,
odnosno ¢t <r+jii<r.

Primijetimo da je, po definiciji S dijadski $ift s parametrima (i, ), za svaki i >

J =1
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

Slika 4.6: Kocke I i J s pripadnom kockom Jj.

Za te dvije sume zajedno dobivamo

+oo ¢ r

o140y =) 3 20 (G f g 4 | T)|SD 5 (Sf.9)

i=1j=1 i=1j=1
+o00o

— Z i C,20v(d+e)=a)i <Sijf, g>

i=r+1j=1

+ Z Z (Cr20t o=ty 7) (SV f, g).

i=1j=1

2. Raspis sume o3.

Nastavljamo sa sumom o3. Neka su [, J € D takvi da je I C J. Oznac¢imo s J; € D%

I(1)

jedinstvenu kocku koja zadovoljava I C J; C Jil(J;) = 5 Buduéi da je J; prava

podkocka od J, a Haarova funkcija h; je po definiciji konstantna po podkockama od J

[(J)

¢ija je veli¢ina brida 5 posebno je h; konstantna i na skupu J;; oznac¢imo vrijednost

1
od h; na skupu Jr s ¢, 7 | uo€imo, ¢y y = + .
V(J)
Slijedi

(Thy,hyy = (Thy, (Lys + 1) hy) = (Thr, Lyshy) + (Thy, 1y, hy) (4.7)
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

= (Thr, Lyshy) + c1g (Thr, 1y,) = (Thy, 1yehy) + cry (Thy, 1= 1 )

{
= <T’h17 ]1]; (hJ — C[VJ)> + Cr,J <Th17 ]1>
— <Th17 ]1J§ (hy — CLJ)> + ¢,y (hy, T71)
{

buduéi da je po pretpostavci teorema 71 = 0 pa je i ¢r 5 (hr,T°1) = 0.

Lema 4.10. Za I,J € D* takve da je I dobra, I C J i l(I) = 27"1(J) za nekii € N
vrijedi

[(Th, L (hy = cr.g))| < Gy g(g))

pri cemu je Cg > 0 konstanta koja ne ovisi niti o i niti o I, J.

Dokaz. Vrijedi

(Thi, s (hy = er0))| < / Thy(2)| Lye(x) [hy(x) — cr | do (4.8)

< [ 1@ (1hs(a)| +[ers]) d

cy 2

_ VQ(J)/\ThI(a:)Mx < W/|Th[(x)|dx.

c

Pretpostavimo najprije da vrijedi I[(I) > 27"1(J). Oznac¢imo s 4dI kocku ¢iji je brid 4d

puta dulji od duljine brida kocke I te sadrzi kocku I u svom sredistu; odnosno, ako je

4d — 1 4d — 1
I'= a1, b) X [az,ba) x -+ x [aq, ba), tada je 4dI = [OH— d2 (1), a1+ d2 l(])>><

4d — 1 4d — 1 4d — 1 4d — 1
o= 2L,y + 2 1<f>>><-~-><[ad— L. an+ 2 z<f>>.

Primijetimo da 4d [l ne mora biti dijadska kocka, no i za nju po standardnoj geometrijskoj

interpretaciji definiramo njenu duljinu brida kao udaljenost dvaju susjednih vrhova te
volumen te kocke kao d-tu potenciju njene duljine brida. Dakle, [(4dl) = 4dI(I) i
V(4dI) = (4di(I))".
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

Oznacimo s yy € [ srediste kocke I definirano kao i u dokazu leme Uocimo da za

proizvoljne y € I i x € 4dI vrijedi sljedece:

ly—all _ (4d—Dir) _ (4E - d =0T _ Vi)
2 - 4 4

> |y — yol| -

2vd + 1
—

Koriste¢i drugu nejednakost iz definicije te Cinjenicu da je / hi(z)dz = 0 vrijedi

/|Th1(x)|dx: / (Thi(z)] dz + / Thi(z)] dz

(4dD\I (4dI)¢

Naime, 4d = 2d +2d > 2vV/d+ 1, pajeid >

_ / L ()T ()| do
Rd
/ /KT x,y)hi(y)dy — /KT z,y ) hi(y)dy| dx

(

4d1)® R4

(+)
< | ans IThr 2 (g + / /!KT(x,y)—KT(rc,y’)th(y)ldyd:v

(4dI)® R4

L2(Rd)

1
2

< /ﬂ(4d1)\1($)d$) 1T HhI”L'z(Rd)

IIy — ¢ 1
K| i dydx

(4dD)¢ 1
S\/V(4df)—V(I>HTII e | / T s
(4dI
B d_ | K chy &x
=y v+ e v /) T, T
=\/44d? — 1V (1) | T + | K o0 V(DU / d(;d
(4dD)°

Pritom smo u koraku (x) koristili Holderovu nejednakost primijenjenu na funkcije

L(aary\s 1 Thy, za parametre p = q = 2.
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

d T
1
X
2]
3 2

Slika 4.7: Odnos kocki I = [0,4)%1 8] = [—14, 18)* i kruZnica oko zy = (2,2) te oznacena
udaljenost tocki z,y € (8)° od skupa [ i od tocke g (81 = 4dI za d = 2).

1
Potrebno je procijeniti integral / —————dx. Buduéi da za svaki 2’ € I vrijedi
d(l’, ])d—&-oz

(4dI)°

I(I), vrijedi I C K <x0, ?zm), aondaid(z,)>d (m,K (mo, ﬂzm)) —

d<I7$0) < 9

NS

d(x,xo) — —I(I).
Nadalje, vrijedi K (zo,dl(I)) C 4dI, a onda i (4d1)° C K (z0,dl(I))".

Prema tome, kako je > 0, gornji integral je manji ili jednak od integrala po

1
d([[’, ])d—f—oe
d C
nadskupu K (:r;o, 2l([)> , pa vrijedi

1 1 1
/ d(x7])d+ad$ S / d(x7l)d+adx S / (d(l',.fo) - \/El(l>)d+adx‘

(4d1)° K (z0,dI(I))° K (z0,dI(I))° 2

Sada ovaj integral mozemo izraziti kao dvostruki integral, jedan integral ovisi o parame-
tru p > di(I), a drugi integral je po sferi S (zg, p). Pritom, za proizvoljan x € S (zg, p)
vrijedi d(z, zg) = p.

Primijetimo, kako je wy volumen d-dimenzionalne jedini¢ne kugle, odnosno kugle

radijusa 1, onda je wgp? volumen d-dimenzionalne kugle radijusa p te je dwqgp® ! velidina
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

(oplogje) (d — 1)-dimenzionalne sfere radijusa p. Naime, za proizvoljan 2o € R i p > 0

vrijedi jednakost

- 1 efinicija od w
V(K (20, p)) = / dz = [t:m pr,dt:dx] — / plp A odwa , d
K(zo,p) K(6,1)

p
a onda, kako je V (K (zo,p)) = /V (S (2o, 1)) dt, deriviranjem po p slijedi
0

0 _
V(S (zo,p)) = o (wdﬂd> = dwap™".

I(1
Uoc¢imo jos sljedece: iz nejednakosti p > di(I) slijedi ( 2) < . =

d d
(%)
aondai(1— l(])\/a > 1- b i konac¢no L 7 <
2p 2v/d

U tom slucaju vrijedi

+00
! 1
mo,d/l(mc STy A e T
+00
= / 1 + dwap®\dp
i (=)™
+o0
= dwy / 1, 1 . 1 L
di(I) P (1 — ‘@ij”) (P - @Z(I))
+00
(2) dwqy / 1 1 . 1 L
an ” (1= 5a) (0= %)
p2p—<@l(1) dwy +/°° .
R (1 o %\/a)ddl(]) (P - @Z(I))H_a

= [t:p— \gal([),dtz dp‘|
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

+oo 00
— 1dwdd / t—imegr — 1dwcid . _alt_a " .
( _V) (d_@)w) ( _278> d==37U(I)

o TRV
a (2\/8 _ 1) 27
2ad1+d_Tawd

— 41y

a(2\/3— 1)

Konacno, trazena ocjena koeficijenta |(Thy, 11 (hy — cr.5))| jest

|<Th[,]l[c<hJ—C1J ‘< /‘Th] |d$

1
F Vaa =T+ 1Ko 10" [ et [ VD
@n°
2

o 2ad1+%wd o
VA%d? = 1T + [| K| ¢z 1(1)* - I(1) ) V(1)

o (2\/3_ 1)d+a

V(I 21+ad1+
— V((J)) 2y/44d? — 1||T'|| + [| K[| py - s ) )

a( \/E— 1>d+a

d—a
olta i+5 Wy

N (2\/3_ 1>d+oc

odnosno, uvodenjem konstante C% := 24/49d¢ — 1 ||T|| + || K|l o, - koja

ne ovisi o kockama I i J,

49

|<Th], ]l[c (hj — C[’J)>| S C?: m

Pretpostavimo sada da je I[(I) < 27"1(J). Posebno, vrijedi I(I) < 27" '(J) = 27" (J;);
takoder, buduéi da je r > 1, vrijedi I(I) < [ (J), odnosno I C Jj.

Buduc¢i da je I dobra kocka, vrijedi
1—
C 1—’y Z(J)
d(I,J5)=d(I,0J;) > U(I)"L(J;) " =1I) | —== > 0.
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

() 7\
Kako za svaki x € Jj vrijedi d (zg, x) > d (I, J7), slijedi J; C K | zo,l(I)” <(2J)>

Nadalje, uoc¢imo da po trecoj nejednakosti iz odabira broja r (definicija vrijedi

W)L(JI) ™ > (1) (271(1) 7 = 29T > ?1(1).
Prema tome, I C K <a:o, ?l(1)> C K (2o, II)1(I)' ), i K (w0, (I ()" 77)" €

K <x0, ?z(z))c c I

d
Takoder, za x € Jj vrijedi d(x, I) ( (a:o, U)) =d(z,10) — \g— (7).

Po pocetnoj izvedenoj nejednakosti (4.8]) i, opet, uz /h;(y)dy = 0, vrijedi

R4

2

m[ﬁhl(xﬂdx
\/—/L/ (Kr(z,y) — Kr(z,90)) hi(y)dy
< W [ [ 152) = Koo ()] dyds

‘<Th17 Lye (hy — CI,J)>’ <

dx

< i | | o< i | [ e
_ d221°“\ 581(1)& / de
< ds2t @zma / de
 KeertT)
< dzol—e 5((?)1(1)& (d(x’xo) —1\§z(]))d+“dx'

K (rottr (42)"7)'
Primijetimo sljedeée: po odabiru broja r iz definicije tocnije po trecoj nejednakosti
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

d
iz iste definicije vrijedi 2"~ > \é_ Kako je u ovom slucaju I[(I) < 27"71(J), vrijedi

l W\ d
2" < 2l((J])) Prema tome, (25({,))> > or(1=7) > BB pa mnozenjem nejednakosti s
WD\ Vd
I(T) dobivamo I(T) <(2J>> > \é_l(l).

() d
Uz oznaku py := (1) ((2)> dobili smo da vrijedi p; — \é_l([) > (. Prema tome,
d
postoji dovoljno malena konstanta ¢ € (0,1) takva da je p; — 71([) > c¢p;. No, za
d
sve p>prjetada (1—c)p > (1—c)p; > é_l(l), sto nam i za p daje nejednakost

p— \éal(]) > cp.

Slijedi
1 +o00 )
dr = do,dp
/ Vi) / / T
K(%0,01)° (d (,20) = 7l(1)> pL S(x0,p) (p o TZ(I))
+o0o 1 1 .
< / md&)dﬂd_ldp = Cd+adwd/p_o‘_ldp — Cd+adwd (_p—a>
(cp) o 3
P P1
B codwg B c‘”adwdl(!)_m M —(1-)a
- a P = o 5 .
Konacno,
o 1 V([) cd+adwd 3 Z(J) —(1=7)a
— sol—a | " \7/ a va [ HS)
’<Th1, 1se (hy C[,J)>‘ < dz2 V(J)l(]) - I(1) ;
_ cd+ad%+lwd217’ya (o M
@ V(J)

Tvrdnja ove leme slijedi uz uvodenje konstante

@
Cd+ad§+1wd21—'ya

(3 := max {

1<i<r

7Cég(l—v)ozi} )

(0%
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

Naime, ako je I(I) > 27"I(J), vrijedi

’<Th17 Lye (hy — CI,J)>’ < Cj V) Cs - (C’é )
>1
Cevai | V()
= (2 Q—y)az | ¥ \T)
’ v({J)
dok u slucaju (1) < 27"1(J) vrijedi
Cd+ad%+1wd2l—'ya ) V(I)
_ —(1—7)ai
‘<Thl7 Lye (hy CI,J)>’ < = 2~ U= Vi)
< Cs ctedi 2 1\ T cd+0‘d%+1wd21_w2—(1—v)m V()
- o o V(J)
>1
Ceves | VD)
— (0,2 (=i ) @
3 V(J) Q&9

Za sumu o3 vrijedi

os= > (fh)(Thi,hs){g.hs) = > (f. hr) <Th1, Lye (hy — CI,J)> (g,hy).

1,JeD¥ 1,JeD¥

1<) W) <I(T)

I je dobra I je dobra
1cJ 1cJ

Za I,J, Q) € D¥ definiramo

<Th1, Lye (hy — CI,J)> (03 (- V)Oﬂ) 1> J =@, 1je dobra,l(I) <I(J]),] C J,

ariQ -= s v
yV(IDOV(J)

Direktno po definiciji vrijedi |arjq| < ; naime, ili je arjo = 0 ili je, za

V(Q)
odredene I i J, |arz;| <, Y (

Neka je i € Ny. Deﬁmramo h, za svakl J € D¥ operator A : L2 (Rd) — L? (]Rd>
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4.2. Ocjene na faktore u pojedinim sumama

A @0) , . .
s AY = Z arjo {f, hr) by, te operator S™ : L2 (Rd) — 12 (]Rd) s S0 .= Z AD.
1,JCQ . JeDw
zakljuéujemo da je S dijadski §ift s parametrima (i, 0).

Prema tome, vrijedi

> (fih) <Th1, L1se (hy — CI,J)> (9, h.r)
I,JeD*
UD<I(J)
I je dobra

IcJ

:+ZOO Z Z <g, <Th[,:H_JIC (hJ—CI,J)> (f,hr) hJ>

i=1 JeDv 1eDv

I je dobra
IcJ
1(1)=2-"1(J)
+00 (4,0) . (- o
= Z<9, > argCs2- (=i (¢ hy) b > 203 ~)ed <9a S’ f>
i=1 1,JCQ

=SS a e (s r)

Dakle,
+oo
o3 = Z 032—(1—7)0&' <Si0f, g> )
=1

3. Raspis sume oy.

Preostala suma o4 sumira se po onim [/ i J za koje je I dobra kocka te vrijedi I = J.
U ovom slucaju vrijedi d(I,J) = 0 < I(I)"I(J)'7, a kako je I dobra, mora vrijediti
[(I) > 27"I(J). Obzirom da vrijedi I(J) > [(I), za fiksnu kocku J postoji samo konac¢no
mnogo takvih kocki /. U ovom slucaju koristit ¢emo istu ocjenu izvedenu kao i kod

sume o3 u (4.6)), odnosno
(Thr, ha)l < T

Kako bismo sumu o, sveli na sumu po dijadskim Siftovima, definiramo

(Thy,hy) |T||”", Ijedobra, I =J=Q,
arjQ ‘=
0, inace.
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4.3. Konacni rezultat © generalna ocjena

Po definiciji ovih koeficijenata slijedi |a;rr| < |(Thy, hy)] HTHf1 < |7 HTHf1 =1=

VIV ()
~————— za svaku dobru I € D, a i za sve ostale I, J,Q € D vrijedi arjg =0 <

Prema tome, za svaki I € D operator A% : L2 (Rd) — L2 (Rd) definiran s A%O( f) =

Z arrr (f,hr) by je isti kao i onaj iz definicije 3.9/ za ¢ = j = 0 (tada se sumira po

gr’filiji svih 1, J,Q € D* za koje je I,J C Qil(I) =1(J) = 1(Q), a to nuzno povlaci

I =J=Q), pa je operator S% : L2 (Rd> — 12 (]Rd) dan s SY(f) := > A;f dijadski
1ep¥

sift s parametrima (0, 0).

Stoga vrijedi

on= ) <f=h1><Th1>hJ><97hJ>—<Thlah1><97 > (f7h1>h1>

1,JeD¥ IeD¥
W(D)<I(J) I je dobra
I je dobra
I=J
. <g, S S aolITIf ) hJ> |7 <g, 3 AQf> (5%, g)
QeDw 1,JCQ QeDw

4.3. Konacni rezultat i generalna ocjena

Vratimo se na sume iz (4.3)). Vrijedi

Z Ldobra (I/\ J) <f7 hI) <ThlahJ> <97 hJ> =01+ 02+ 03+ 04
1,JeDv
UD<U(J)

= Jrzo:o XZ: O, 20(d+e)—a)i <Sijf, g>

i=r+1j=1

£ Y3 (€20 7)) ($9.g)
i=1j=1

) SYer st (S°f,9)
=1

+ITI (5™, 9).
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4.3. Konacni rezultat © generalna ocjena

Dobili smo zeljeni raspis za podsumu sume iz i to kada je (1) < I(J). Preostala
je suma po kockama I i J za koje je I(I) > I(J). U tom slucaju je I A J = J, pa se ta
suma dobiva analogno, zamjenom uloga [ i J. Pritom u takvom raspisu jedino nemamo
slucaj kada je I = J, pa se uopce ne pojavljuje analogna suma o4, te u sumama oy i o9
ne sumiramo po indeksima 7 i j za koje je i = j jer bi u tom slucaju vrijedilo {(I) = I(J).
Takoder, u raspisu od o3, da bismo na analogan nacin raspisali tu sumu, u jednakosti
koristimo identitet (Thy,h;) = (h;,T*h;), pa u tom slu¢aju dobivamo skalarni
produkt u kojem se pojavljuje (T*)*1 =T1 = 0.

Stoga dobivamo

> Laobea (LA J) (f hr) (Thr,hy) (g, hy)

I,JeD¥
W(DH)>l(J)

+oo j—

— Z \ O, 201(d+a)—a)j <Sijf, g>

j=r+1i=1

F35 (G- ) (5. g)

j=11i=1

+ i@ C52- 70 (S, g)

=1

Sveukupno,

>~ Laobra (LA J)(f, hr) (Thy, hy) (g, ha)

1,JeDv

= Y 0t memadig) < S f, g>
i,jEN
max{%,j}>r+1
min{i,j}>0

+ i (012(7(d+a)—a)max{i’j} + HT”) <Sijf7g>
i,j=1

B YRSt ((s™f,9) + (5" .9))
1=1

+ITI{S™f. 9).
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4.3. Konacni rezultat © generalna ocjena

odnosno, uz parametar v = 2(d04+) kao $to smo definirali u 1}
!

Z ]ldobra (I A J) <f7 h1> <Th17h-]> <g7hJ>
1,JeDv

= X ozimiul(gifg)
i,jEN

max{%,j}>r+1

min{i,5}>0

4-i:(Cﬂ’%“““}+HT®<S“ﬁg>
ij—l

+ Z Co ST (50, 9) + (57 1.9))

7] (5%F,g)

Sada za 7,7 € Ny definiramo sljedece koeficijente:

C
1 o—§ max{ij} max {4,7} >+ 1, min {i, j} >0

TD
1 o y
1 (012_§max{z,y} + ||T||) L 1<i4,j<r,

(i) =1 &

? ° C (2d+o¢)o¢ max{i ]} .. . ..

23 9= 5ara) 8 max {i,7} > 0,min {é,j} =0
TD
(e8]} i=j=0
D ‘

Uz ovako definirane koeficijente vrijedi

+oo
Z ﬂdobra (I/\ J) <f h1> <ThI;hJ> <g7 hJ =TD Z <Szjf g>7
1,JeDw 4,7=0

pa primjenom propozicije [4.4] dobivamo

(Tf,g) = ~E S Laswa (I A ) (f,ht) (The, ) (g, hy)

™D  [Jepw

—E. Y 7(i.j) (Sif.a).

4,7=0
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4.3. Konacni rezultat © generalna ocjena

Pritom smo napravili zamjenu oznaka S i 5% buduéi da smo do sada definirali i razvijali
dijadske Siftove za proizvoljni, ali fiksni w € €2, a u ovoj jednakosti w kao varijabla u
ocekivanju varira.

“+oo
Za potpuni dokaz teorema preostaje pokazati da red Z i, 7) konvergira. Vrijedi

,5=0

+oo
Yot = > T+ Y t6)+ Y, 7(i,7) +7(0,0)
i,j=0 max{i,j}>r+1 1<i,j<r max{i,j}>r+1

min{%,5}>0 min{i,j}=0

= oo 2d+a)a \ K
=7(0,0)+ 3 T(i,j)+2701 Y (k+1) (2_;)k+2032(2<2((;;)) _

1<i,j<r D k=11 D k—1

Bududi da je —m < 0, a onda i 2_%?;%% < 1, slijedi da je kzzzl (2_(%1153) )
konvergentan geometrijski red. Nadalje, vrijedi
400 N +o00 P il 400 k+r+2
S (k41 (273) =Y (h+r+2)(27F) =(275) Y > (2 )
k=r+1 k=0 k=0 I=1
CanrHl r+1 +o0 N ~+o00 vk
SICRR PSR Sl S CR )
I=1 k=1 I=r+2 k=l—r—2
CanTHl Tk Canrtler—2 X I ok
=(@H) e (27F) +(27) > () X (27F)
k=1 I=r+2 k=0
_a\TH+1 I _a\k 2% I _an -1
= (27%) Z(r+1)kzl(2 ?) t o l;Q(Q ) < oo,
. e IR ek X _ayi-t .
budu¢i da je 272 < 1 pa su i Z (2 2) i Z (2 2) konvergentni geometrijski
k=1 I=r+2
redovi.
+oo
Dakle, uistinu vrijedi »_ [7(4,j)| < 4+oco0 pa prema tome svaki Calderén-Zygmundov
i,j=0

operator moze se dekomponirati u sumu po dijadskim siftovima s konvergentnim redom

koeficijenata (7(i, 7)) Time je teorem 4.1 dokazan.

4,j€ENg "
+oo
Napomena 4.11. Za konvergenciju reda »  7(i,j) dovoljno je bilo pretpostaviti y <
i,j=0
di . Naime, u opéem obliku (dakle, za proizvoljan v € (0, 1)), koeficijenti 7(i, j) za
a
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4.3. Konacni rezultat © generalna ocjena

1,7 € Ny iznose

Ci

——o((d+a)—a)max{ij} max {7,j} >+ 1,min {7, j} > 0
TD
1 o
= (Clg(v(dJra)fa)max{z,J} + HTH> L 1<i, i<,
0 =1 ¢ -
2 g~ (I=y)amax{ij} max {i,7} > 0,min {i, j} = 0,
TD
T
Jall o
D
“+o0o
Nuzan i dovoljan uvjet da red Z 7(7,j) konvergira jest da konvergiraju geometrijski
i,j=0
+00 L T ’ k
redovi Z (27(d+a)_o‘) i Z (2‘“‘”“) . To pak vrijedi ako i samo ako vrijedi v(d +
k=1 k=1

a)—a<0i—(1—-7v)a < 0. Prvi uvjet ekvivalentan je uvjetu vy < %, dok drugi
a

uvjet vrijedi za sve a € (0,1] i v € (0, 1). O

I Antolis, M. Stipéié 118



Poglavlje 5

Obrat teorema o dijadskoj

dekompoziciji

5.1. Iskaz i dokaz teorema

U prethodnom poglavlju dokazali smo centralni teorem ovog rada, ali vrijedi i njegov
svojevrsni obrat. Naime pokazuje se da je promatranje upravo Calderén-Zygmundovih
operatora bilo klju¢no za konstrukciju dekompozicije, odnosno da ista ne vrijedi za Siru
klasu operatora. Tu ¢injenicu je prvi primijetio i formulirao Orponen [I3]. Ovdje ¢emo
iznijeti malu varijantu njegovog dokaza. Prije nego iskazemo taj rezultat, dokazat ¢emo

lemu koja ¢e nam biti potrebna u dokazu obrata.

Lema 5.1. Neka su k € Z i 2 € R? proizvoljni. Za w € Q oznacimo s Q% € D

jedinstvenu kocku za koju je x € Q te 1(Q%) = 2*. Tada vrijedi
P({weQ:d(z,0Qk) <t (Qh)}) < 2dt, ¥t >0.

Dokaz. Trazi se vierojatnost skupa svih w € € koji za t > 0 zadovoljavaju nejednakost

d (x, 8@5)) <tl (Qf}), pri ¢emu je x fiksan.
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

Prisjetimo se da vrijedi QZ = Qo + Z w27 = Qy + Jio w27 za neki Q, €
2*1‘;61(2625) -

D°. Stoga ovu vijerojatnost interpretiramo na sljedeéi nacin: kocku @, pomicemo za

+ZOO w;27" tako da sadrzi = te je udaljenost tocke = od ruba manja ili jednaka 2*.

ll\:Ic;,k to je geometrijski ekvivalentno fiksiranju kocke @ duljine brida 2* te pomicanju

tocke z € R tako da zadovoljava iste uvjete.

15[ T T T ]

1o 1

] LL ] 0.5 10 15

Slika 5.1: Geometrijska interpretacija. Skup tocaka x koje zadovoljavaju nejednakost

1 . )
zat = 4 oznacen je plavom bojom.

Dakle, trazenu vjerojatnost interpretiramo kao uniformnu vjerojatnost danu na skupu
@, pa je racunamo kao omjer volumena skupa tocaka x koje zadovoljavaju nejednakost
d (z,0Q) < t2* te volumena V(Q) = (2’“)d = oM,
Primijetimo prvo da za svaki x € @ vrijedi d (z,00Q) <
P ({w €N:d (m,an,) <l (Qg)}) =1.
Pretpostavimo sada da je t € {0, ;] . Podrugje tocaka iz Q za koje vrijedi d (z,0Q) > t2*

Q)
2

L.
, stoga za t > 5 vrijedi

je kocka (ne nuzno dijadska) sadrzana u @ s istim srediStem. Duljina brida te kocke je
1(Q) —2-t(Q) = (1 —2t)2%, pa je volumen te kocke jednak (1 — 2t)?2~<,

Stoga je volumen trazenog podrudja jednak razlici volumena V(Q) = 2 i navedene
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

podkocke, pa je trazena vjerojatnost jednaka

okd _ (1 _ 9¢\dokd 1— 1—2td okd (%)
(de) :( (zkd)> =1—(1-2t)" <1—(1—2dt) = 2dt,

pri ¢emu smo nejednakost (x) dobili primjenom Bernoullijeve nejednakosti dane u (2.2)
(uoc¢imo da je —2t > —1).

1 _ k k
Dakle, dobili smo da za 0 < < o vrijedi P ({wea:d(z,0Q5) <t (Q5)})

1

< 2dt.
Na kraju, primijetimo da za t > 3 vrijedi P ({w eQ:d (m,@@ﬁ) <tl (Qi) }) 1<

2t < 2dt. ¢.D.
Sada smo spremni za dokazivanje obrata teorema [.1]

Teorem 5.2. Neka je T operator dan preko jednakosti

(Tf,q) Z <S If.q > f,gel? (]Rd) omedeni i s kompaktnim nosacima,

4,7=0

pri cemu je S¥ je dijadski sift s parametrima (i, j) dan nad familijom slucajnih dijadskih
“+o0o

kocki D, a 7(i,j) koeficijent w ovisnosti o i i j koji zadovoljavaju »  |7(i,7)| < +oc.
i,j=0

Tada je T' Calderon-Zygmundov operator.

Dokaz. Po definiciji treba pronaci Calderén-Zygmundovu jezgru K : (]Rd X Rd)
\{(1:,:6) S Rd} — R koja zadovoljava pripadne ocjene iz definicije te vrijedi

prikaz

T1.9) = [ [ Ko f@g)duds, ¥f.g € 12 (R, suppf Nsuppg =0

Re R4

Neka je za sve i,j € Ny operator S oblika

ST=3 AwQ,

QeD

I Antolis, M. Stipéié 121



5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

pri ¢cemu za svaki ) € D* operator AZJ{Q zadovoljava

iy (4,)
ADof = 3 ai (fihn) hy, Vfel? (]Rd) ,

Ijcq

V(Hv(J)
V(Q)
dijadskog sifta, tj. definicije [3.9}

uz ocjenu ’a“j JQ‘ < VI, J, Q) € D¥. Sve ove pretpostavke slijede iz definicije

Tvrdimo da je trazena jezgra dana s

+o0 (4.4)
K(z,y) =B, >, 7(0,5) Y Y afsohi(@)hs(y).

1,J=0 QeED¥ 1,JCQ

Prvo pokazimo da je K dobro definirana funkcija. Neka su z,y € R% z # y. Za

I, J € D¥ nosaci funkcija hy i hy suredom I i J, a oba ta skupa su sadrzana u @), stoga

su nosadi tih funkcija sadrzani u ). Prema tome, ako vrijedi ||z — y|| > max, d(2',y") =
z!y'e

Vd - 1(Q), mora vrijediti h;(z) = 0 ili hy(y) = 0. Dakle, mozemo pisati

(4,9)

K(oy) =B S ri) 33 hul@)hs(y) (5.1)

i,j=0 QED> 1,JCQ
+oo
<SE, Y G Y X ate| @) b))
i,j=0 QeD»  1,JED¥
1,JCQ
(D=2-11(Q)
1()=2-91(Q)
lz—yll<Vd-1(Q)
= V)V (J) 1
<E, Y [m(@4)] D2 )
ij=0 QeDv  I.JeD¥ V(Q) V(DHV(J)
I1,JCQ
;EEI,y_EJ
H(D=2"U(Q)
U(N=2771(Q)
le—yl|<Vd-1(Q)
() i‘j 5 1
=K, ) I7(,7)| A
i,j=0 QeD> V(Q)
z,y€eq
le—yl|<Vd-1(Q)
+o00 d
=B, ) 1760 57—
Z.J.ZO 24 —1V(Q")
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

2d +o00 d%
< i EBo D 1m0 5) ——
20 -1 "% |z =y
2d dz

2¢ = 1|z — y||* 5%

jer po pretpostavci teorema red Jrzo:o |7(7, 7)| konvergira.

Pritom smo u (%) koristili éinjenigilzgla su I i J koji sadrze redom z i y te koji su tocno
odredene duljine brida jedinstvene kocke, pa suma po I i J je zapravo suma gdje su svi
osim jednog sumanda jednaki nuli.

U (xx) smo koristili sljedec¢e: postoji jedinstvena najmanja kocka (u smislu da je to
kocka s najmanjom duljinom brida) Q" € D* koja sadrzi x i y te zadovoljava ||z — y|| <
Vd - [(Q"). Za sve preostale kocke @ koje zadovoljavaju isti uvjet duljina brida im je
jednaka 1(Q) = 2™1(Q") za neki m € N i pritom su svake dvije takve kocke razli¢itih

duljina bridova (jer postoji jedinstvena kocka fiksne duljine brida koja sadrzi tocke x i

y). Dakle, vrijedi

e V(Q) = em@)t V@) s V(@) 1-21
z,YEQ
lz—yl|<Vd1(Q)

2d
2 =D V(Q)

Prema tome, K(x,y) je dobro definiran za = # y (red preko kojeg je K definiran

konvergira u toj tocki). Stovise, dobili smo ocjenu

Qddg +o00 o 1
K (w,y)| < 5 (Z |¢<m>|) Tt

ij=0 -

2443
24 _ 1

+o0o
sto uz Cy := . (Z |7(7,7 )]) daje prvi uvjet iz definicije Calderén-Zygmundove

i,j=0
jezgre.

Provjerimo sada da je K jezgra pripadna operatoru 7', odnosno da vrijedi prikaz (T'f, g) =
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

/ K(z,y)f(2)g(y)dzdy za omedene f, g € L? (Rd) s disjunktnim kompaktnim nosa-
¢ima. Dakle, postoje || f|| llgll,, < +oo. Takoder, buduéi da su im nosaci zatvoreni

podskupovi od R?, vrijedi € := d (suppf, suppg) > 0, pa je, za svaki w € Q,

(4,9)

[ S o) X5 atghiahs i ot)dady

4 pa 530 QEeD> 1,JCQ

/th S S® a0l s ) 1o )] 1£(2)] (o) dady

Ja La 1920 QeED> 1,JCQ
to0 VIV (J) |
<Wlelsle [ [ Srinl X % - drdy
oo 00 e . " V(Q
suppf suppg 8y =0 @ep I[f]ec% ( ) V(I>V<J)
zelyel
(D=2-1(Q)
U(J))=277UQ)
E<\f'l(Q)
slicno kao i u 2d d%
B [ Sirealh

=0
suppf Suppg wi=

2d 400 o d%
~5d_1 1l oo 19l oo Z |7(4, )| QA(SUppf)A(SUppg) < +00,

1,7=0

buduéi da su nosaci od f i g kompaktni skupovi, pa su posebno i ograniceni.

Ova ocjena vrijedi neovisno o w € §2, pa vrijedi

+o0 (17.]
B [ |5 760 X5 dtighio)hs )i @tdsdy) < +oc.
Da 1130 QeD~ 1,JCQ
+o0
Prema tome, (w,z,y) — > 7(i,7) > Z aisohr(x)hy(y)f(x)g(y) je apsolutno
i,j=0 QeD* 1,JCQ

integrabilna funkcija obzirom na mjeru P, x A x A, odnosno obzirom na vjerojatnosnu
mjeru P, po varijabli w (koja je kona¢na mjera, buduéi da je P, (2) = 1) i obzirom
na d-dimenzionalnu Lebesgueovu mjeru A po varijablama x i y. Prema tome, za tu
funkciju mozemo primijeniti Fubinijev teorem, kao i Lebesgueov teorem o dominiranoj

konvergenciji (jer je funkcija apsolutno dominirana sama sobom).
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

Slijedi

Th) =B 3 760 (825,0) =B 3 7(6.5) [ (895) Wty

i,j=0 i,j=0 R
100 L
=B, > 7(,5) [ X (Alof) Way)dy
i,7=0 Rd QeDw
+oo (4,9)
=K, > 7(,5) [ Y. > afo(f h) ha(y)g(y)dy
i,7=0 R QeDw 1,JCQ

+oo (4,5)
B, Y r(id) [ X atg| [ rem@de | hiw)gtu)dy

i,j=0 Y Q€D 1,JCQ

400 (4,9)
- / / B, S r(id) 33 afsohs(@)hs(y) f(x)g(y)dudy

S i.j=0 QeDv 1,JCQ
- / / K (2, y)f ()g(y)dudy.
Rd Rd

Dakle, K je uistinu jezgra pripadna operatoru 7' i zadovoljava trazeni zapis preko inte-
grala.

Za dokaz ovog teorema preostaje jos dokazati da vrijede preostale dvije ocjene iz de-
finicije za neku konstantu C; € R. Zbog simetri¢nosti varijabli x i y, dovoljno je

pokazati, primjerice, da za sve z, 2,y € R? takve da je © # y i 2’ # y vrijedi

[Ell

— |«
K(.y) - K@) < O ko jo o — o < 12200 (59

[EE

za neku konstantu C; € R. U slucaju da za treéu nejednakost dobijemo neku drugu
konstantu (1, i dalje dobivamo tvrdnju tako Sto za trazenu konstantu uzmemo vecu od

dvije dobivene.

Stoga, neka su z, 7',y € Rz # y, 2’ # y takvi da vrijedi 0 < ||z — 2/|| < = ; yH Iz
ovih nejednakosti slijedi da postoji za koji vrijedi N1 r—1al < 5N
odnosno |l — ' 1
nosn —.
VS g = 2
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

Nadalje, neka je (in),cy niz brojeva dan s i, := [log, |z —2'[[] + n, te (E,),qy, Diz

skupova dan relacijom
Ey:=Q, E, = {w €N: d(w,@@“ﬁ <2z - x'||} ,Vn e N|

pri ¢emu je, uz dani w € Q, Q™ = Qv € D¥ jedinstvena kocka koja sadrzi x i duljine
brida 2.

Zan € Nw € E, i Q™ danu na opisani na¢in vrijedi d(x,@@i") < 2|z =2 =
pttlomalle=ell < glomintllogalle=ll — glon . gin — 9= (@) Stoga po lemi [5.1{ vrijedi
P(E,) <2*"d.

Za svaki n € N definirajmo

k=n+1

“+oo
Gn = En\ ( U Ek) s Vn € No.

+o00 400 1
Uocimo da vrijedi » P (E,) <4d> 27" = 4d1 T < 4+00. Prema tome,
n=0 n=0 T2

+o00 +00 +oo +oo
P (limnsup En> _P (ﬂ U Ek> = lm P (kUn Ek> < lim 3P (B

n=1k=n
2—k 2 1
< 1 E —kJ_ i I —
nhm : n2 d dnhm 2 1 % 0

Vjerojatnost skupa limsup £, u promatranom vjerojatnosnom prostoru je 0, Sto znaci
n

“+o00 400

da je vjerojatnost 0 da za slucajno odabrani w € Q vrijedi w ¢ limsup E,, = ﬂ U E.
n n=1k=n
+00 400
Dakle, w € U ﬂ E; s vjerojatnoséu 1, odnosno da je w element najvise konacno
n=1k=n

mnogo skupova Ey, k > 0. To bi znacilo da je w € Gy za neki & > 0; naime, od konac¢no

mnogo indeksa k' za koji je w € Ej definiramo k kao najveéi od njih. Prema tome,

P ([’j’(;) =
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

Takoder, primijetimo da je P(G,) =P | E,\ ( U Ek>) <P(E,) <2°"d,Vn € Ny.

Nadalje, za i,j € No,i # j je GiNG; = 0. Nakirrrll(;r,lako je i < jipostojiw € G; NGy,

tada, kako je w € G, vrijedi w ¢ Ej te, kako je w € G, w € E;, Sto nije moguce. Slucaj

J < i slijedi analogno (ili zamjenom uloga indeksa).

Dakle, (G),cy je niz u parovima medusobno disjunknih skupova, pa vrijedi relacija
o, = ; lg,.

Po definiciji od K vrijedi

+o0 (4.9)
|K(z,y) — K" y)| =By > 7(6.5) Y. Y. afq(ha(z) —hi(@) hyy)|  (5.3)

i,j=0 QeDw 1,JCQ

(4,5)
<EY Y Y a5 ha(2) = hu(a)] By (v)]
1,j=0 QeDw I,JCQ
+00 (4,5)
. . w /

D@D DS D |aTsg|lhi(x) = k()| |hs(y)] dP(w)

& =0 QeD¥ 1,JCQ

+00 (4.9)
2@l 2 2 |aisg|[hi(@) = hi(@)[ [Py W) 1 jre 6, (w)dP(w)

s i,j=0 QeDw 1,JCQ
+00 (4,9)
= [ Z il X3 it o) ~ ) 1) 3 1
a i,j=0 QeDv I,JCQ
(4,9)
—Z 2 TN Y Y |atie] [hi(x) = hi(a)] [y (y)| dP(w),
1,7=0 QED» 1,JCQ

pri ¢emu smo u posljednjoj jednakosti koristili Beppo-Levijev teorem.
Fiksirajmo n € N. Oznacimo ng = 2 + [log, V/d] i neka je i € N takav da vrijedi
1< N—n—ng.
Nadalje, neka je w € GG,,. Tvrdimo da za sve j € Z i za sve Q € D% vrijedi
(4.9)

> afsq (hr(@) = he(2')) hy(y) = 0. (5.4)

1,JCQ
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

(,)

Pretpostavimo suprotno, tj. Y af;q (hi(x) — hy(2')) hy(y) # 0 za neku Q € D*. To
I1,JCQ

znadi da je a7;q (hi(x) — hi(2")) hy(y) # 0 za neke I,J € D* iz pripadne sume, a po

definiciji Haarovih funkcija vrijedi y € J C Qtexz € I CQiliz' € I C Q. Ako je
z € Q, zakljutujemo Vdl(Q) = max d(z,2") > ||z —y|. U slucaju 2’ € @Q, bududi da
z,2'€

vrifedi VALQ) > [l — yll > 1z — o]l — [l — /]| > 12 3 il g

¢emu smo koristili nejednakost trokuta ||z —y|| < ||z — 2| + ||z" — y||. U oba slucaja
|z —yll

2Vd
Neka je R € D* jedinstvena kocka koja sadrzi z i duljine brida I(R) = 27" '(Q). 1z

dobivamo 1(Q) >

nejednakosti ¢ < N —n — ny za prirodne brojeve imamo i < N —n —ng — 1, a zatim i

I(R) = 2_i_1l(Q) > 9—i=2 |z —yll > 9~ Ntntng+1-2 |z —yll

Vd Vd
— 2—N+n+2+|'10g2 \/E'\—l . ||Zl§' - y” Z 2—N+n+1 . 210g2\/¢2 X H,I’ — y” _ 2—N+n+1 ”CL’

Vd Vd

_ odabir broja NV ||g; — IL‘/H
=272 o — | > m‘QnH lz = yll = 2"+ [z =yl

— 9

Oznacimo s ' € D¥ jedinstvenu kocku za koju je » € @Q i I(Q') = 2. Vrijedi
1(Q) = 2 = 2lesella=a’ll+n o glogsfle=a’ll+ldn _ gntly 0 _ 47| < (R). Buduéi da je
r € Q' N R, posebno je @' N R # 0, pa po [(Q) < I(R) i po lemi vrijedi Q' C R.
Buduéi da je w € G, po definiciji tog skupa slijedi w ¢ F, .1, pa onda po definiciji
skupa E, 1 i 2]z —2'|| < d(z,0Q") QISCR d(z,0R). Da je zatvorena kugla oko x
radijusa ||z — 2'|| sadrzana u skupu R, pa posebno z’ € R.

Sli¢no, da smo krenuli od R € D* duljine brida I(R) = 27 1(Q) i za koji je 2’ € R,
dobili bismo z € R.

Iz ovog izvoda zakljucujemo sljedece: ako je R € D i I(R) = 27 '(Q), tada vrijedi:
x € R ako i samo ako 2’ € R. N

Promotrimo sada pretpostavku (Zi) afyq (hi(x) — hr(2")) hy(y) # 0. Ako je I € D¥

L,JcQ
kocka za koju je I C Qi I(I) = 27'1(Q), takoder vrijedi x € I ako i samo ako 2’ € I.
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5.1. Iskaz 1 dokaz teorema

Naime, R sadrzi (2d)i+1 razli¢itih dijadskih kocki duljine bridova 27" 71(Q) = l(2I)’ od
kojih su 2¢ njih sadrzani u I. Po dokazanom, postoji to¢no jedna podkocka I’ C R za
kojusu z,z' € I', a, ovisno o tome je li I' C I'ili I'N I =, vrijedi x, 2" € T'ili z,2" ¢ I.
Ovaj zakljucak nam zapravo daje jednakost hy(x) = h;(2); naime, funkcija h; je po
svojoj definiciji konstantna na pravim podkockama od I, s tim da je jednaka nuli izvan
I. No, z i 2’ se nalaze u istoj kocki I’ € D¥ duljine brida I(I') = 27 1(Q), $to je ili
prava podkocka od I (tj. I' C I) ili kocka disjunktna s I (tj. I' NI = ()); u oba slucaja
dobivamo hj(x) = hy(z').

Prema tome, za sve I, J € D* koji se pojavljuju u sumi (ZZJ) afyq (hi(x) — hr(z") hy(y)
vrijedi hy(z) — hy(2") = 0. Prema tome, svaki sumand Ilfi\?oj sumi jednak je i nuli, pa
je i ukupna suma jednaka nuli, sto je kontradikcija s pretpostavkom.

Dakle, uistinu vrijedi jednakost koju koristimo u nastavku raspisivanja :

(4,9)

K (z,y) - K2/ y|<z S i)Y S a550| ha(x) = hr(a')] |hs(y)| dP(w)

4,7=0 QeEDw 1,JCQ
—Z SEDNLIDS Z 5| (@) = ha(2)] | (y)| dP(w)
i=N—n—ngq j=0 QeDw 1,JCQ

n

(1,9)

<Z S S S o] (i)l + b)) h(y)] B

G i=N—-n—ng j=0 QeDw 1,JCQ
= VDV (J) 2
<Z > Z\”J\Z > : dP(w)
=04 i=N—n—ng j=0 QeD»  1,JeD¥ V(Q) V)V (J)
n IJCQ
T,x GI WeJ
UD)=27"1Q)
UJ)=2771Q)
= 1
—22 > Z\T%J > g
i=N—n—ng j=0 QeDv
n z,2’ ,yeqQ
max{||z—yll, [« —y|} <Vdl(Q)
= 24 ds
<2 Z > Z (i, )] dP(w),
i=N—-n—ng j=0 2d ]' maX{Hm—yH HQ? _yH}

n

pri ¢emu posljednju nejednakost dobivamo slicno kao i u izvodu ({5.1)): odabirom naj-
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manje kocke @) sa svojstvima koja zadovoljavaju kocke u uvjetu sume te izvodom ge-
ometrijskog reda i primjenom ocjene na duljinu brida od (). Pritom koristimo da,

zbog x,2',y € Q, mora vrijediti [l —y|| < VAI(Q) i |lz —yl| < VdI(Q). Kako je

z—y|
9

I =yl > o = yll — 1o — 2/ > 122 jeas

400 2d dz
|K(x,y) — :):y|<22 Z Z|TZ] 51 . P(w)
i=N—-n—ng 7=0 HJZ' - yH

22d+1d +oo +00 1

_ / S Y ) — P
i=N—-n—ngq 7=0 || ||

22d+1d— 400 400 2(N+1)cx _ a
o = = I s it bl [ )

20 =1 = \ieN Ty 150 I — ]|

n= (3 n—mg j= Gn

92d+1 % 400 +00 ! @
R (I VD ST} R S N

2¢ -1 n=0 \i=N-—-n—ng j=0 H y”

92d+1 4 iy f—y||*
S : 2 ) 2(N+1)a . 227ndz Z Z ’ 7 j L%

2 —1 n=0 \i=N—-n—ng j=0 H y“

92d-+(N+1)at4 75+1 [ +oo +oo o 2" — y||“
< d__ Z Z ’T<Z7j) N, ndta;

i=0 j=0
24 -1 lz =yl
92d+(N+1)a+4 7§5+1 oo too
Sada trazena nejednakost (5.2)) slijedi uz C, := 5T 2d (Y- |7, )|

i=0 j=0
Prema tome, T je uistinu Calderén-Zygmundov operator uz pripadnu Calderén

-Zygmundovu jezgru K. 0.¢.9.

I. Antolis, M. Stipci¢ 130



Poglavlje 6

Ortonormirana vali¢cna baza

6.1. Definicija i osnovna svojstva

U ovom poglavlju promatramo poseban oblik ortonormirane baze prostora L2 (Rd) koju
nazivamo ortonormirana valicna baza. Ona ima vaznu i Siroku primjenu u dekompozi-
cijama razli¢itih funkcija i operatora zbog njenih iznimno jakih i prakti¢nih svojstava.
Bududi da i Haarov sistem funkcija te slucajni dijadski siftovi koje promatramo u ovom
radu imaju istu ulogu, u idu¢em poglalvju ¢emo usporediti klju¢ne elemente dekompo-
zicije kako bismo naglasili prednosti primjene pojedine dekompozicije.

Uvodimo osnovne definicije i rezultate koji ¢e nam trebati u ovom radu, a mogu se
pronadi u [?]. Detaljniji raspisi koje navodimo, kao i opSirnije o ortonormiranoj vali¢noj
bazi nalazi se u [3] i [6].

Za prozvoljnu funkciju f : RY — R i za ¢ € R? definiramo operator translacije T, koji

funkciji f pridruzuje novu funkciju danu jednakoséu

(T.f) (z) := f(x — c) zasve x € R
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6.1. Definicija © osnovna svojstva

1
Slika 6.1: Grafovi funkcija f,T.f i D,f zac=1,a = 1 i f(z) =sin(z).

Nadalje, za a € R,a > 0 definiramo operator dilatacije D,, koji na funkciju f djeljuje
na sljedeci nacin:

(Do f) (x) == \/1_df <clzx> za sve x € R%

a

Ako usporedujemo grafove funkcija f,T.f i D,f zad=1tec e Ria € R,a > 0,
primjecujemo da operator translacije utjece na translaciju grafa funkcije f po z-osi,
dok operator dilatacije steze graf od f ako je a > 1, odnosno Siri ako je 0 < a < 1.
Pritom je operatoru dilatacije pridodana konstanta \/1a_d jer nam je zelja da to budu

unitarni operatori, odnosno da za svaku f € L? (Rd) vrijedi || 1| 2 (Re) = ||TCf||L2(Rd) =

HDafHLQ(Rd). [ uistinu, vrijedi

I flusgasy = [ 1760 = )P do = ft = — .t = da] (6.1)

= [ 1@ de = ey

Rd
||Daf||L2(Rd) = CL_d/ ‘f (2) 2d$ _ [If _ z,dt _ dl“|
R

a ad
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— [ 17 OF &t = s

Definicija 6.1. Multirezolucijska analiza ili skra¢eno MRA je niz (Vi)jez zatvorenih

potprostora od L2 (]Rd> koji zadovoljava sljedeca svojstva
1. V; C Vi zasve j € Z,
2. f € Vj ako i samo ako je Dy-1f € Vj i za svaki f € L2 (]Rd) izasve j€Z,

3. f €V ako i samo ako je T f € V za svaki f € L? (Rd> i za sve k € Z°,

6. Postoji funkcija ¢ € V, takva da je familija funkcija {T ko k€ Zd} ortonormirana

baza prostora Vj.

Funkciju ¢ iz 6. svojstva nazivamo skalirajucom funkcijom dane multirezolucijske ana-

lize.

Uvjeti 1.—6. iz ove definicije nisu medusobno nezavisni. Naime, moze se pokazati da,
primjerice, svojstva 1.,2. i 6. povlace svojstvo 3. (dokaz ove implikacije moze se pronaci
u [6]). Takoder, svojstvo 4. slijedi iz preostalih svojstava, to¢nije svojstava 2. i 6., Sto
¢emo pokazati kasnije u primjeru [6.4] Isti dokaz vrijedit ¢e i opcenito, za proizvoljnu
MRA, a razlog zasto dokaz ostavljamo za kasnije jest sto ¢e nam trebati propozicija
koju ¢emo tek dokazati. U ovoj definiciji ipak navodimo medusobno zavisna svojstva
jer zelimo naglasiti svojstva koja su nam vazna i koja ¢emo koristiti, a u ovom radu
nije nam vazna optimalnost definicije u smislu pretpostavki. Stovise, u nekim knjigama
i ¢clancima definicija multirezolucijske analize zahtijeva jos neke pretpostavke koje nisu
posljedica ovih iz nase definicije, a povod tomu je takoder potreba i vaznost tog svojstva

u razmatranju. Primjerice, ¢esto se pretpostavlja da je ¢ € C" s kompaktnim nosacem,
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/gp(az)daz =1ili Y Tip=1.

Rd keZd
Vrijedi:
Propozicija 6.2. Familija funkcija {DgijkQO ke Zd} je ortonormirana baza prostora

V; za svaki fiksirani j € Z.

Dokaz. Neka je j € Z proizvoljan. Po svojstvu 6. iz definicije, {Tkgp ke Zd} je
ortonormiran niz u L? (Rd). Stoga za sve k, k' € Z% k # k' vrijedi HTk@O”m(Rd) =11
(Trep, Tk/g0>L2(Rd) =0.U 1} smo pokazali da za a = 277 i za funkciju Ty vrijedi

HDQ—J'TkSOH}}(Rd) = ||Tk90||L2(Rd) =L

Zamjenom varijabli dobivamo i

(Dy-i Ty, D2‘ka’90>L2(Rd) =24 / (Trp) (272) (Thop) (2 2)dx = {t =g, dt =2%dx

R4

— [ @) 0 (Tep) (0t = (Tep, Turpy ey =0
R4
Dakle, {Dg—j Thp: k€ Zd} je ortonormiran niz u V;. Neka je f € V; proizvoljna funkcija.
Po svojstvu 2. iz ove definicije vrijedi Dy f € V;_;. Induktivno, koriStenjem ove tvrdnje

J puta dobivamo D,; f € V. Po svojstvu 6. tada vrijedi

Doif = > (Do f, Tuip) Tip-

kezd

Mnozenjem ove jednakosti s V2% te zamjenom varijabli 2772 <> ¢, po definiciji operatora
dilatacije vrijedi

f= Z (fs Da-iTip) Dy Ty,

kezd

koristedi uz to i (Dy; f, Tip) = /\/2jdf(2_jx)(Tkgp)(ac)da: = [t =27, dt = 2_djda:} =
R4
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/f(t)v 2i4( Dy, Tio0) (27t)dt = (f, Dy Typ). Prema tome, {DQﬁ-Tkgo S Zd} razapi-

Rd
nje prostor V.

Konac¢no, ako je f € L2 (]Rd) takva da je (f, Dy—iTpp) = 0 za sve k € Z%, tada vrijedi
i (Doif, Doi Dy-iTrp) = (Daif, Trp) = 0. Po svojstvu 6., familija {Tk@ ke Zd} je
maksimalna u Vj pa po tome vrijedi Dy f = 0 To znaéi da za svaku toc¢ku = € R? vrijedi
24 f (2’%) =0, a to povladi f(z) = 0 za sve € R?. Prema tome, f = 0.

Pokazali smo da je familija {Dgij ko ke Zd} maksimalna u Vj te je ortonormirana

baza u V}, dakle to je ujedno i ortonormirana baza u Vj. 0.¢.9.

Definicija 6.3. Neka je E proizvoljan konacan skup. Kazemo da je familija funkcija
{ ?k L JELkEL € E} ortonormirani valicni sistem ili ortonormirana valicna baza
ako je ta familija ortonormirana baza prostora L> (Rd) te ako postoji kolekcija funkcija

("), cp takva dazasven € E,j € Zik € Z% vrijedi V) = Dy Ti)".

Kako za svaki j € Z vrijedi V; C V;11, moZemo definirati W; kao ortogonalni kom-

plement od V; unutar Vj,, sto drugacije pisemo kao V; @ W; = V;;;. Uz ove dvije
definicije, kazemo da je ortonormirani vali¢ni sistem {1/1% jELkeZineFE } pri-
druzen nekoj multirezolucijskoj analizi (Vj)jez ako je familija {Tm/ﬂ ne kb ke Zd}
ortonormirana baza od Wj. Slicno kao i u dokazu propozicije zakljucujemo da je
{Dg—kawn ne B ke Zd} = { ?k ne E ke Zd} ortonormirana baza prostora W
za svaki J € Z.
U definiciji [6.3| £ predstavlja skup razli¢itih indeksa 7 kojim indeksiramo promatrane
funkcije. Moze se pokazati da mora vrijediti |E| = 2¢ — 1. Obi¢no se taj skup zbog
jednostavnosti zapisa i racuna zanemaruje i ne piSe te se implicitno pretpostavlja pro-
matranje tih funkcija za sve moguée n € E. Stoga bismo po ovoj definiciji promatrali
ortonormirani vali¢ni sistem {wj,k 1] €Lk e Zd} te funkciju ¢ takvu da za sve j € Z
i k€ Z% vrijedi @, = Dayi Thep.

Promotrimo sada dva vazna primjera ortonormiranih vali¢nih sistema koja koristimo u
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ovom radu.

Primjer 6.4. Pokazat ¢emo da je Haarov sistem funkcija {h; : I € D“} ortonormirani
vali¢ni sistem pridruzen nekoj MRA. Naime, ve¢ znamo po teoremu da je to orto-
normirana baza prostora L? (R). No, potrebno je pronaéi pripadnu skalirajuéu funkciju
v, kao i niz funkcijskih prostora koji bi ¢inili MRA vezanu uz Haarov sistem funkcija.

Za svaki j € Z definirajmo vektorski prostor funkcija

V; 1= span {H[Q_jm_j(kH» ke Z}.
Tvrdimo da je (V}-)jez MRA uz skalirajuéu funkciju

Y = I]'[O:D'

Prije svega primijetimo da za svaki j,k € Z po definiciji vrijedi Ljp-ipo-i(kt1)) =
h?Q_jm_j(kH)). Takoder, {Q_jk;, 277 (k + 1)> € D¥ zaw = (wj) ¢y € 2 takav da je w; = 0
za svaki j € Z.

Za sve j, k € Z oznacimo I = {2_jk:,2_j(k: + 1)> i), = h?jk. Kako je
277k, 277 (k +1)) = [2707 - 2k, 270 (2k + 1)U (270D (2k + 1), 270D - 2(k + 1)),

vrijedi hgk = h?—i—l,k + h2+17k+1 € Vj41. Po definiciji ovog niza prostora slijedi V; C V44,
pa vrijedi svojstvo 1. iz definicije [6.1]

Za provjeru drugog i treceg svojstva iz iste definicije dovoljno je sljedece. Za j,k € Z
te za sve x € R vrijedi D271h?7k(x) = 209k 2-i(kt1)) (22) = 2L p-i-1p0-i-111)) (T) =
209 1 (), a znamo da je 2h2,,, € Vjy1. Po definiciji prostora V; proSirenjem na
proizvoljnu f € V; dobivamo istu implikaciju. Obratna implikacija slijedi analogno,
pa zakljuéujemo da drugo svojstvo zaista vrijedi. Slicno, za k' € Z je Tk/h&k(x) =

Ly (@ — &) = Lppnr g1y (@) = h87k+k,(1’), a kako je h87k+k, € Vj, prosirenjem na
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proizvoljan f € V; dobivamo i treée svojstvo.

Primijetimo svojstvo 5. slijedi direktno iz teorema buduéi da je {h;: I € D*} =
{hjx : j, k € Z}. Svojstvo 6. slijedi iz definicije od V}, ortogonalnosti skupa {hoy, : k € Z}
te Cinjenice da je, za svaki k € Z iz € R, Tpp(z) = ho —i(z).

Preostaje pokazati svojstvo 4.. Cinjenica da se f nalazi u V; zapravo znaci da je funk-
cija f konstantna na dijadskim intervalima duljine 277. Kako j moZe biti po volji mali
(negativan) broj, zakljuujemo da je f konstantna na intervalima [0,+o00) i (—o0,0).
Ipak, za L? funkciju to moze vrijediti jedino ako je ona g.s. identicki jednaka 0. Time

smo zapravo dokazali da vrijedi (1) V; = {0}.
JEL

Prema tome (V}),., je MRA. Kako je hj, = Dy-iTj (IL[O’” — ]l[;l)), ujedno je
{hjx : j, k € Z} ortonormirana vali¢na baza pridruzena MRA iz ovog primjera.
Prisjetimo se jo$ usporedbi razli¢itih Haarovih funkcija sa slike [3.1] koja prikazuje utje-
caj operatora translacije za cjelobrojni pomak i dilatacije na Haarove funkcije. Ovakvo
ponasanje prenosi se i opéenito na proizvoljnu ortonormiranu bazu, a $to ¢emo primije-
titi i u sljede¢em primjeru.
Za kraj, naglasimo jos da je Haarov sistem funkcija ortonormirana vali¢na baza i opce-
nito, za proizvoljan d € N uz MRA definiranu potpuno analogno kao i u ovom primjeru.
Jedina razlika je k € Z% u definiciji prostora (V})jGZ te u skalirajucoj funkciji ¢ = Lo 1ya,
a dokaz je slican navedenom u jednodimenzionalnom sluc¢aju. U skladu s formalnom
definicijom treba nam skup E kardinalnog broja 2¢ — 1. Prisjetimo se definicije [3.2f Ha-
arove funkcije zadali smo pomoéu skupa {0, 1}d, s tim da smo u nastavku rada izostavili
f kao indeks, a po napomeni odlucili zanemariti taj skup u daljnim zapisima. U
ovom primjeru odgovara nam E = {0,1}*\ {0} jer je ‘{0, 134\ {8}‘ =241 O

Zanimljivo je da je za svaku multirezolucijsku analizu (V})j€Z moguce konstruirati
pripadni ortonormirani valiéni sistem, Sto se moze vidjeti u [6]. No, jedan od najvaznijih
rezultata teorije valica jest konstrukcija MRA i dovoljno glatke ortonormirane vali¢ne

baze s kompaktnim nosacem koja zadovoljava jos neka korisna svojstva. Taj rezultat
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je dokazala Ingrid Daubechies u [3], pa se u njenu ¢ast ta ortonormirana vali¢na baza
naziva i Daubechiesin ortonormiran valiéni sistem.
Na slici [6.2] prikazan je izgled nekih elemenata Daubechiene ortonormirane valiéne baze.

Svojstva koja zadovoljava ta baza dana su u sljede¢em teoremu.

(a) Y0 za j = 0,1,2,3,4.

Slika 6.2: Prikaz utjecaja velic¢ine kocke i translacije kocke na vrijednosti Daubechiesinih
valica.

Teorem 6.5. Za svaki r € Ny postoje multirezolucijska analiza (V})jeZ i njoj pridruzen

ortonormairan valiéni sistem { ?k L jELKkELnE E} koji zadovoljava
1. skalirajuca funkcija @ je klase C" (]Rd) © ima kompaktan nosac,
2. za svaki m € Ny i za svaki multiindeks o € Ng, |a| < r postoji konstanta C,, > 0

koja ovisi samo o m i za koju vrijeds

0%p(z)|| < —2— 2a sve x € RY,
o ptall < 1

3. / o(z)de =1,

Rd

4. za svakin € E funkcija ¢" je klase C" (Rd> i tma kompaktan nosac,

5. za svaki m € Ny i za svaki multiindeks o € N¢, || < r postoji konstanta C,,, > 0
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koja ovisi samo o m i za koju vrijedi

C
0%p(z)|| < —2— z2a sve x € RY, za sven € E,
0% ()| < T+ 2] U

6. za svaki multiindeks o € N2, || <7 i za sve j € Z,k € Z% in € E vrijedi

/xo‘ 1 (w)dr = 0.

Rd
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Poglavlje 7

Zakljucak: Analiza i primjena

dobivenih teorijskih rezultata

U ovom poglavlju konacno rezimiramo teorijsk rezultate iz {4] poglavlja te zahvaljujuci
tamo izvedenim izrazima usporedujemo efikasnost pristupa dekompoziciji operatora po-
moc¢u slucajnih dijadskih kocki (poglavlja , i 4) i pomoc¢u valiénih baza (poglavlje

@. Cilj nam je potkrijepiti tezu da prvi pristup teorijski nije nista losiji od drugog, a

.....

7.1. Usporedba brzine konvergencije

U poglavlju dokazali smo da se Calderén-Zygmundov operator T koji zadovoljava
Tl = 0171 = 0 moze dekomponirati u sumu dijadskih Siftova. Pritom smo, da
bismo pokazali konvergenciju dobivenog reda, promatrali vrijednosti brojeva (T'hy, h;)
za razlic¢ite I, J € D¥ te izveli gornje granice koje su nam garantirale konvergenciju reda.

Ponovimo ukratko, za kocke I i J takve da je I dobra kocka te I(I) < [(J) dobili smo
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da vrijedi
VDV ()
oWy(dta)=a)yi V.- 7" "7 I I 1—y
e | V)
9—(1=7)ai I
(Thi,hy) < § © V() </ (7.1)
Il d(1,J) <I(I1)(J)
irNJ=0iliI=J,

za neke konstante C7, C5 > 0 neovisne o kockama [ i J. Pritom je i € N takav da vrijedi

I(I) =27 v J).

Posebno nas zanima brzina opadanja ovih koeficijenata kada omjer ll(<§>) tezi u nulu.
Pritom tredi slucaj zanemarujemo buduci da je navedeni omjer ograni¢en odozdo s 27" pa
on niti ne moze teziti u nulu. Naime, za I = J je ;Eg =1l,azad(l,J) <I(I)"I(J)",In
J = () mora vrijediti {(I) > 27"I(J), odnosno ;8) > 27",

Raspisimo ove ocjene u ovisnosti o omjeru f((% Neka I i J zadovoljavaju d(I,J) >

I(I)I(J)'7. Kako je J C J VI, slijedi I(J) < 1(J V I) pa dobivamo

o(r(d+a)-a)i VX])V(J)ZZQKQVW+®)¢ V(i) ,J V({J)
VIV ) Vv H\ VIV

() - ()

: I I
U slucaju I C J, buduéi da je I V J = J, dobivamo 27" = l(Il(\/)J) = ll((J))’ odnosno
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Neka je sada {wyk jEL kel neEE } proizvoljna ortonormirana vali¢na baza klase

C! pridruzena nekoj multirezolucijskoj analizi. Analogno kao i kod Haarovih funkcija,

uovisnostio j,j € Z, k. k' € Z% n,n € E.

zanima nas ocjena koeficijenta ‘<T¢;{ ks w;ill’ k/>
Trazenu ocjenu odredili su Coifman i Meyer u [2, prop. 1,pp. 52].

Tocan rezultat koji ¢e nam trebati je sljedeci:

Teorem 7.1. Neka je T : L2 (Rd) — L2 (]Rd) Calderon-Zygmundov operator koji za-
dovoljava T1 = 0 i T*1 = 0. Tada postoji konstanta C > 0 takva da za sve j,j € Z,

kK €Z%inn € E vrijedi

(T v

_ Y d+a
< 02 li71(3+) ( 27+ 27 )

277 + 277+ ||277k + 277K || ga
Izraze kojima smo dominirali faktor |(7'¢;k, ¢ )| mozemo zorno prikazati preko

tablice [7.I Prvo navodimo izraze dobivene Haarovim funkcijama, dekompozicijom

preko slucajnih dijadskih Siftova izvedene u poglavlju te navedene u (7.1]) i do-

U 2—j o

(Ljk) _ — = 2777 u slucaju
Z(Ij’,k/) 27*7
[(Lix) < I(Ijx), odnosno j > 4'. U sljede¢em retku tablice navodimo izraze dobivene

datno raspisane, a koje smo izrazili preko kvocijenta

preko glatkog ortonormiranog vali¢nog sistema, a koji su navedeni u teoremu
Pritom zanemarujemo konstante koje ne ovise o parametrima 7, 5, k, k¥’ buduéi da one ne
utjecu na brzinu konvergencije promatranog faktora. Dodatno, za k = (k1, ks, ..., kq) €
Z% oznadimo k+1 = (ky 4+ 1, ky +1,... kg + 1) € Z%. U tablici koristimo prije uvedenu
oznaku I = {Q_jk;, 279 (k + 1)> za j € Z, k € Z% te skracene oznake I, = JU*U"K) .—
I V Ij g (pri ¢emu smo operaciju V nad dijadskim kockama definirali u propoziciji
, kaoi I = ]](é’k)’(j/’k/) := I, uslucaju I,,, = Ij 3y, odnosno Ip; = I](é’k)’(j/’kl) =1Ly
u slucaju I, = 1.

S tim oznakama mozemo i raspisati uvjete iz u ovisnosti o j,j € Z,k, k' € Z°.

Primijetimo, kako ocjene vrijede za [ (I;1) < (I ), imamo dodatan uvjet j > j'.
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7.1. Usporedba brzine konvergencije

Tablica 7.1: Usporedba dominirajuéih izraza koeficijenta [(T'9; x, 1j »)| dobivena dvama
navedenim pristupima.

slucajni dijadski siftovi d (L, Ing) > U(L) 1(In) 7 I, C Iy
(T, )| o—li=7'I(§+a—(d+a)) o~ 1i=7'I((A=7)a+5)
ortonormirani valiéni sistemi I, Iy j proizvoljni
5=5'1($+a) 27 2 o
T ] k! 27 B 2 @ - - - -
|< ¢],k7¢] )k>| (2_] +2_J/+ ||2_]k+2_]lk/||Rd>

U prvom slucaju kocke I i I j» su medusobno disjunktne pa vrijedi

d(Lig Ly i) = d ([277k, 279 (k+ 1)), 277K, 277 (K + 1))
27K —27(k+ 1), 277K >27(k+1),
27k — 27 (K 4+ 1), 277k >277 (K +1).

Uz to,

lUj,k)'Yl(Ij/,k/)l*V — 9=ir+i'(1=7)

Prema tome, uvjet za prvi slucaj ekvivalentan je (u ovisnosti o 7, j', k, k')
min {Q_j/k:’ — 27 (k+1),27k — 277 (K + 1)} < 9—irti'(1=).

U drugom slucaju jedini zahtjev je I, C Iy s, a taj je ekvivalentan zahtjevu 27k <
27k i279(k+1) <2 (K + 1) ili 279k <277k i279(k+1) <277 (K + 1).

Kao $to smo i najavili, grani¢no ponasanje koje nas zanima jest [j — j'| — +oo. U
tom slu¢aju vrijedi — |j — j/| = —o0, odnosno 277771 — 0.
Za ograde dobivene preko slucajnih dijadskih siftova zaklju¢ujemo sljedece. Kako je v <
diioz’ vrijedi ;Z—i—oz—v(d—i—oz) > ;l+a—oz = 621 > (. Prema tome, o~ li='l(g+o—v(dre)) _,
kada |j — j'| — 400, S$to znadi da prva ograda eksponencijalno opada s konstantom

d d
§+0z—7(d+a) u eksponentu. S druge strane, trivijalno vrijedi (1—7)a+§ > 0 paidruga

d
ograda eksponencijalno opada, ovoga puta s konstantom u eksponentu (1 — 7)o + 5
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Promotrimo sada ogradu dobivenu pomocu glatkih ortonormiranih vali¢nih sistema.
d f|jfj’|(é+a) . . TR C .
Jasno, 3 + a > 0 pa stoga 2 2 — 0 kada |7 — j'| — 0. Preostaje joS provjeriti

ponasanje izraza

2_]- + 2_j/ d+a
27 127 4 2k 2K Jga)

Pomnozimo li brojnik i nazivnik ovog razlomka s 27 u slucaju j < j/, dobivamo jednakost

2—j + 2—]'/ d+ao 1 T 2—|j—j,| d+a
(2—j +279" + [|279k + 2—j’k'HRd> N <1 + 270+ |k + 2—j—j’k’HRd> ’

uz koristenje jednakosti j —j' = — [j — j'|. Analogno, ako je j < j, mnoZenjem brojnika

i nazivnika brojem 27’ te uvrstavanjem j' — j = — |j — 5’| dobivamo

2—j 4 2_j/ d+ao 1 T 2—|j—j,| d+a
(2—j + 277+ Hz—fk+2—j’k’HRd> N <1 +27l= Hk’+2—'j—f"kHRd> '

U oba slucaja pustanjem |j — j'| — oo te koristenjem 277771 — 0, dobivamo

279 4 27 e 1+0 tro
: _ : _ — ;
S P 50+ [l + Ol

pri ¢emu je ky = k ili &, ovisno o slucaju. U oba slucaja, cjelokupna ograda iz tablice

eksponencijalno tezi u nulu, uz eksponencijalni faktor ;l + «a (konstantu ovisnu o
ko ne navodimo jer nije u direktnoj ovisnosti o parametrima j, j' pa stoga ne utjece na
brzinu konvergencije).
Zakljucak je da, bilo da je nas pristup preko Haarovih funkcija i slucajnih dijadskih
siftova ili preko glatkih ortonormiranih vali¢nih sistema, imamo eksponencijalno opada-
nje eksponenta ‘<T¢;’,k, Tzﬂ;?,/7k,>‘, no s razlicitim eksponencijalnim faktorima. Ti faktori
nalaze se u tablici [.2l

Nadalje, u pristupu s glatkim ortonormiranim vali¢nim sistemima dobivamo univer-

d
zalni eksponencijalni faktor 3 + «, dok primjenom slucajnih dijadskih siftova dobivamo

I Antolis, M. Stipéié 144



7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

Tablica 7.2: Usporedba eksponencijalnih faktora dobivenim prilikom ocjenjivanja brzine
opadanja broja [(T'9;k, ¢ k)| prema nuli.

slucajni dijadski Siftovi d (L, Ing) > (L) U(Iy) ™7 | I, C Iy
eksponencijalni faktor ;Z +a—v(d+ a) ;l +a—ay

ortonormirani vali¢ni sistemi I, Iy j proizvoljni
eksponencijalni faktor 5 +

d
dva faktora. U slucaju d (I,,,, Ins) > [(L,)"1(15)' ™7 taj faktor iznosi 2 +a—7y(d+a)<
d
B + «, dakle losiji je od faktora dobivenog s glatkim ortonormiranim valiénim sistemima

d d
za y(d+ a) < a. U sluéaju I,,, C Iy taj faktor je 3 +a—ay< 3 + a, pa je i taj faktor
oo o d :
losiji od 3 + a i to za vya.
Prema tome, u oba pristupa dobili smo eksponencijalni pad koeficijenata, no primjenom
slucéajnih dijadskih siftova dobili smo nesto sporije eksponencijalno opadanje. Ipak, ri-
je¢ je o blagom pogorsanju, primarno zbog istog tipa konvergencije, a zatim i, kako

sua € (0,1] te v € (0,1), dakle koeficijenti koji mogu biti izrazito maleni, tako su i

navedene razlike u eksponencijalnim faktorima relativno malene.

7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu
funkcija

U [ poglavlju kao glavni primjer Calderén-Zygmundovih operatora naveli smo Hil-
bertov operator. U primjeru dokazali smo da je to uistinu Calderén-Zygmundov
operator i pokazali neka njegova osnovna svojstva. Takoder smo izveli kako Hilbertov
operator H djeluje na karakteristicnu funkciju nekog intervala, odnosno pokazali smo

da vrijedi

(Hﬂ[a,b]) (:C) = l In

™

Tr —a

x—>bl
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

Sada ¢emo prouciti jos neka svojstva ovog operatora koja proizlaze iz tvrdnji koje smo
dokazali za Haarove funkcije.
Neka su I = [2’km, 27 (m + 1)> iJ= {Z’In, 27 n + 1)> proizvoljne dijadske kocke, hy

i hy odgovaraju¢e Haarove funkcije i H Hilbertov operator. Tada vrijedi

1 1
(Hhr) () = (H (Z(I) (1r, — ]lfr))) (z) = W (H (1) — H (1))

r—27"%m . C 27%1(2m + 1) D
—In

x —27F1(2m + 1) r—2"*m+1)

(x —27%m)(z — 27 (m + 1)) D
(x —27F1(2m +1))?

o 11(1) (hl

Iz ovoga i definicije skalarnog produkta dobivamo

<Hh],h]> :/(Hh[) (.T)hJ(,CE)d.CE

I S N ) [ Gt P
I R/1 (z — 27%1(2m + 1))2 ‘ (L, —1,,)d
2-1-1(2n41)
_ 1 (x —27%m)(z — 27 F(m + 1)) N
m\U(D)(JT) 21/ 1 (x — 2% 1(2m + 1))2 ‘d
271 (n+1)
[ et
m U (x —27F1(2m + 1))2 :
O,

Dobivenu formulu koristimo kako bismo pomoc¢u programa Wolfram Mathematica slje-
de¢im kodom dobili koeficijente koji su prikazani u tablici na kraju poglavlja. Koris-
tili smo naredbu numericke integracije zbog cega su rjesenja to¢na do na preciznost od
¢etiri znamenke. Tako na primjer u tablicama mozemo uociti da se na dijagonali javlja
element 7.0679 - 10717 zbog preciznosti rjesenja koju smo koristili; njega mozemo pois-

tovjetiti s 0, Sto je zapravo i egzaktna vrijednost trazenog skalarnog produkta. Zaista,
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

po korolaru [1.6] znamo da vrijedi H* = —H, pa za proizvoljni I vrijedi

(Hhy,hr) = (h;, H*hy) = — (h;, Hh;) = — (Hh;,h;) = (Hhy, h;) = 0.

1
Tabl e[ ————
Pi »272
(X=1)%(x-1-2% ,
NI ntegrate[Log[Abs[ *( )]] {x, i, i +27 -1}, Preci si onGoal - 4,
(x-I -2""1)2

X =1y * (x=1 -27%)

(x -1 -2-k-1)2

. (
MaxRecur si on -» 12] - NI nt egr at e[Log [Abs[

It

{x, i +270-1 +2'j}, Preci si onGoal - 4, I\/axRecursion—ylz] ,

{.,0,3) {i,0 1-27, 279}, {k, 0, 3}, 0,0,1-2*,2*”

Zbog rezultata dokazanih u ovom radu razumno je pretpostaviti da bismo bolje rezul-
tate mogli dobiti ukoliko promatramo razvoj Hilbertovog operatora pomoc¢u Haarovog
sistema nad familijom slucajnih dijadskih kocki. No s takvim zaklju¢cima moramo biti
oprezni jer se problem s dekompozicijom moze javiti iz vise razloga. Prisjetimo se da

SmMo u propoziciji dokazali sljedeci rastav operatova

(TF.g) = —E0 S Laowea (I AJ) {fo ) (Tha, by (g, 1)

™D  [Jepw

Jedan od problema koji se moze javiti jest da se u ovom teorijskom rezultatu na koji se
pozivamo sumacija vrsi samo po dobrim kockama. Svojstvo dobrote ovisi o parametru r
koji moze biti vrlo velik pa pitanje odredivanja dobrote neke konkretne kocke moze biti
subjektivno (podlozno dobroj procjeni). Takoder, konvergencija koja je zagarantirana
teoremom ne mora uvijek biti korisna u praksi zbog toga Sto teorijski rezultat ne
ovisi o konstantama koje na konkretnim primjerima mogu ¢initi razliku. Usprkos ovim
potencijalnim problemima pokusat ¢emo iskoristiti dokazani rezultat na primjeru Hil-

bertovog operatora kako bismo dobili $to bolju aproksimaciju.
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Kao i u slucaju standardne Haarove baze promatrat ¢emo intervale

1 1
L :=10,1), I, :=10,=),I3 .= |=,1
1 [7>72 [72>73 [27>7

1 3
Iy:=10,-),--- , I; .= |-,1
4 |:74>7 s 47 |:4a >7

1 7
Ig : = (0,= ), I15:=|=,1).
8 |:78>7 » 415 |:87>

Promatrat ¢emo pomake za cetiri razlicita w; = (wj-)jez ;i€ {1,2,3,4}. Neka je wjl- =0
za svaki j € Z, tada se radi upravo o ve¢ obradenom zapisu uz Haarove funkcije na
nepomaknutim intervalima. Nadalje neka je wj; = 1,w]2- = 0 za j # 3, tada sli¢cnim
racunom kao i ranije uzevsi u obzir odgovaraju¢e pomake dobivamo trazene koeficijente.
Isto radimo i za w3 = 1,w§’ =02za j # 2 odnosno za w; = 1,w; = I,w;1 =0zaj #2 3.
Kako bismo izrazili matematicko oc¢ekivanje koje se koristi u teoremu [4.1{u ovoj konacnoj
aproksimaciji zanimat ¢e nas kako izgleda prosjecna vrijednost koeficijenata dobivenih
uz ove w;,© = 1,2, 3, 4. Prosjeke ponovno prikazujemo u tablici na kraju poglavlja uz
notaciju da u nazivlju stupaca i redaka piSemo originalne intervale, a ne one dobivene
nakon pojedinih pomaka. Tako ¢e se na primjer u retku I3 = B, 1> istupcu Iy = {O, ;>

nalaziti vrijednost izraza

(<H(h13-HU17 h18+w1> + <H(h13+w2’ h184-w2> + <H(h13+w37 h18+W3> + <H(h13+w4’ h184-w4>)

| =

Ponovno moramo uzeti u obzir da su dobivene vrijednosti samo numericke aproksimacije
koje nisu potpuno tocne, pa zato na primjer elemente dijagonale koji iznose 9.71836-1017
i 3.53395 - 1077 ne treba smatrati razli¢itima.

Za racun je koristen prilozeni kod u programu Wolfram Mathematica. Matrica T
u kodu predstavlja matricu koeficijenata u sluc¢aju w; i zato nema nikakvih pomaka.
Matrice Ta, Tb i Tc odgovaraju matricama koeficijenata u slucajevima ws, w3 i wy redom,

pa zato imaju odgovaraju¢e pomake oznacene varijablama Pomaka, Pomakb i Pomakc.
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T=Tab|e[_;

- (i +k)

Pi 272
(x=1)* (x-1-27%)

(x -1 -2-k-1)?

NI ntegrate[Log[Abs[ ” {x, i, i+27-1}, PrecisionGoal - 4,

(x=1)* (x-1-27%)

(x -1 -2-k-1)?

MaxRecur si on - 12] - NI nt egr at e[Log [Abs[

]

{x, i +270-1 +2‘J}, Preci si onGoal - 4, MaxRecur si on->12] ,

G, 0 3y {i, 0 1-27, 279} (k 0, 3}, {I, 0, 1-27% 2+}]
Pormaka[0] = 2°3
Pormaka[1l] = 2-3
Pomaka[2] = 273
Pomaka[3] =0
Ta = Tabl e[

(x -1 - Pomakaf[k]) » (x -1 -2 - Pomaka[k])

— NI ntegrate[Log[Abs[
Pi %2 2 (x—I —2'k'1—Pomaka[k])2

1) e

i +Pormakalj ], i +27-1 + Pormeka [] ]}, Preci sionGoal - 4, MaxRecursion » 12] -

I

(x -1 -Ponmaka[k]) * (x -1 -2 - Ponaka[k])

NI nt egrate[Log[Abs[
(x -1 —2"<-1—Por'raka[k])2
{x, i +27-1 + Ponakal[j ], i +27 +Ponmakalj ]},

Preci si onGoal - 4, MaxRecursion - 12] ,

g.0,3) {i,0 1-27, 279}, k, 0, 3}, {I, 0, 1-2, 2-k}]
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Ponakb[0] = 272
Ponmakb[1] =22

Pomakb[2] =0
Pomakb[3] =0
Tb = Tabl e[

(x -1 -Pomakb[k]) » (x -1 -27% - Pomakb [k])

NI nt egr at e[Log[Abs[

1)

i +Pormakb[j], i +27-1+Pomakb[j ]}, PrecisionGoal - 4, MaxRecursion - 12] -

Il

- (i +k)

Pi %2 (x -1 - 2% _ Pomakb [k])®

(x -1 -Pomakb[k]) » (x -1 -27% - Pomakb [k])

NI nt egrate[Log[Abs[
(x -1 - 271 _ Pomakb [k])®

{X, i +27-1 4+ Pomakb[j ], i +27 +Pomakb[j ]},
Preci si onGoal - 4, MaxRecursion - 12] ,

G, 0 8y {i,0 1-27, 279} ¢k 0,3} {I, 0, 127, 27}]
Pomakc[0] =273 +272
Pomakc[1] =23 +22
Pormekc [2] = 22
Pomakc [3] =0
Tc = Tabl e[

(x -1 -Pomakc [k]) » (x -1 -27% - Pomakc [k])

NI nt egr at e[Log[Abs[

]] {x,

i +Pormakc[j], i +27-1+Pomakc[j ]}, PrecisionGoal - 4, MaxRecursion - 12] -

Il

- (i +k)

Pi %2 (x -1 —2""1—Pomakc[k])2

(x -1 -Pomakc [k]) » (x -1 -27% - Pomakc [k])

NI nt egrate[Log[Abs[
(x -1 -27%-1 - Pomakc [k])2

{x, i +27 -1+ Pomakc[j ], i +27 +Pomakc[j]},
Preci si onCGoal - 4, MaxRecursion->12] ,
G, 0 8y {i, 0 1-27, 279} ¢k 0,3} {I, 0, 1-27%, 27}]

1
TP:TabIe[Z*(T[[j, i, k, 111 +Taf[[j, i, k, 171 +Tb[[j, i, k, 1'11+Tc[[j, i, k, '11),

G.1 4y {i, 1 27} k1, 43, {1, 1, 2]

Tabli¢ni prikaz izracunatih koeficijenata nam pruza dosta informacija, ali nije prak-
tican za njihovu usporedbu. Kako bismo podatke mogli bolje analizirati vazno je prvo

uociti koja svojstva smatramo bitnima, odnosno zasto bismo za jednu aproksimaciju
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rekli da je bolja od druge. Svakako je jedan od vaznih ¢imbenika za takvu usporedbu
brzina kojom koeficijenti opadaju. Zato nam je vazan podatak koji je od elemenata
na korespodentnim mjestima ve¢i po apsolutnoj vrijednosti. U tablici ta informa-
cija je dana vizualno. Rozom bojom oznacene su celije za koje je koeficijent u slucaju
standardnih Haarovih funkcija veci, plavom ¢elije za koje je koeficijent dobiven u slu-
¢aju pomaknutih Haarovih funkcija, a ¢elije u kojima se obje vrijednosti poklapaju nisu

obojene.

Tablica 7.3: Usporedba koeficijenata u razli¢itim razvojima Hilbertove transformacije.

1
Il I2 I3 ]4 I5 IG ]7 ]8 IQ IlO [11 112 113 Il4 II5

Uoc¢imo da tablica pokazuje neke nelogicnosti, kao na primjer ¢injenicu da sve
dijagonalne ¢elije nisu ostale neobojane. Do toga je doslo zbog pogresaka u racunu.
Kako bismo to ispravili uveli smo tablicu u kojoj su prazne ostavljene sve celije u
kojima je razlika promatranih koeficijenata po apsolutnoj vrijednosti manja od 0.0001.

Ovakva tablica daje puno ocekivanije rezultate. Sva dijagonalna polja ostala su neo-
bojana. Takoder uoc¢imo da su sve ¢elije za koje su oba intervala u skalarnom produktu

veli¢ine 3 ostale neobojane. To je zato Sto te intervale nismo pomicali s odabranim

I Antolis, M. Stipéié 151



7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

Tablica 7.4: Korigirana usporedba koeficijenata u razli¢itim razvojima Hilbertove tran-
sformacije.

Il 12 I3 I4 I5 IG —[7 IS IQ IlO Ill 112 Il3 Il4 II5

wy, we, w3, ws. Ukoliko prebrojimo roza polja u odnosu na plava polja uocavamo da je
plavih vise u omjeru 49 : 17 sto ukazuje na rezultat koji odgovara onome dobivenom iz
teorijskih razmatranja.

U nastavku slijede tablice koeficijenata u klasicnoj Haarovoj bazi i u slu¢ajnoj Haarovoj

bazi.
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Tablica 7.5: Razvoj Hilbertove transformacije u klasi¢noj Haarovoj bazi

I 0, 1) o;> ;1>
[0,1) [[7.0679-107"7 [ 0.429794 —0.429794
0, ;> 0420798 | 7.0679- 107 | 0.108161
; 1> 0420798 | —0.108161 | —3.53305- 1017
0, i> 0152991 | —0.420798 |  0.0090521
i, ;> 0231653 | 0.429798 0.102192
; 2> 0231653 | —0.102192 |  —0.429798
Z 1> 0152991 | —0.0090521 0.429798
0, ;> ~0.0003846 | —0.152991 |  0.00222767
;, i> —0.0374481 | —0.231653 |  0.00443028
_i, ;> ~0.0444484 | 0231653 0.0114702
; ;> ~0.157814 | 0.152991 0.0871314
; 2> 0157814 | —0.0871314 |  —0.152991
Z i> 0.0444484 | —0.0114702 |  —0.231653
Z ;> 0.0374481 | —0.00443028 |  0.231653
; 1> 0.0003846 | —0.00222767 |  0.152991
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

kD v2) | o | Y
J "4 472 274 4’
[0,1) 0.152989 0.231651 —0.231651 —0.152989
_o, ;> 0.429794 —0.429794 0.102192 0.0090521
; 1> 00090521 | —0.102192 0.420794 | —0.429794
_0, i> 7.0679 - 10717 0.108161 0.00569936 | 0.00156103
i, ;> —0.108161 | —3.53395-10"'7 | 0.108161 0.00569936
; z> —0.00569936 —0.108161 0 0.108161
_i, 1> —0.00156103 | —0.00569936 | —0.108161 | 3.53395 1077
_0, ;> —0.429798 0.0090521 0.00131672 | 0.000422319
;, i> 0.429798 0.102192 0.00292624 | 0.000705683
_i, ;> —0.102192 —0.429798 0.0090521 0.00131672
g ;> —0.0090521 0.429798 0.102192 0.00292624
; 2> —0.00292624 —0.102192 —0.429798 0.0090521
Z Z> —0.00131672 —0.0090521 0.429798 0.102192
Z ;> —0.000705683 | —0.00292624 | —0.102192 | —0.429798
; 1> —0.000422319 | —0.00131672 | —0.0090521 0.429798
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

s 51) S
7 '3 81 13 82
0, 1) 0.0903332 0.0374477 0.0444481 0.157813
0, ;> 0.152989 0.231651 _0.231651 | —0.152989
; 1> 000222767 | —0.00443028 | —0.0114702 | —0.0871314
0, i> 0.420794 —0.429794 0.102192 0.0090521
i, ;> _0.0090521 | —0.102192 0.420794 —0.429794
; j> _0.00131672 | —0.00292624 | —0.0090521 | —0.102192
2 1> 0.000422319 | —0.000705683 | —0.00131672 | —0.00292624
0, ;> 706791077 | 0.108161 0.00569936 | 0.00156103
;, i> _0.108161 | —3.53395-107 |  0.108161 0.00569936
_i, §> 0.00569936 |  —0.108161 0 0.108161
; ;> _0.00156103 | —0.00569936 | —0.108161 | 3.53395-10~"7
; Z> 0.000641838 | —0.00156103 | —0.00569936 | —0.108161
g j> 0.000324823 | —0.000641838 | —0.00156103 | —0.00569936
Z ;> —0.000186806 | —0.000324823 | —0.000641838 | —0.00156103
; 1> —0.0001172 | —0.000186806 | —0.000324823 | —0.000641838

I. Antolis, M. Stipcié
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

T 5 53 57 7
J 55) ) s) )

0.0) || —0.157813 | —0.0444481 | —0.0374477 | —0.0003832
0, ;> 0.0871314 | 00114702 | 0.00443028 | 0.00222767
; 1> 0.152989 0.231651 | —0.231651 | —0.152989
0, i> 0.00292624 | 0.00131672 | 0.000705683 | 0.000422319
i, ;> 0.102192 | 0.0090521 | 0.00202624 | 0.00131672
; j> 0429794 | —0.420794 | 0.102192 | 0.0090521
i 1> 00090521 | —0.102192 | 0429794 | —0.429794
0, ;> 0.000641838 | 0.000324823 | 0.000186806 | 0.0001172
;, i> 0.00156103 | 0.000641838 | 0.000324823 | 0.000186806
_i, ;> 0.00569936 | 0.00156103 | 0.000641838 | 0.000324823
; ;> 0.108161 | 0.00569936 | 0.00156103 | 0.000641838
; g> 706791077 | 0.108161 | 0.00569936 | 0.00156103
2 Z> 0108161 | 7.0679-10°'7 | 0.108161 | 0.00569936
Z ;> _0.00569936 | —0.108161 | 7.0679-10-'7 |  0.108161
; 1> _0.00156103 | —0.00569936 | —0.108161 | 7.0679 - 10~
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

Tablica 7.6: Uprosjeceni razvoj Hilbertove transformacije u slucajnoj Haarovoj bazi.

;> b o3) B
[0, 1) 9.71836 - 1017 0.429794 —0.429794
_o, ;> —0.429798 3.53395 - 1017 0.108161
; 1> 0.429798 —0.108161 | —5.30092 - 1077
—0, i> —0.0329299 —0.163803 0.00598917
i, ;> —0.192322 5.55112 - 1077 0.055622
; i> 8.32667 - 1077 0.163803 —0.163803
2 1> 0.192322 —0.055622 1.11022 - 10716
_0, ;> —0.00110322 —0.0124898 0.00122099
;, i> —0.0118016 —0.0715105 0.00219086
i §> —0.0258732 —0.0164649 0.00485433
; ;> —0.0825237 | 4.16334 - 1077 0.0263149
2 Z> —0.0204741 0.0164649 —0.0124898
i ;> —1.38778 - 10717 | 0.0715105 —0.0715105
; 1> 0.0204741 0.0124898 —0.0164649
; 1> 0.0825237 —0.0263149 | 1.38778 - 1077
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

b 2 | ) )
J "4 472 274 4’
[0,1) 0.0329289 0.19232 0 —0.19232
_o, ;> 0.163801 5.55112-1077 | —0.163801 0.055622
; 1> _0.00598917 | —0.055622 0163801 | —1.11022- 1071
_0, i> —3.53395 - 10717 0.108161 0.00569936 0.00156103
i, ;> —0.108161 1.76697 - 10717 0.108161 0.00569936
; j> —0.00569936 —0.108161 0 0.108161
_i, 1> —0.00156103 —0.00569936 —0.108161 3.35725- 10716
0, ;> —0.163803 0.00598917 0.0010112 0.000347577
;, i> 8.32667 - 10717 0.055622 0.00212148 0.000564001
_i, ;> 0.163803 —0.163803 0.00598917 0.0010112
g ;> —0.055622 0 0.055622 0.00212148
2 Z> —0.00598917 0.163803 —0.163803 0.00598917
Z ;> —0.00212148 —0.055622 | 2.77556 - 1077 0.055622
; 1> —0.0010112 | —0.00598017 |  0.163803 0163803
; 1> —0.000564001 | —0.00212148 —0.055622 2.77556 - 1077
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

ks 51) is) 53)
J '3 31 13 82
0,1) | 000110237 0.0118011 0.0258727 0.0825220
0, ;> 0.0124893 0.0715095 0.0164645 | 4.16334 1077
; 1> 000122099 | —0.00219086 | —0.00485433 | —0.0263149
0, i> 0.163801 0 —0.163801 0.055622
i, ;> —0.00598917 —0.055622 0.163801 —8.32667 - 1017
; i> _0.0010112 | —0.00212148 | —0.00598917 |  —0.055622
i 1> —0.000347577 | —0.000564001 | —0.0010112 | —0.00212148
0, ;> 7.0679-107 | 0.108161 0.00569936 |  0.00156103
;, i> _0.108161 | —3.53395-10"7 |  0.108161 0.00569936
i ;> —0.00569936 |  —0.108161 0 0.108161
; ;> —0.00156103 | —0.00569936 | —0.108161 | 3.53395.10""
2 i> —0.000641838 | —0.00156103 | —0.00569936 |  —0.108161
z ;> —0.000324823 | —0.000641838 | —0.00156103 | —0.00569936
; 1> —0.000186806 | —0.000324823 | —0.000641838 | —0.00156103
; 1> —0.0001172 | —0.000186806 | —0.000324823 | —0.000641838
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7.2. Hilbertova transformacija na Haarovom sistemu funkcija

T 5 573 57 7
J 55) i) s) &)
0, 1) 0.0204739 0 Z0.0204739 | —0.0825229
0, ;> _0.0164645 | —0.0715095 | —0.0124893 0.0263149
; 1> 0.0124803 0.0715095 0.0164645 | —5.55112- 10717
0, i> 0.00598917 |  0.00212148 0.0010112 |  0.000564001
i, ;> —0.163801 0.055622 0.00508017 |  0.00212148
; j> 0.163801 | —2.77556-10"'7 | —0.163801 0.055622
2 1> —0.00598917 | —0.055622 0.163801 | —3.60822. 10~
0, ;> 0.000641838 | 0.000324823 | 0.000186806 |  0.0001172
;, i> 0.00156103 | 0.000641838 | 0.000324823 |  0.000186806
_i, §> 0.00569936 |  0.00156103 | 0.000641838 |  0.000324823
; ;> 0.108161 0.00569936 | 0.00156103 |  0.000641838
g i> 706791077 | 0.108161 0.00569936 |  0.00156103
j ;> _0.108161 | 7.0679-1077 | 0.108161 0.00569936
; 1> _0.00569936 |  —0.108161 | 7.0679-10"7 |  0.108161
; 1> _0.00156103 | —0.00569936 | —0.108161 | 7.0679-10""7
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Sazetak

Ivana Antolis, Mario Stipci¢

Primjene slucajnih dijadskih sistema na dekompozicije funkcija i operatora

Ovaj rad se bavi tehnikom dekompozicije funkcija i operatora u Haarove sisteme obzi-
rom na slucajne dijadske resetke. Tu tehniku su na integralne operatore prvi primijenili
Nazarov, Treil i Volberg (The Tb-theorem on non-homogeneous spaces, Acta Math. 190
(2003), 151-239), da bi ju desetak godina kasnije usavrsio Hytonen ( The sharp weighted
bound for general Calderdn-Zygmund operators, Ann. of Math. (2) 175 (2012), 1473~
1506). On je uspio prikazati opéeniti Calderén-Zygmundov operator kao konvergentni
red tzv. dijadskih Siftova. Taj rezultat je svoju vaznost potvrdio primjenama na nekoliko
otvorenih problema harmonijske analize.

Glavni cilj ovog rada je dati preciznu kvantitativnu formulaciju spomenutog Hytone-
novog teorema reprezentacije. Posebno to ukljucuje ocjenjivanje brzine pada koeficije-
nata proizvoljnog Calderén-Zygmundovog operatora obzirom na slucajne Haarove baze.
Motivacija za strogo kvantitativni teorem reprezentacije je dvostruka.

Kao prvo, u radu su razrijeseni svi tehnicki detalji Hytonenovog rezultata, sto je
posebno vazno za njegove dosad poznate i eventualne budué¢e primjene. U radu su
identificirani svi ¢lanovi koji se pojavljuju u prikazu i istaknuti svi parametri o kojima
ovise veli¢ine koeficijenata.

Kao drugo, eksplicitne ocjene koeficijenata iz prikaza operatora u slucajnim Haaro-
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vim sistemima su korisna informacija u vrlo konkretnoj primjeni: memorijskoj pohrani
djelovanja operatora pomocu sto je moguce manje numerickih podataka uz zadanu pre-
ciznost. Vrhunac ovog rada je usporedba brzine konvergencije aproksimacija operatora
bazama. Izlozena diskusija se moze ukratko sazeti zakljuckom da slucajnost doista moze
nadomjestiti glatko¢u, a mnogo je superiornija po racunskoj slozenosti i jednostavnosti
implementacije.

U radu se navode i sve potrebne definicije i rezultati vezani uz Calderén-Zygmundove
operatore, slucajne dijadske kocke i Haarove sisteme. Osim spomenutog teorema repre-
zentacije radi potpunosti se iskazuje i dokazuje i njegov obrat.

Sav teorijski materijal je popracen konkretnim primjerima, grafickim ilustracijama i
numerickim simulacijama. Tako se za konkretne primjere funkcija racunaju koeficijenti u
razli¢itim Haarovim bazama. Obzirom da je naglasak rada na dekompoziciji operatora,
uzima se Hilbertova transformacija kao prototip Calderén-Zygmundovog operatora te
se za nju racunaju i diskutiraju koeficijenti obzirom na slucajne Haarove sisteme.

Kljucne rijeci: Calderén-Zygmundov operator, slucajna dijadska kocka, dijadski sift,

Hytonenov teorem reprezentacije.
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Summary

Ivana Antolis, Mario Stipci¢

Applications of random dyadic systems to decompositions of functions and operators

This paper deals with decomposition techniques for functions and operators into Haar
systems with respect to random dyadic grids. This technique was first applied to integral
operators by Nazarov, Treil, and Volberg ( The Tb-theorem on non-homogeneous spaces,
Acta Math. 190 (2003), 151-239), while it was perfected ten years later by Hytonen ( The
sharp weighted bound for general Calderén-Zygmund operators, Ann. of Math. (2) 175
(2012), 1473-1506). He succeeded in representing a general Calderén-Zygmund opera-
tor into a convergent series of the so-called dyadic shifts. This result has confirmed its
importance in applications to several open problems of harmonic analysis.

The main objective of this paper is to provide a precise quantitative formulation
of the aforementioned Hytonen’s representation theorem. In particular, this includes
estimation of the rate of the decay of the coefficients associated with an arbitrary
Calderén-Zygmund operator with respect to the random Haar bases. Motivation for
a strictly quantitative representation theorem is twofold.

Firstly, the paper clarifies all technical details of the result due to Hytonen, which is
especially important for its known and possible future applications. All terms appearing
in the representation and all parameters controlling the magnitudes of the coefficients

are identified in this paper.
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Secondly, the explicit estimates for the coefficients from the representation of an
operator in random Haar systems constitute useful information with a very specific
application: memory storage of an operator using the least number of numerical data
with the given accuracy. The ultimate result of this paper is the comparison of the
speed of convergence of operator approximations with respects to the random dyadic
grids with the more classical representations in smooth wavelet bases. The presented
discussion can be summarized with a conclusion that randomness can really compensate
for the smoothness, while it is superior in the computational complexity and simplicity
of the implementation.

The presentation includes all of the necessary definitions and results related to
Calderéon-Zygmund operators, random dyadic cubes, and Haar systems. Besides the
aforementioned representation theorem, its converse is also formulated and proven for
completeness.

All theoretical material is accompanied with concrete examples, graphical illustrati-
ons, and numerical simulations. Thus, for specific examples of functions the coefficients
in different Haar bases are computed. Since the emphasis of the whole work is on de-
composing operators, the Hilbert transform is chosen as a prototype Calderén-Zygmund
operator and for this transform the coefficients with respect to random Haar systems
are evaluated and discussed.

Keywords: Calderén-Zygmund operator, random dyadic lattice, dyadic shift, the

Hytonen representation theorem.
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