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Uvod

U medicini, stent je mrezasta cjevCica koja se umece u Zilu kako bi neutralizirala ili
sprijeila njeno suzavanje koje nastupa uslijed bolesti. Stentovi su u upotrebi u kardi-
ovaskularnim sustavima, primjerice sr€anim i pluénim arterijama te velikim venama, ali
takoder i u drugim organima i tkivima — mokracovodu, prostati, jednjaku, dvanaesniku,
gusteraci. Ovdje cemo proucavati model kontakta Zile i postojecih tipova stentova koji se
koriste u koronarnim arterijama i koji imaju vaznu ulogu u lijeCenju bolesti koronarnih ar-
terija, koje su jedan od vodecih uzroka smrtnosti u svijetu. Sve do 1985., kada je pateniran
prvi koronarni stent, u lijeenju tih bolesti koriStene su mnogo invazivnije metode. Postu-
pak ugradnje stenta u krvnu Zilu odvija se umetanjem balona koji se nalazi unutar stenta 1
potom se kontrolirano napuhuje kako bi proSirio suZzeno podrucje. Balon se potom izvlaci,
a stent ostaje u zili kako bi sprijeCio njeno ponovno zacepljenje. Ovaj postupak naziva
se balonska angioplastija. Razli¢ita mehanicka svojstva raznih vrsta stentova potjecu od
njihovih razli¢itih geometrijskih svojstava i njthovo poznavanje vrlo je bitno u odredivanju
sile koju je stent u stanju podnijeti. Stoga su numericke studije stentova, iako ni pribliZzno
toliko mnogobrojne kao stru¢no medicinske, vazne za nalaZenje nacina za poboljSanje nji-
hovog dizajna i izvedbe. Matematicka i inZenjerska istrazivanja u ovom podrucju variraju
od ispitivanja velikih deformacija stenta uslijed ekspanzije balona kod njegovog umetanja,
pri ¢emu se uzimaju u obzir nelinearna elasti¢nost i1 plastiénost, do malih deformacija kod
veé umetnutog i proSirenog stenta, pri emu se Koristi teorija linearne elasti¢nosti, kojom
¢emo se i mi ovdje posluziti. U ovome radu, Zilu modeliramo dvodimenzionalnim mo-
delom ljuske, dok stent shvacamo kao strukturu sastavljenu od tankih izduZenih elasti¢nih

tijela, koje nazivamo Stap 1 Cije ponaSanje opisujemo jednodimenzionalnim modelom. Ova-
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kav model, koji stent definira upravo kao mreZzu jednodimenzionalnih zakrivljenih Stapova,
moze se primjerice pronadi u [[13], [S)] ili [3]. Polazimo od sustava parcijalnih diferencijal-
nih jednadzbi za ljusku i stent zasebno, toc¢nije od njihovih slabih ili varijacijskih formula-
cija, danih u [15] (za ljusku) 1 [3] (za stent), koje numericki rjeSavamo metodom konacnih
elemenata (vidi [7]). Ono Sto predstavlja glavni rezultat u teorijskom dijelu rada je upravo
spajanju tih dvaju modela u jedinstveni koji modelira kontaktni problem ljuske i stenta, pri
¢emu koristimo princip minimalne energije. U numerickome dijelu, kao alat prvenstveno
koristimo programski paket FreeFem++ ([6]), napravljen upravo za implementaciju me-
tode konacnih elemenata, dok za pomoc¢ne programe i prikaz rezultata koristimo 1 druge
pakete: C++, Mathematica ([16l]) 1 Paraview ([17]). Poglavlje Rezultati predstavlja vr-
hunac rada, s numerickim podacima dobivenima implementacijom postavljenog modela,
pri ¢emu simuliramo silu koja djeluje na spoj nasih struktura i opazamo koliko se rezultati
razlikuju ovisno o tome je li ljuska dodatno oCvrsnuta stentom ili ne. Napomenimo kako
model nije primjenjiv samo za kontaktni problem ljuske i stenta, (makar je stent posluZio
kao glavna motivacija), ve¢ i za druge kombinacije jednodimenzionalnih i dvodimenzi-
onalnih struktura, primjerice betona i armature. Zato kao jednostavniji rezultat najprije
donosimo realizaciju na ravnoj ploci s jednim Stapom, a potom model uistinu primjenju-
jemo na razlicite tipove stentova (palmaz, cypher, xience, express), i to za ravnu Zilu, te Zilu

koju zakrivljujemo.



Poglavlje 1
Matematicki modeli

U ovom pogavlju definiramo matematicke modele ljuske i stenta koje koristimo i na kojima

temeljimo kontaktni problem.

1.1 Model ljuske

Zbog mogucnosti Siroke primjene, modeliranje elasti¢nih ljuski je vrlo intenzivno prou¢avano
podrucje i u upotrebi je mnogo razli¢itih modela (membranski, fleksijski, Koiterov, Budansky-
Sandersov 1 brojni drugi, vidi [2]). U ovome radu koristimo model Naghdijeva tipa opisan
u [15]. On je formuliran za nepoznanice (u,w) u podskupu od H'(Q;R?) x H'(Q;R?) ,
gdje je Q otvoren i povezan skup s Lipschitzovim rubom (pri ¢emu je egzistencija i je-
dinstvenost rjeSenja dokazana u Teoremu 3.3. iz spomenutog rada) te je dobro definiran
za sredisnje plohe parametrizirane s ¢ € W'(Q; R?). Ovaj model uvaZava i membranske
1 fleksijske efekte, ali ne dopusta smicanje popre¢nog presjeka s obzirom na deformiranu
srediS$nju plohu, odnosno presjek je i dalje priblizno okomit.

Parametrizacija ¢ potrebna je za transformaciju ljuske iz poCetne pravokutne dvodi-
menzionalne domene u njen pravi oblik, te ju definiramo na sljedeéi nacin:

Neka je Q C R2, kao gore, otvoren i povezan skup s Lipschitzovim rubom. Neka

y = (y,) oznacava tocku u Q te neka je 0, = 0/dy,. Neka je ¢ : Q- RS injektivno
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preslikavanje iz C'(Q; R?) takvo da su vektori

ao(y) = 0p0(y), @ = 1,2

linearno nezavisni u svim to¢kama y € Q. Oni &ine kovarijantnu bazu tangencijalne ravnine
na 2-plohi
S = ¢(Q)

u toCki ¢(y). Kontravarijantna baza iste tangencijalne ravnine dana je vektorima a“(y), koji

su definirani s
a*(y) - ag(y) = 6,

gdje je 65 Kroneckerov simbol. Prosirujemo obje baze do baza za cijeli R? dodavanjem

vektora
a;(y) X ax(y)
a3(y) = a’(y) = ——————.
’ lar () X ax(y)l|
Kovarijantni (A. = (aqs)) 1 kontravarijantni (A° = (a®f)), metri¢ki tenzori plohe S, dani su,
respektivno, s

Qop = Qg - Ag, a® =a” - dP.

Element povrsine je ady, gdje je a := det A,.. Nadalje, koristimo oznake:
0= [a‘ az], 0= [a] a’ a3].

Ljuska se deformira djelovanjem sile, dane povrsinskom gustoéom f : Q — R’itada
zauzima (novi) poloZaj parametriziran s i : Q — R>. Pritom se toc¢ka ljuske ¢(y) deforma-

cijom preslikava u ¢¥(y), pa je pomak ljuske opisan s

u: Q>R ul) =y - o)

Model ljuske zadajemo parcijalnim diferencijalnim jednadzbama za u.

Opcenito, pri djelovanju sile f na elasticno tijelo, ono ¢e se deformirati sukladno svoj-
stvima materijala od kojih je nacinjeno. Za homogeni i izotropni materijal ta svojstva
definiramo Laméovim konstantama

1= vE B E
T d+na-20 T 20+




POGLAVLIJE 1. MATEMATICKI MODELI 5

pri ¢emu su v i E Poissonov broj, odnosno Youngov modul elasti¢nosti materijala.

Sada formuliramo model ljuske, koji je definiran za srediSnju ljusku parametriziranu
funkcijom ¢ € W'*(Q; R?). Primijetimo da su za tu parametrizaciju vektori kovarijantne i
kontravarijantne baze dobro definirani i pripadaju L=(Q; R?).

Neka je yy € 0 dio ruba pozitivne duljine. Definirajmo funkcijski prostor:
Vn(Q) = H, (4 RY) x Hy (U R) = {(@ &) € H' (4R : tly, = &y, =0},
Ovaj prostor je Hilbertov, s normom
1 @)llvyie = AP gz, + 10121 gum) 2

U notaciji (i1, @) € Vy(€), it oznacava vektor pomaka srediSnje plohe ljuske, dok je @
infinitezimalna rotacija poprecnog presjeka. Konacno, formuliramo model: naéi (u, w) €
Vy(Q) takav da vrijedi

thCmQT[61u+a1><w 52”+02Xw]'[81ﬁ+alxd) (9217!+Cl2>(a)] \/de
Q
w 5
+ﬁfQCfQTVw-V&)\/de:ff-ﬁx/adx, (@1, @) € Vy(Q). (1.1)
Q Q

Ovdje h oznacava debljinu ljuske, f povrsinsku gustoéu sile koja djeluje na ljusku, a tenzori
elastiCnosti C,,, Cr : M3,(R) — M3,(R) dani su s

L. 4
CC-D=—"E_(1.C)I-D)+4uA.CA°- D + By - d, (1.2)
A+ 2u
. 0 -1 0 -1
C/C-D=aA Cl- D +a8Bsc-d, (1.3)
10 |
gdje je
. lecl . b ,
17|, h=|"| e Mys(R), C,D € My(R),c,d € R?,
c! d’ ’

a 8,8 € M»(R) su pozitivno definitne matrice. Tenzor elastiCnosti A dan je s

4Au
AD =
A+2u

(A€ - D)AC + 4uA°DAC, D € M>(R).
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Za E, D € Sym(R?) tada imamo

4u
A+2u

Za B,, iz klasi¢nog modela Naghdijeva tipa moZemo uzeti da ima vrijednost uA (vidi [8]).

AE - D =

(A°-E)A° - D +4uA°EA° - D. (1.4)

Matricu 8, postavili smo na jedini¢nu matricu. Vise o njenoj ulozi moze se naci u [10].

Ovako postavljen model ima jedinstveno rjesenje, Sto slijedi iz Lax-Milgramove leme
(za dokaz pogledati [15]).

U praksi, mi numericki trazimo aproksimaciju rjeSenja zadace (I.I)) na prostoru Vy,
gdje su u = [ul up u3] 1w = [a)l W) a)3] iz prostora kona¢nih elemenata P; (vidi
[7]). Pritom koristimo programski paket FreFem++ ([6]). No zbog lakSe implementacije
u njegovoj sintaksi, pocetni zapis modela, osnovnu formulu (I.1)) zapisujemo na nesto

druk¢iji nacin, pa sad model glasi: naci (i, w) € Vy(£2) takav da vrijedi

thmQT[51”+a1Xw 5zu+az><w]‘QT[61ﬁ+a1><(D 82ﬁ+a2x(1)] Vadx
Q
3

+EfoQTVw-QTV&)\/de:ff-it\/adx, (i1, ®) € Vy(Q). (1.5)
Q Q

Ovaj oblik odli¢no se uklapa u definiciju tenzora elastiénosti C,, i C;. Matricama C i D iz

(I.2) pridruzujemo vrijednosti:
€ =0"guw), D=0Q"s@ o),
gdje je
g(x,y) = [alx +a; Xy Ox+ayX y] ,
a matricama C i D iz (L.3) pridruzujemo vrijednosti:
C=0"Vw, D=0"Va.
Lema 1.1.1. Funkcija a : Vy X Vy — R definirana s
a((u, w), (it, )) =

thmQT[61u+a1><w 62u+a2><w]-QT[<91L7+a1><G) 82ﬁ+a2x6)] Vadx
Q

3
+ % foQTVw. QTV&) Vadx, (u,w), (it,®) € Vy(Q)
Q

Jje simetricna, pozitivna (tj. a((it, ®), (i1, @)) > 0,V(i1, @) # 0) i bilinerna forma na Vy.
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Dokaz. 1z definicije se jasno vidi da je a simetri¢na 1 bilinearna forma. Nadalje, kao Sto se
moze vidjeti u [[15]], ona je i koercitivna pa je posebno i pozitivna., tj. a((i, @), (it, ©)) >
0,V (it, 0) # 0. O

1.2 Model stenta

U ovom odjeljku prikazujemo diferencijalnu pa zatim slabu formulaciju za problem jednog

Stapa, Sto dalje poopéujemo do modela cijelog stenta. Kao i kod ljuske, za elasti¢ne Stapove

postoje razli€iti modeli (vidi [1]), dok se mi odlucujemo za onaj opisan u [3] 1 [13].
Kre¢emo od Antman-Cosserat modela za neproduljivi i nesmicljivi Stap: naci (u, w, g, p)

takve da
0= asp + fa
0=0,g+txXp+1,
1 P (1.6)
0=0d,w-QH'Q"q,

0=0u+1tXw.

Ovdje u predstavlja pomak srediSnje linije, w infinitezimalnu rotaciju popre¢nog presjeka
Stapa, g kontaktni moment, p kontaktnu silu i # tangentu nedeformirane srediSnje linije.
Matrica Q = [t n b] je Frenetov trobrid za nedeformiranu srediSnju liniju. Ovdje je n
normala nedeformirane srediSnje linije, a b binormala. Vise o Frenetovom trobridu i njego-
vim primjenama moze se vidjeti u [9)]. Nadalje, / oznaCava gustocu vanjskog momenta, a
f gustocu vanjske sile. Prve dvije jednadZbe opisuju ravnoteZu kontaktne sile 1 kontaktnog
momenta, respektivno. Tre€a predstavlja zakon ponaSanja za zakrivljeni, linearno elasti¢ni
Stap, a Cetvrta opisuje uvjet neproduljivosti i nesmicljivosti Stapa.

Matrica H ovisi o geometrijskim i elasticnim svojstvima Stapa i dana je s

ukK 0 0
H = 0 EI’; —E123 .
0 -EL; EI

Tu je £ Youngov modul elasti¢nosti, a uK krutost torzije. Taj broj vezan je uz funk-

ciju iskrivljenja, o ¢emu se viSe moze naci u [11]. Nadalje, I, I3, I3 su momenti inercije
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povrSinskog presjeka Stapa dani s

s = — szZ3 dzpdzs, 1, = fzfzy dzpdzs, @ = 2,3.
S S

Lako se dokazuje da je H pozitivno definitna (vidi [11]]).
Cilj nam je sada izvesti varijacijsku formulaciju za gore navedeni sustav uz [ = 0.

Uvedimo prostor funkcija:
V ={(@@,®) € H'([0,L];R%) : 8t + t X & = 0}

To je prostor test-funkcija koje opisuju pomak srediSnje linije i infinitezimalnu rotaciju
poprecnog presjeka Stapa te zadovoljavaju uvjet neproduljivosti 1 nesmicljivosti.
Iz treée jednadzbe u izrazimo q:

q=QHQ 'd,w.

Drugu jednadZzbu mnozimo skalarno s @ (gdje je (@, @) proizvoljna funkcija iz V) te

integriramo duZ domene funkcija:

L L
—f dgq-(bds:f (tx p)-@ds.
0 0

Lijevu stranu parcijalno integriramo, pa u integral uvrstimo g izraZzen preko d,w:
L L L
—q-d)‘o +f q-0;0ds :f (tx p)-wds,
0 0

L L L
fQHQ‘lasw-(?S&)ds:f (tXp)-cT)ds+q-(I)‘O. 1.7)
0 0

Sada ¢emo pojednostaviti integral s desne strane jednadzbe. Prvo iskoristimo svojstvo

mjeSovitog produkta, a zatim da je funkcija (i1, @) iz prostora V:

L L L
f (IXp)-&)ds:f —(txd))-pds:f Ot - pds.
0 0 0

Dobiveno parcijalno integriramo, a onda uvrstimo prvu jednadzbu iz (I.6) u podinte-

gralnu funkciju:

L L L L L
f@sﬁ-pds:ﬁ-p' —f ﬁ-aspds:p-ﬁ' +f it fds.
0 0 0 0 0
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Kada zadnju jednakost uvrstimo u (I.7)), dobivamo varijacijsku formulaciju kakvu smo

htjeli. Dakle, funkciju (u, w) € V nazivamo slabim rjeSenjem zadace (I.6) uz [ = 0 ako

L L L L
f OHQ"d,w - 8, ds = f foads+q- a)‘o +p- 5“0 (1.8)
0 0

vrijedi za sve (it, ) € V. Za problem jednog Stapa, rubni uvjeti s = 0, L trebaju biti
prethodno zadani, a za problem stenta, rubni uvjeti dani su kinematickim kontaktnim
uvjetima koji pretpostavljaju da su u i w neprekidne, te dinami¢kim kontaktnim uvjetima
koji zahtijevaju da je za svaki vrh zbroj svih kontaktnih sila, odnosno kontaktnih momenata
pripadajucih Stapova (koji u tom vrhu imaju zajednicku krajnju tocku) jednak 0. Model
stenta potom gradimo kreéuéi od (I.8) shvacajuci stent kao strukturu sastavljenu od Stapova
koji zadovoljavaju jednadzbu (1.8]) te gore spomenute rubne uvjete. Ako oznafimo s V C
R? skup svih vrhova stenta N, uvjet neprekidnosti funkcija u i w u svim vrhovima V € V

preciznije moZemo zapisati definiranjem prostora funkcija

H' (N:RY = (U =(U',...,U™) e ]_[Hl([o, LR :

i=1

U(PHYY(V)) = U((PHU(V),YV eV, Vee nel.

Pritom smo s P’ : [0, L;] — R3 ozna¢ili parametrizaciju brida e; stenta, a vektorska funkcija
U sastoji se od ng uredenih parova (u, ) koji odgovaraju bridovima stenta e',i = 1,...,ng:
U=UY,...,U™) =@, &"),...,G ", o). Analogno definiciji prostora V za jedan $tap,
definiramo prostor funkcija Vg koje zadovoljavaju uvjet neproduljivosti i nesmicljivosti za

svaki brid, tj. zakrivljeni Stap stenta:
Vs ={U = (@",@"),...,@@",&") € H'(N;R®) : 0,ii' + ' x @' = 0,i=1,...,ng},

gdje je ¢ tangenta srediSnje linije i-tog brida stenta. Primijetimo da je sad Vs prostor
funkcija koje zadovoljavaju kinemati¢ke uvjete za problem stenta. Kako bismo dosli do
slabe formulacije za mreZu stenta, mreZu stenta definiramo kao uniju jednodimenzionalnih
zakrivljenih Stapova. To sugerira da bismo slabu formulaciju za mrezu stenta trebali de-

finirati kao sumu slabih formulacija parcijalnih diferencijalnih jednadZzbi koje modeliraju
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svaki zakrivljeni Stap stenta. Preostale uvjete - dinamicke, zapisujemo kao

D sgnVg(PY (V) =0, T sgn'(Vp(PY (V) =0, YV eV,
i=1,Vee; i=1,Vee;

gdje se sgn'(V) definira ovisno o tome je li vrh V poletna ili zavr$na tocka brida e;, tj. je li
(P")~'(V) jednak nuli ili vrijednosti L; # 0:

-1 (P H(V) =
1 (P (V) #0.

sgn'(V) =

Kako bismo iskoristili ovaj uvjet u slaboj formulaciji za stent, primijetimo da su test funk-
cije (U, ..., U") € Vs neprekidne u svakom vrhu, pa ¢e se rubni ¢lanovi iz (L.8), sumira-
njem po svim vrhovima, upravo zbog dinamickih uvjeta, pokratiti.

Uzimaju¢i sve navedeno u obzir, slaba formulacija za stent sada glasi: na¢i U =
(', wh),...,W", ")) € Vg takve da

g L;
> f QH(Q) 9, - 8,@ ds = Z f S ds, (1.9)
i=1 0
zasve U = (@', @"),..., @, @")) € Vs.
Lema 1.2.1. Funkcija a : Vs X Vg — R definirana s
ng L;
a(U, 0) = Z f O'H(Q) 8,0 - 0, ds,
i=1 V0
gdje su U = (W', w"),..., ", "), 0 = (@,a",...,@ ", &) € Vs je simetricna,
nenegativna (tj. a(U,U) > 0, YU € Vg) i bilinerna forma na V5.

Dokaz. 1z definicije se jasno vidi da je a simetri¢na i bilinearna forma. Nadalje, matrice O
su ortogonalne, a H' simetri¢ne i pozitivno definitne, pa su i Q'H'(Q")" pozitivno definitne
matrice. Zato postoje postoje (simetri¢ne) pozitivno definitne matrice R’ takve da je R’ =
Q'H'(Q)'. Tako za svaki U € Vg

ng L;
a(U,U) = Z f R8,w - 8,0 ds > 0,
i=1 YO0

zato Sto su sve podintegralne funkcije nenegativne (koristili smo da pozitivno definitne

matrice zadovoljavaju Rx - x > 0, za svaki vektor x). O



Poglavlje 2
Model kontakta i numericka metoda

U ovom poglavlju donosimo izvod kontaktnog problema iz ve¢ postavljenih modela ljuske
1 stenta, modificiramo model jednog Stapa kako bi se uklopio u novoizvedeni kontaktni

problem te opisujemo njegovu numericku implementaciju.

2.1 Formulacija kontaktnog problema

U prethodnom tekstu, ljuska je bila parametrizirana injektivnim preslikavanjem ¢ : Q —

R3, dok su Stapovi stenta parametrizirani preshkavanjlma P : [0,L'] — R3. Prvo $to je

prirodno zahtijevati je da se stent nalazi na ljusci, tj. U Pi([0, L']) € p(Q).
i=1
Funkcija ¢ je injekcija, pa ju smatramo bijekcijom s kodomenom ¢(Q). U tom smislu

definiramo funkcije
7 [0, L7 —>§, = <p_l oPi=1,...,ng.

Od funkcija ' zahtijevat ¢emo da budu jedini¢ne brzine (buduéi da one ovise o funkcijama
P' i ¢ koje su parametrizacije, smijemo to zahtijevati).

Definiramo i sljedeée podskupove od Q:

M= 2([0,L]), i=1,...,np; M= UMi.

11
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AU

X —

0l

()
Slika 2.1: Graficki prikaz funkcijskih veza.

U poglavljima o modelima ljuske i stenta uveli smo prostore iz kojih dolaze funkcije
rjeSenja problema. Ovdje ih prepisujemo, samo s izmijenjenim indeksima (koji b1 trebali

biti intuitivni: LJ oznacava ljusku, S stent):
VLJ = {(M, (U) € Hl (Q’ R3)2 : ulyo = wly() = 0}7

Ve ={U =@ oY,...,@", &%) e HIN;RY : 0t + £ x &' =0,i=1,...,ng}.

Sada mozemo definirati prostor funkcija koji ¢e biti temeljni za prostor za zajednicki

problem:

V={uw eV, : ﬂ(u, w)on e Vil

i=1
Ovako definiran prostor implicira da ¢emo promatrati ljusku i stent “zalijepljene”, tj.

da se deformiraju zajedno. Na tom vektorskom prostoru definiramo prvu bilinearnu formu

aLJ((u7 C()), (I:i, G))) =

thmQT[61u+a1xw ‘92M+az><w]'QT[81L7+a1xa) 62ﬁ+a2><a)] Vadx
Q

h3
) f CrQ"Vw - 0"V Vadx, (u,w),(it,®) € Vyy.
Q
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Ona se poklapa s lijevom stranom jednadZbe (1.5)) koja je predstavljala problem lju-
ske. Da bismo definirali bilinearnu formu za stent, trebamo malo prilagoditi lijevu stranu
problema (1.9) koja je predstavljala problem stenta

ng L

Q' H(QN 0,0 - 8,0 ds, 2.1)

i 0

odnosno izraziti je pomocu funkcijaiz V.
Definiramo funkcije 7 : [0, L] —» R?, v/ = d,n',i = 1,...,ng. Zatim definiramo dvije

funkcije pomocu postojecih:
0: M- M5R), O() = Q'(s), zasiitakveday = 7'(s),
7: M- R 1(y) =7i(s), zasiitakveday = 7'(s).
Posebno za zadnje dvije vrijedi
Qorn =0, ton =1'.

Za funkciju (u,w) € V i za svaki i vrijedi w o 7' = «, jer obje oznacavaju vektor

infinitezimalne rotacije strukture. Deriviranjem gornjeg izraza dobivamo
050'(s) = D(w o ')(5) = Dw(r'(5)) 7' (s) = D' (5)) T'(5).

Uvrstavajuéi dobiveno u (2.1)) dobivamo

ng L ng
Zf O'HOY' Dworn' v -Don Tids:Zf OHO'"Dw t-D& T =
0 M:

i i i

= f OHQ'Dw - D,
M

gdje smo u prvoj jednakosti presli na krivuljne integrale prve vrste parametrizirane s 7. U
drugoj jednakosti definiramo oznaku za sumu svih integrala po M;.

Sada kona¢no mozemo definirati drugu bilinearnu formu

as((u, w), (it, ®)) = f OHO'Dwt-Dot, (u,w),(it,d) <V,
M
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te bilinearnu formu koja spaja dvije definirane:
a((u, w), (@K, @) = ar,((u, w), (i, ©)) + as((u, w), (i, ©)), (4, w), (@1, ) € V.

Neka na sustav djeluje sila &ija je povr§inska gustoca f : Q — R?. Na ljusku djeluje
sila povrSinske gustoée fr; = f, dok pretpostavljamo da na stent ne djeluje nikakva sila,
tj. fs = 0. Kako je omjer ukupnog djelovanja sile na stent i ljusku reda veli¢ine omjera
njihovih povrsina te kako je debljina (tj. promjer presjeka) svakog Stapa koji €ini stent vrlo
mala u odnosu na povrSinu ljuske, moZemo zanemariti u¢inak povrsinske sile na stent.

Na V definiramo linearni funkcional F;; = F : H'(Q;R*) — R na sljedeéi nacin:

(F,u)szﬁx/adx.
Q

Ta definicija odgovara desnoj strani formulacije problema za ljusku (1.5). Zbog gornjeg
komentara, definiramo funkcional koji odgovara desnoj strani problema za stent F'g, a nje-
govo djelovanje je jednako nul-funkcionalu.

U ovom trenutku navodimo lemu po uzoru na lemu iz [7] koja ¢e nam pomo¢i dovrsiti

izvod kontaktnog problema.

Lema 2.1.1. Neka je V linearni prostor, a : VXV — R simetricna, nenegativa (tj. a(v,v) >

0, Yv € V)i bilinearna forma te F : V — R linearni funkcional. Tada funkcional

Jv) = %a(v, v) —(F,v) (2.2)
dostize minimum na V u toc¢ki u € V ako i samo ako vrijedi

a(u,v) =(F,v), YveV. (2.3)

Stovise, posljednja jednakost ima najvise jedno rjesenje.
Ako je forma a jos i pozitivna (tj. a(v,v) > 0, Yv € V \ {0}), tada je u € V jedinstvena

tocka minimuma.
Dokaz. Zau,v € Vit e R imamo
1
Ju+tv) = Ea(u +tv,u+tv)—(F,u+tv) =

=J) + ta(u,v) — (F,v)] + %tza(v, V).
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Pretpostavimo da u € V zadovoljava da je a(u,v) = (F,v), Vv € V. Tada imamo
Ju+tv)=Ju)+ %tza(v, V).
Stoga je za svaku funkcijuv € V, v # u, uzimajuéi t = 1
JO)=Ju+ v —-u)=Ju)+ %a(v —u,v—u) = Ju)), (2.4)

pa je zato u jedinstvena to¢ka minimuma. Obratno, neka J ima minimum u tocki u € V.
Funkcija t — J(u + tv) je kvadratna, pa njena derivacija u ¢t = 0 mora biti jednaka nuli.
Zato je
0
= — + ey —_
0 6tJ(M 1) o a(u,v) —(F,v),

¢ime smo dokazali i drugu implikaciju. Ako je forma a pozitivna, tada u (2.4) vrijedi stroga

nejednakost. O
Korolar 2.1.2. Potencijalna energija ljuske
s, ) = S0, 0,0) = (o), Vi) € Ve
dostize minimum na Vy; u tocki (u, w) € Vy; ako i samo ako vrijedi
ar,((u, w), (it, ©)) = (Fr;, ), ¥(it, ®) € Vp.
Stovise, posljednja jednakost ima najvise jedno rjesenje.

Dokaz. Kako je pokazano u Lemi [[.I.T] forma a,, je simetri¢na, pozitivna i bilinearna

forma, pa zadovoljava uvjete Leme iz Cega tvrdnja direktno slijedi. |

Korolar 2.1.3. Ako (u, w) € Vs zadovoljava jednakost
das ((I/t, (U), (Ijt’ (Z))) = <FS s ﬁ)& V(ﬁ, (Z)) € VS )
tada minimizira potencijalnu energiju stenta

1
Js(u, w) = Eag((u, w), (U, w)) — (Fs,u) ¥(u,w) € Vs.
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Dokaz. Analogno kao u Lemi |1.2.1| pokazuje se da je forma ag simetrina, nenegativna i

bilinearna, pa tvrdnja direktno slijedi iz Leme [2.1.1] ]

Kako je ukupna potencijalna energija sustava jednaka zbroju potencijalnih energija lju-
ske i stenta, kontaktni problem glasi: naci (u,w) € V takve da minimiziraju potencijalnu

energiju sustava, tj. takve da je
J(u,w) = (Jr}i)nv J(i, ), gdje je J(u, w) = Jp,(u, w) + Js(u, w). (2.5)
it,)e

Teorem 2.1.4. Potencijalna energija sustava
J(u,w) = J,(u, w) + Js(u, w), Y(u,w) €V
dostize minimum na V u tocki (u, w) € V ako i samo ako vrijedi
a((u, w), (it, ©)) = (F, ), VY(i, ) € V.

Dokaz. Uvazavajuci definiciju forme a, potencijalnu energiju sustava mozZemo pisati i na
sljedeci nacin:

J(u, w) = Jp;(u, w) + Js(u, w) =

= S, 0), (1, 0) ~ (Fi, ) + as (0, 0), (4,0) =

= %a((u, w), (u, w)) — (F,u).

Forma a je ocito simetri¢na 1 bilinearna (kao zbroj dvije takve). Takoder je pozitivna

zato $to za svaki (u, w) # 0 vrijedi

a((u, w), (u, w)) = ap;(u, w), (U, w)) + as (u, w), (u, w)) > 0.
>0 >0

Gornje nejednakosti vrijede jer je forma a;; pozitivna, a forma ag nenegativna. Zato forma

a zadovoljava uvjete Leme2.1.1] iz Cega slijedi tvrdnja teorema. |

Kao posljedicu prethodnog teorema imamo da je problem (2.5)) ekvivalentan problemu:

naci (u, w) € V takve da

a((u, w), (it, 0)) = (F, ), Y@, w) € V. (2.6)
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Formula nam zadaje problem u slaboj formulaciji. Ta formulacija polazna je tocka
za metodu konacnih elemenata (vidi [7]) kojom ¢emo numericki aproksimirati rjeSenje
problema (2.6). Metodu ¢emo implementiramo na sljedeéi nacin: konstruiramo matricu

krutosti 1 vektor desne strane za problem
aLJ((ua (1)), (12, (I))) = <Fa ﬁ>7 V(ﬁ9 (;)) € ‘/a

dok na odgovaraju¢a mjesta u matrici pridodajemo elemente forme ag. Na koji nacin
¢emo azurirati nove elemente (tocnije, koje elementarne matrice treba pridodati u izvornu

matricu krutosti na odgovarajuéa mjesta), odgovaramo u sljedeem odjeljku.

2.2 Model jednog ravnog Stapa - modifikacija

Stent je sastavljen od zakrivljenih Stapova. Svaki zakrivljeni Stap smijemo aproksimirati
po dijelovima ravnim Stapovima (kao Sto je dokazano u [12]). Takoder, $to koristimo vise
ravnih Stapova, to Ce rjeSenje dobiveno numeri¢kim putem biti tocnije. Uzimajuéi to u
obzir, stent moZemo promatrati i kao strukturu sastavljenu od ravnih Stapova koja sada ima
viSe vrhova nego struktura zakrivljenih Stapova.

Metoda konac¢nih elemenata svodi numericko rjeSavanje modela na linearni sustav. Ma-
tricu tog sustava zovemo matricom krutosti. U slu€aju stenta, ona se stvara sumiranjem ma-
njih matrica krutosti za svaki ravni Stap zasebno. Te matrice zovemo elementarne matrice.
Sada nam je cilj izvesti elementarne matrice za jedan ravni Stap.

Sjetimo se da u modelu ravnog Stapa trazimo funkciju (u, w) € Vis takvu da je
a]S((L), (Z)) = <FIS B il)a V(Ijt, (D)’ (27)

gdje smo definirali redom bilinearnu formu, linearni funkcional 1 prostor funkcija

L
s (@, @) = f OHO 8.0~ 9. ds
0

L
<F15,u>:f fu,
0

Vis = {(it,®) € H(0,L;R®) : 8,ii + t x @ = O}.
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Indeks 1S trebao bi sugerirati jedan Stap. Ovako zadani problem nije trivijalno rijesiti
zbog definicije skupa Vig. Zato problem reformuliramo na sljedeci nacin: naéi (4, w, 1) €
Vis := H'(0, L; R*) x H'(0, L; R?) x L*(0, L; R?) takav da vrijedi

a]S((L), (D) + b]S(Aa (ﬁ’ (D)) = <FIS’ it)’ Ijl,(Z) € H](O, L’ IR’%)

. . (2.8)
bis(A, (u,w)) =0, AeL*0,L;R>),

gdje je byg : L*(0, L; R3) x H'(0, L; R®) — R funkcional zadan s

L
bis(A, (u, w)) = f A-(u +1tXw)ds.
0

Vise o vezi izmedu problema (2.7) i (2.8) moze se naci u [4]. Ovako postavljeni pro-
blem nalazi se u [3].

Odaberimo potprostor od Vg
Vie = Py X Py X Py X Py X P; X P; X Py X Py x Py,

gdje Py i Py oznacavaju prostor polinoma prvog odnosno nultog stupnja s domenom [0, L].

Za te prostore biramo baze sastavljene od funkcija

do(s) =1,
L_

o) = = S,
$a(s) = %

({¢o} je baza za Py, a {¢, ¢,} baza za P;). Sada zadajemo bazu prostora V kao
¢ =(¢1,0,0,0,0,0,0,0,0), ¢2=1(0,¢,0,0,0,0,0,0,0), ¢3=(0,0,¢;,0,0,0,0,0,0)
s =(0,0,0,¢,,0,0,0,0,0), ¢s=1(0,0,0,0,¢;,0,0,0,0), ¢ =(0,0,0,0,0,¢,,0,0,0)
7 = (¢2,0,0,0,0,0,0,0,0), ¢s=1(0,¢,,0,0,0,0,0,0,0), ¢y =(0,0,¢,,0,0,0,0,0,0)
@10 = (0,0,0,¢,,0,0,0,0,0), ¢; =(0,0,0,0,¢,,0,0,0,0), ¢, =1(0,0,0,0,0,,,0,0,0)

¢13=(0,0,0,0,0,0,¢0,0,0), ¢14=(0,0,0,0,0,0,0,¢0,0), ¢15=1(0,0,0,0,0,0,0,0,¢:)
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Neka su Py, P,, P53 oznake za projektore s R’ na prve tri, druge tri, odnosno trece tri koordi-
nate. Sukladno standardu kod metode kona¢nih elemenata, promatramo zadacu na V: naéi

(u, w, 1) € V tako da vrijedi:

ais(w, @) + bis(A, (it,0)) = (Fis,i), it € PLV, € PV,

_ _ (2.9)
bis(A, (u,w)) =0, 1€ P3V.

Zato moZemo pisati

15

= 23: xiP1g; + Z xiPrp; w = i xiPrp; + i xiPrp; A = Z xiP3¢;,
i=1

i=4 i=10 i=13
pa gornju zadacu moZemo zapisati kao

15

alS(Z xtP2Q01+Z leZQDz» P2Q0])+blS(Z sz3<Pz, (PI(PJ’ P2Q0])) - <F1S, PIQD]> .] - 1 cee 12
i=4 i=10 i=13

3 9 6
bis(Pag;, O xPigi + > xiPrgi, D xiPagi + Z xPag) = 0, j=13,14,15,

i=1 i=7 i=4 i=10

Zbog linearnosti to dalje mozZemo zapisati kao

6 12
Z xia1s (Pagi, Pag;) + Z xia1s (Pag;, Prp))+
i=4 i=10

15

+ > xibis(Pygi, (P19, Pag) = (Fis, Prgy, j=1,...,12,
i=13

12
D" xibis(Pag;, (Prgi, Pag) = 0, j=13,14,15,

i=1
iz Cega je vidljivo da je dovoljno izracunati elemente

alS(PZSOi, PZ‘)DJ), l’.] € {4a 5’ 67 10, 11’ 12}’

bis(Pagi, (Prg), Pag))), i€{13,14,15}, j=1,...,12,

(Fis,Prej), je{l,2,3,7,8,9}.
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Sada je pripadna matrica za zadacu (2.9) dana s

0 0
0 All
K= 0 0
0 A21

gdje smo koristili oznake

A" = ars(Poei dpe)), a.fe (1,2}, i, je{l1,2,3),

B, = bis(¢oei, ($1€,,0)), i, j € {1,2,3},
B2, = bis(doer, (0,41¢)), i,j€{1,2,3},
Bii = bis(doei, (h2e;,0)), i,je{l,2,3},
Bé},i = bis(¢oei, (0, pae))), i,j€{1,2,3},

a {ey, 2, 3} je standardna kanonska baza za R3.

0
0
0

0

A12
0
A22

»(B])T (BZ)T (B3)T (B4)T

0_

20

Uvrstavanjem definicija formi i funkcija ¢; u problem (2.8) i uvazavajuéi ¢|(s) =

—1,¢5(s) = 1 te uzimajuéi u obzir da je Stap ravan s konstantnim popre¢nim presjekom

(odakle slijedi da su Q i t konstante) dobivamo

L L 1 1
o _ T 47 ’ _ T a
Aj,i —L QHQ dpei - Pge; dS—‘[O OHQ' (-1) Ze,--(—l)ﬁzej ds
(1)
L

1
= Z(—l)MBQHQTei €=

(QHQO) i,

L 1 rt
Bj; = f boei - Pre; ds = __f ei-ejds =0,
J> 0 L Jy

L L L
Bii:ﬁ ¢0€i't><¢1€de:€i'tX€j‘fO‘ ¢1 dszzei-Atej

L L
= _EAzei e = _E(At)j,i’
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L 1 L
qu:f ¢0€i'¢/2€jdsz—f ei-ejdszéi,j,
! 0 L Jo

L L I
Bii:f(; (/)Oei-tx@ejds:ei-txgjf(; ¢2ds:§e,-~Atej

L L
= _EAtei e = _E(At)j,i-

Ovdje je opet 6; ; Kroneckerov simbol, a A, oznaka za antisimetricnu matricu opisanu

djelovanjem: A,x = t X x, x € R3. Dakle, konacni zapis matrice sustava je

[ 0 0 0 e
0 tOHQ" 0 —1QHQT -%a,
K=10 0 0 0 I |, (2.10)
0 -1QHQ" 0 1QHQ" -ia,
1 A 1 kA, 0 |

a vektor desne strane je
(Fis,¢1e1),(Fis,¢1€2),{F1s5,¢1€3),0,0,0,
(Fis,$2¢1), (F1s, $22),(F1s, $2€3),0,0,0,0,0,0)".

U naSem slucaju vektor s desne strane popunjen je samo nulama jer smo pretpostavili da

na stent ne djeluje nikakva sila.

2.3 Opis algoritma

U ovom potpoglavlju ukratko opisujemo algoritam i poteSkoce s kojima smo se susretali
pri njegovom razvijanju. Kao $to smo najavili, metodu konac¢nih elemenata za numeri¢ko

rjeSavanje naSeg problema implementiramo u programskom paketu FreeFem++ (vidi [6]).

Ukratko o programskom paketu FreeFem++

Programski paket FreeFem++ besplatni je softver namijenjen numerickoj aproksimaciji
rjeSenja parcijalnih diferencijalnih jednadzbi metodom konac¢nih elemenata. Njegova sin-

taksa sli¢na je programskom jeziku C++. Nakon §to sam stvori mrezu za bazu funkcijskog



POGLAVLIJE 2. MODEL KONTAKTA I NUMERICKA METODA 22

prostora rjeSenja ili je ucita iz neke datoteke, numericki aproksimira rjeSenje funkcijom
solve, koja za argument izmedu ostalog uzima problem u pogodnoj varijacijskoj formu-
laciji. Kako je u nasem slucaju model interakcije suma dvostrukog integrala i sume kri-
vuljnih integrala koje odgovaraju drugom modelu, trebamo nadograditi osnovne funkcije

FreeFem++-a.

Nas pristup

Ideja kako numericki rjeSavamo kontaktni problem je sljedeca: postaviti matricu sustava
(matricu krutosti) za model ljuske te na odgovaraju¢a mjesta u toj matrici dodati elemen-
tarne matrice iz modela stenta (2.10)), a nakon toga rijeSiti sustav s novodobivenom matri-
com. Za bazu funkcijskog prostora biramo P, elemente (vidi [7]]) iz dva razloga. Jedan
je jednostavnost izvoda elementarnih matrica, a drugi je $to matrica krutosti problema u
FreeFem++-u postane drugacije i na nama nejasan nacin organizirana drugim slucajevima.

Dakle, u FreeFem++-u postavljamo problem
ary((u, w), (it, ®)) = (F, i), ¥(ii,0) €'V,

a potom sami aZuriramo elemente u matrici krutosti koji odgovaraju formi ag. Zato smo
u proSlom potpoglavlju izveli elementarne matrice kojima mijenjamo dobivenu matricu

krutosti.

Stvaranje mrezZe

Da bismo mogli mijenjati matricne elemente, stent mora biti kompatibilan s mrezom (tzv.
mesh) na kojoj je definiran prostor baznih funkcija. Drugim rije¢ima, vrhovi i bridovi
koje razapinje stent moraju se nalaziti medu vrhovima i bridovima koje razapinje mreza
konacnih elemenata. U FreeFem++-u postoje funkcije kojima se moZe stvoriti mreza za-
davanjem parametrizacija ruba podruc¢ja na kojem se ona Zeli napraviti. No u dokumenta-
ciji nije opisano kako to napraviti u slucaju kada postoje dodatni zahtjevi na mrezu kao u

naSem problemu, pa smo to morali sami istraZiti.
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Nacin zadavanja stenta

Model ljuske definiran je na domeni u R? koja parametrizira ljusku, dok nam je stent zadan
kao graf vrhova i bridova u R*. Te dvije formulacije same po sebi nisu kompatibilne. Zato
¢emo ljusku i stent morati parametrizirati funkcijom ¢ : [L, D] x [0,2Rx] — R3, gdje su
L, D neke konstante takve da sve toCke stenta imaju apscisu iz intervala [L, D], dok je R
radijus Zile. Jedini veéi problem koji ovo uzrokuje jest Sto ¢emo prije pokretanja glavnog
programa stent zadan kao trodimenzionalni objekt morati prebaciti u dvodimenzionalni

objekt Cija je slika po preslikavanju ¢ izvorni stent.

Dodavanje elementarnih matrica

Kada to rijeSimo, postavlja se pitanje kako znati koje elemente matrice krutosti treba
azurirati. To smo rijeSili jednim dodatnim programom koji zapisuje zajednicke bridove

mreZe 1 stenta kao parove indeksa vrhova koji se poklapaju s indeksima matrice krutosti.

Promjena dimenzija matrice krutosti

Elementarne matrice za Stap sadrZe i jednadZbe vezane za funkciju A (odnosno A’ za svaki
ravni Stap stenta zasebno), dok matrica krutosti za problem ljuske to ne sadrzi. Zbog toga

smo toj matrici prilikom dodavanja elementarnih matrica morali povecati dimenzije.

Periodicnost

Zadnji veci problem na koji smo naisli je periodi¢nost. Zbog oblika Zile, Zelimo da rjeSenje
modela ljuske koje dobijemo bude periodi¢no, tj. da se vrijednosti rjeSenja u to¢kama
oblika (x,0) 1 (x, 2Rm) poklapaju (jer se preslikavaju u istu tocku ljuske). Programski pa-
ket FreeFem++ ovaj problem moze rijesiti jednim dodatnim parametrom periodic, no on
¢e promijeniti izgled 1 dimenzije matrice krutosti, te na taj nac¢in gubimo informaciju koje
elemente treba aZurirati elementarnim matricama iz modela stenta. Zato problem peri-
odi¢nosti rjeSavamo numerickom penalizacijom: za vrhove i, j ¢ije funkcijske vrijednosti

se poklapaju, na mjestima (i, ) i (j, j) matrice krutosti dodajemo neki veliki broj koji zo-
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vemo penal, dok na mjestima (i, j) i (j, /) oduzimamo isti taj broj. Primijetimo da u slucaju

ravne ploce 1 Stapa ovo nije bio problem.

Koraci algoritma

Uvazavajuéi sve navedene poteSkoce, algoritam vrSimo u vise koraka.

1. Priprema za stvaranje mreZe: Prvi kod, napisan u programskom jeziku C++,
uzima kao ulaz vrhove, .zxt dokument u kojem je stent zadan kao graf preko vrhova i
bridova. Prvo dolaze vrhovi iz R?, a potom bridovi zadani kao uredeni parovi indeksa
vrhova. Program ,,prebacuje” te to¢ke u pravokutnik [L, D] X [0, 2Rx], udvostrucuje
neke toCke (primijetimo da se tocke pravokutnika (x, 0) 1 (x, 2Rm) po parametrizaciji
preslikavaju u istu tocku), te vraca datoteku ekstenzije .edp. To je format program-
skog paketa FreeFem++. U njoj su zapisane naredbe koje ¢e stvoriti mreZu za glavni

program.

2. Stvaranje mreze: Pokretanje .edp datoteke koju smo dobili u proslom koraku. Pro-

gramski paket FreeFem++ mrezu zapisuje u datoteku tipa .msh.

() (b)

Slika 2.2: a) Mreza u domeni parametrizacije, b) Mreza na koju smo djelovali funkcijom

parametrizacije

3. Priprema za numericko rjesavanje kontaktnog problema: Program napisan u

programskom jeziku C++ uzima kao ulaz datoteku ekstenzije .msh koja odreduje
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mreZu, ondnosno bazu prostora. Vraca dvije tekstualne datoteke. U prvoj se zapisuju
zajednicki bridovi mreZe i stenta (tj. bridovi mreZe koji leZe na stentu). U drugoj
datoteci zapisani su parovi vrhova mreZe koje parametrizacija cilindra preslikava u

istu tocku. Obje tekstualne datoteke pomocne su datoteke za sljedeci korak.

4. Numericko rjeSavanje kontaktnog problema: Pokretanje glavnog programa .edp
koji postavlja matricu sustava za ljusku, na odgovaraju¢im mjestima u matrici do-
daje penal za periodi¢nost i na odgovaraju¢im mjestima u matrici dodaje podatke
iz elementarne matrice za jedan ravni Stap za svaki brid stenta (pomocu tekstual-
nih datoteka iz proSlog koraka). Nakon toga rjeSava novodobiveni sustav. Osim Sto
programski paket FreeFem++ nacrta dobiveno rjeSenje, on sprema to rjeSenje u do-
kument .vtk formata, koji je kompatibilan s ostalim grafickim paketima, kao Sto je
Paraview ([17]).

Ovo je algoritam za slucaj stenta. U sluCaju ravne ploCe, po¢injemo od drugog koraka
(zbog jednostavnije sheme sami u programskom paketu FreeFem++ piSemo program koji

stvara mreZu), te ne rjeSavamo problem vezan uz periodi¢nost.



Poglavlje 3

Rezultati

U ovom poglavlju u nekoliko primjera numericki aproksimiramo rjeSenja modela koji smo

izveli u proslom poglavlju.

3.1 Ravna ploca

Kao prvi primjer navodimo jednostavan slucaj ravne ploce kvadratnog oblika koja je u¢vrScena
s jedne strane i jednog ravnog Stapa poloZenog na toj plo¢i okomito na ucvrséenu stranicu.
Kada djelujemo silom okomitom na ravninu u kojoj se kvadrat nalazi, Stap bi trebao sma-
njiti savijanje ploce.

Kvadratna ploca debljine je 0.01m i dimenzija 1m X 1m. Parametrizirana je funkcijom
¢ :[0,1]x[0,1] = R, ¢(x,y) = [x,y,0],

i ucvrstili smo je na stranici gdje se nalaze tocke oblika (x, y) = (x,0). Jedan vrh Stapa je u
poloviStu uévrséene stranice, a njegova duljina iznosi je 0.7m.

Youngov modul Stapa je 100 puta veci od Youngovog modula ploce. Sila je odabrana
tako da maksimalni pomak bude reda veli¢ine 1072,

U ovom primjeru varirali smo gustofu mreze i mjerili maksimalni pomak ploce (Sto je

treCa komponenta funkcije u) u slucajevima sa i bez Stapa.

26
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Napomena 3.1.1. U primjerima su deformacije iznimno male pa su skalarno uvecane da

bi se pomak jasnije uocio.

Na Slikama [3.1)i [3.2] slijede prikazi deformacije ploce uslijed djelovanja tlaka. Na pr-
voj je samo ploca sa Stapom, pri ¢emu su deformacije znatno skalarno uvecane kako bi se
vidjeli obrisi Stapa, dok na drugoj, uz neSto manje skalarno uvecanje, usporedujemo de-
formaciju ploce sa Stapom, odnosno bez njega na mrezama razlicitih gustoéa. Primijetimo
da se na Slici [3.1] utjecaj Stapa vidi na sredi$njem izbocenju i iskrivljenju da donjem rubu

ploce.

C

u2,u3 Magnitude

0012

b} N

6.87e-042

(a)

Slika 3.1: Deformacije ploce s jednim Stapom.
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Slika 3.2: Rezultati za ravnu plocu. Na svakoj slici prikazani su deformacija ploce bez
Stapa i sa Stapom zajedno. Brojevi vrhova na mrezi su redom: a) 2383, b) 3719, c) 5341 ,
d) 9915, e) 11843, f) 14856.
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Tablica 3.1: Maksimalni pomaci za plocu sa Stapom i bez Stapa. U tablici su vrijednosti

napisane s negativnim predznakom zato $to smo silom djelovali u negativnom smjeru z-osi.

broj vrhova mreze | max uz bez Stapa | max u3 sa Stapom
2383 3.88799 - 1072 1.27171 - 1072
3719 4.56053 - 102 1.35296 - 1072
5341 5.0415- 1072 1.40701 - 1072
9915 5.6515-1072 1.46931 - 1072
11843 5.79957 - 1072 1.48113 - 1072
14856 5.9533-1072 1.49718 - 1072

Kao $to smo mogli i oCekivati, rezultati se razlikuju na razli¢itim mreZama, tj. postaju
precizniji Sto je mreza guS€a. S druge strane, izgled ploCe nakon deformacije (bilo sa

Stapom, bilo bez njega) ne mijenja se.

3.2 Zilaistent

Kao §to smo najavili u uvodu, ali i sugerirali tijekom postavljanja problema, glavna moti-
vacija u ovom radu bio nam je stent i njegov utjecaj na krvnu Zilu.
U naSim primjerima testirali smo na cilindru radijusa R = 1.5mm i duljine 32mm koji

predstavlja model Zile. On je dobiven parametrizacijom
¢ : [-0.008,0.025] x [0, 2R7] — R?, ¢(x,y) = [x, R cos (zy_e) , RSi“(zy_e)] .

Debljina Zile je 4 = 0.1mm. Za Poissonov omjer uzeli smo v;; = 0.4, a za Youngov modul
elasti¢nosti E;; = 10°Pa.

Stent je dan kao skup vrhova u R? koji se nalaze na cilindru parametriziranom s ¢.
Njihove x-koordinate nalaze se u intervalu [0, 0.017]. Youngov modul elasti¢nosti je Eg =
10''Pa, a Poissonov omjer je vs = 0.3, §to je blisko podacima za Celik. Radi jednostavnosti,

Stapove koji razapinju stent uzimamo okruglog presjeka radijusa r = 0.1lmm. Zato su
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momenti inercije povrSinskog presjeka Stapa jednaki

rr
L=15= 7,123 =0,

dok je krutost torzije jednaka pg ’47” (us je Laméova konstanta koja ovisi o Eg 1 vg).

Gustocu mreze (tzv. mesha) pazljivo smo birali zbog zakljucaka iz prethodnog potpo-
glavlja.

Kao rezultate dajemo tri podatka: po modulu maksimalni radijalni pomak na cijelom
cilindru (zovemo ga u,,,,) te po modulu maksimalni i minimalni radijalni pomak na dijelu
cilindra gdje se nalazi stent W), ufi.iz). Ti rezultati popisani su u Tablici

Na stent smo djelovali tlakom, tj. silom konstantne povrSinske gustoce koja stiS¢e Zilu
(koja djeluje okomito na ljusku) iznosa 10*N/mm?, no prikazat éemo i slike na kojima
na Zilu djelujemo silom suprotne orijentacije. Lijevi i desni kraj Zile smo ucvrstili, tj. na
krajevima smo zadali rubne uvjete u = w = 0.

Testirali smo Cetiri vrste stenta: palmaz, cypher, express 1 xience. Struktura stenta tipa
palmaz nalikuje nizu povezanih rombova. Spada medu krute stentove. Ostala tri stenta
fleksibilnija su od navedenog. Stent tipa express karakteriziraju cik-cak prstenovi duz op-
sega cilindra medusobno povezani horizontalnom linijjom. Stent tipa cypher sastoji se od
sliénih cik-cak prstenova koji su medusobno povezani sinusoidalnom linijjom. Stent tipa
xience sastoji se od cik-cak prstenova koji su povezani horizontalnom linijom na kojoj se
nalazi jedan zavijutak. Vise o svakom stentu moze se naéi u [14].

Na slikama koje slijede nalazi se graficki prikaz rezultata. Na Slici [3.3] su rezultati za
Zilu bez stenta. Na Slikama i[3.7|nalaze se Cetiri graficka prikaza za pojedine
stentove. Najgornja prikazuje izgled stenta. Druga i trea prikazuju deformaciju stenta i
Zile pod utjecajem sile izvana i iznutra, redom. Najdonja slika prikazuje graf radijalnog

pomaka tocaka na zili.

Napomena 3.2.1. U primjerima su deformacije iznimno male pa su skalarno uveéane da

bi se pomak jasnije uocio.
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Slika 3.3: Rezultati za Zilu bez stenta. Slika a) prikazuje deformaciju Zile pod utjecajem
vanjskog tlaka, dok slika b) deformaciju pod utjecajem unutarnjeg tlaka. Slika c) prikazuje

graf radijalnog pomaka tocaka na Zili.
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Slika 3.4: Rezultati za palmaz.
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Slika 3.5: Rezultati za express.
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(d)

Slika 3.6: Rezultati za cypher.
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(b)

(d)

Slika 3.7: Rezultati za xience.
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Tablica 3.2: Radijalni pomaci za Zilu sa stentom i bez stenta.

) ()

min Umax

Zila bez stenta | 1.134008 - 1074 - -
palmaz 1.095257 - 1074 | 4.7221-10°° | 2.39524-107°
cypher 1.076880 - 1074 | 8.589-1077 | 1.055421-107*
express 1.039037 - 107* | 1.5362-107° | 3.98178-107°
Xience 1.055142 - 107* | 4.307-1077 | 6.15073-107°

vrsta stenta Upax u

Iz podataka vidimo da su pomaci to¢aka na Zili bez stenta vrlo mali. Zaklju¢ujemo da

su svi navedeni stentovi kruti na tlak.

3.3 Zilai stent - rotacija krajeva

U ovom odjeljku obradujemo istu situaciju kao u prosSlome, samo §to smo zaokrenuli

ucvrséene krajeve. Tocnije, rubni uvjeti za rjeSenje (u, w) sada su

u = (sin(6) - R cos (;_?) ,(cos(8) —1)-Rcos (1)')_?) ,0), w = (0,0, -0) na lijevom kraju i
u = (—sin(@) - Rcos (1%) ,(cos(@) — 1) - Rcos (1%) ,0), w = (0,0, 0) na desnom kraju.

Navedena promjena savit ¢e Zilu te ¢emo vidjeti utjecaj stenta na savijenoj Zili, odnosno
koliko je stent fleksibilan na takva savijanja. U primjerima smo krajeve rotirali za 8 = 15°.
Za svaki stent mjerit Cemo maksimalni radijalni pomak cijele Zile. Te podatke zapisujemo
u Tablicu 3.3

Na slikama koje slijede nalazi se graficki prikaz rezultata. Na slici su rezultati
za zilu bez stenta. Na slikama [3.9] 3.10] [3.11]i [3.12] nalaze se Cetiri graficka prikaza za

pojedine stentove. Kao u prethodnom odjeljku, najgornja prikazuje izgled stenta. Druga

prikazuje deformaciju stenta i Zile pod utjecajem vanjskog tlaka, a najdonja graf radijalnog

pomaka toCaka na Zili.
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Napomena 3.3.1. U primjerima su deformacije iznimno male pa su skalarno uvecane da

bi se pomak jasnije uocio.

(a)

0.010

0.015

(b)

Slika 3.8: Rezultati za Zilu bez stenta. Slika a) prikazuje deformaciju Zile pod utjecajem

vanjskog tlaka, dok slika b) prikazuje graf radijalnog pomaka tocaka na zili.
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Slika 3.9: Rezultati za palmaz.
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Slika 3.11: Rezultati za cypher.
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Slika 3.12: Rezultati za xience.
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Tablica 3.3: Radijalni pomaci za Zilu sa stentom i bez stenta.

vrsta stenta Umax
Zila bez stenta | 2.1312912 - 1073
palmaz 1.1038394 - 1073
cypher 1.1575241 - 1073
express 1.1411191 - 1073
Xience 1.1721247 - 1073

Primijetimo da se dodavanjem stenta Zila u bitnom ukrutila kod svih stentova, §to ce
potencijalno dovesti do pove€anog naprezanja kod zakrivljene Zile. U tom kontekstu treba
napomenuti da je xience najfleksibilniji, a palmaz najmanje fleksibilan na savijanje. To je

opazeno i u [14].
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Zakljuéak

Nakon prezentacije matematickog modela ljuske 1 zakrivljenog Stapa (odnosno strukture
sastavljene od Stapova), izveli smo model za kontaktni problem. Koristeci egzistenciju i je-
dinstvenost rjeSenja njihovih problema te uskladenost s problemom minimizacije njihovih
potencijalnih energija, zajednicki problem ljuske i ravnog Stapa izveden je iz principa mini-
malne energije, uvazavajuéi ¢injenicu da je ukupna energija sustava jednaka sumi energija
svake komponente. Dokazali smo da je problem minimizacije ukupne energije ekviva-
lentan rjeSavanju varijacijske formulacije problema (2.6)), koja je temelj za izraCunavanje
numeric¢ke aproksimacije.

Implementirali smo algoritam koji izvedenu varijacijsku formulaciju numericki rjesava
metodom konacnih elemenata. Iako smo se sluzili programskim paketom FreeFem++, koji
je alat namijenjen rjeSavanju parcijalnih diferencijalnih jednadZbi metodom konacnih ele-
menata, zbog atipi¢nosti naseg problema, putem smo morali rijeSiti mnoge druge poteskoce.

Jedan od uzroka problema bio je i primjer koji smo htjeli modelirati: model Zile i stenta.
Nadalje, upravo zbog toga Sto je jedan od ciljeva rada bio testirati razliCite vrste stentova,
ovaj algoritam ima mnogo vecu primjenu od ovog jednog primjera. Nas program je primje-
njiv u bilo kojem slucaju iz stvarnog Zivota u kojem mreZa jednodimenzionalnih strukutra
sluzi kao potporanj nekoj dvodimenzionalnoj mek3oj strukturi. Kao neke primjere navo-
dimo armirani beton, konstrukciju kiSobrana, nadstreSnice, cepelin . ..

Nas$ algoritam testirali smo na jednom primjeru ravne ploce i Stapa koji je pokazao
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osjetljivost algoritma pri promjeni gustoe mreze, ponajvise zbog odabira P; elemenata

kao baze prostora rjeSenja. Ovaj dio zasluZuje pozornost u daljnjim istraZivanjima.
Izvedba programa na nekoliko vrsta stentova, simulirajuéi stvarne uvjete, potvrdila je

nase predznanje o njihovim karakteristikama. Svi su dosta kruti na tlak, a xience se pokazao

kao najfleksibilniji pri savijanju.
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Sazetak

Matea Galovi¢, Matko Ljulj
kljucne rije¢i: model elasti¢ne ljuske, model elasticnog stenta, metoda konacnih eleme-

nata, model interakcije ljuske i stenta

Glavni cilj ovog rada je izvod kontaktnog problema ljuske i stenta i implementacija
numeric¢ke aproksimacije. Drugim rijecCima, htjeli smo rijeSiti problem zajednic¢ke defor-
macije ljuske i stenta pod utjecajem vanjskih sila. Motivacija nam je upravo modeliranje
krvnih Zila, no problem rjeSavamo i u generalnom obliku.

Na pocetku ovog rada uveli smo i objasnili neke matematicke modele za elasti¢ni pro-
blem ljuske i problem stenta koje koristimo. U nastavku kao glavni teorijski rezultat iz-
vodimo 1 formuliramo zajednicki model u varijacijskoj formulaciji, obliku pogodnom za
numericko rjeSavanje.

Nakon toga opisujemo implementaciju koda koji numericki rjeSava izvedeni problem
i koji se temelji na metodi konac¢nih elemenata. Na kraju napisani program testiramo na
problemu ravne ploce 1 Stapa, te na nekoliko vrsta stenta ispitujuéi njihova mehanicka

svojstva.



Summary

Matea Galovi¢, Matko Ljulj
key words: elastic shell model, elastic stent model, finite element method, model of shell-
stent interaction

The main goal of this paper is the derivation of the interaction model of the shell and
a stent, together with implementation of the numerical approximation. In other words, our
goal is to solve the problem of mutual deformation of shell and stent, when under influence
of external forces. Even though our motivation is blood vessels modelling, we also solve
the problem in the general form.

At the beginning of this paper, we introduced and explained some mathematical models
for the elastic shell problem and the stent problem, which we used. Later on, as the main
theoretical result, we derive and formulate shell-stent interaction problem in the variational
formulation, which is adequate for numerical solving.

Afterwards, we describe implementation of the code that numerically solves derived
problem and which is based on the finite element method. At the end, we test the derived
numerical approximation on the problem of a plain board and a rod, and on a few stent

types, exploring their mechanical properties.
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